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Dies ist Teil 1 einer zweibdndigen Einfithrung in die Analysis, hervorge-
gangen aus meinen Vorlesungen Analysis I-1II, die ich im Laufe der Jahre in
Heidelberg gehalten habe.

Die Analysis Vorlesungen sind ohne Zweifel die wichtigsten Anfiangervorle-
sungen fiir Studenten der Mathematik und Physik. Sie bilden das Fundament
fiir weiterfithrende Vorlesungen aus fast allen Gebieten der Mathematik wie
z.B. Topologie, Funktionalanalysis, Partielle Differentialgleichungen und Dif-
ferentialgeometrie, sowie fiir Vorlesungen aus dem Bereich der theoretischen
Physik.

In meinen Analysis Vorlesungen habe ich mich daher immer bemiiht, ne-
ben den klassischen Bestandteilen einer solchen Vorlesung auch Elemente der
Funktionalanalysis, der Gewohnlichen Differentialgleichungen und der Ten-
soranalysis zu behandeln, damit die Studenten schon in den Anfangsseme-
stern mit den Konzepten und Inhalten der modernen Analysis vertraut wer-
den. Speziell fiir Studenten der Physik halte ich eine solche Vorgehensweise
fiir hilfreich, werden sie doch schon frithzeitig in den physikalischen Vorle-
sungen mit mathematischen Techniken konfrontiert, die—ohne Beweis und
oft auch ohne richtige Erkldrung—als ,,Kochrezepte“ von ihnen akzeptiert
werden sollen.

Das vorliegende Lehrbuch umfasst etwa den Stoff einer eineinhalbseme-
strigen Vorlesung. Nachdem die Grundbegriffe der Logik, Mengenlehre und
der reellen Zahlen erklidrt worden sind, fingt mit Kapitel 1 die eigentliche
Analysis an. Die Konvergenz von Folgen und Reihen wird zunéchst im Reellen
besprochen, dann auf den R” verallgemeinert und anschlieflend eingehend in
metrischen Rdumen bzw. Banachrdumen behandelt.

Die darauf folgenden Kapiteln beschéftigen sich sehr ausfiihrlich mit to-
pologischen Begriffen—Stetigkeit, Kompaktheit, Zusamenhang—(Kapitel 2)
bzw. mit der Differentialrechnung in einer Variablen (Kapitel 3).

Kapitel 4 fillt etwas aus dem tiblichen Rahmen. In ihm werden u.a. die
Sétze von Arzela-Ascoli und Stone-Weierstrafl bewiesen, die Grundlage vieler
analytischer Beweise sind. Mir scheint es nicht zu frith, Studenten im zweiten
Semester mit diesen Ergebnissen vertraut zu machen.

Das letzte Kapitel beschéftigt sich mit dem Riemannschen Integral.
Es wird fiir Banachraum-wertige Funktionen eingefiihrt—an den Definitio-
nen und Beweisen &ndert sich hierdurch nichts und man erspart sich die
Einfiihrung des Regelintegrals, das oft benutzt wird, um die Integration vek-
torwertiger Funktionen zu definieren.



vi

Dieses Lehrbuch kann begleitend zu einer Vorlesung gelesen werden, oder
aber, unabhéngig davon, allein zum Selbststudium. Das Buch richtet sich
natiirlich primér an die Studenten in den Anfangssemestern, doch sind Tei-
le hieraus, etwa Kapitel 4, auch fiir Studenten in den mittleren Semestern
interessant.

Heidelberg, im August 2002 Claus Gerhardt
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KAPITEL 0

Grundlagen

0.1. Elemente der Logik

0.1.1. Aussagen, Aussageformen und Quantoren. Eine Aussage ist
z.B.

5 ist eine Primzahl.

oder
Hans ist ein mannlicher Vorname.

Charakteristisch an Aussagen ist, dafl iiber gewisse Dinge etwas be-
hauptet wird. In obigen Beispielen werden Behauptungen iiber ,5“ und
,Hans“ gedulert. Wir nehmen immer an, dafl eine Aussage entweder wahr
oder falsch ist (tertium non datur).

Aussageformen sind Behauptungen der Art
x ist eine Primzahl.
oder

x st ein mdannlicher Vorname.

Im Unterschied zu einer Aussage enthalten Aussageformen eine oder meh-
rere Variablen, sog. freie Variablen. Der Wahrheitswert einer Aussageform
148t sich i. allg. erst ermitteln, wenn die Variablen durch—wie wir sagen
wollen— Konstanten ersetzt sind. Es gibt natiirlich auch Aussageformen, die
schon formal richtig oder falsch sind, z.B.

Entweder ist x =y oder x # y.
bzw.
x ist eine Primzahl und irrational.
Aussageformen nennt man oft auch Bedingungen.

1



2 0. Grundlagen

Neben den eben behandelten Aussageformen kommen noch Bedingungen
mit einer Quantifizierung vor, z.B.

Es gibt eine relle Zahl z, so daff 2% = 2 ist.

(Existenzaussage)

oder
Fiir alle reellen Zahlen x gilt, daf x> > 0 ist.
(Allaussage)

Die in solchen Aussageformen auftretenden Variablen heiflen gebunden.

Den in der Existenzaussage vorkommenden Quantor ,es gibt“ nennen
wir Existenzquantor und entsprechend den Quantor ,fiir alle“ der Allaussage
Allgquantor.

0.1.2. Aussagenkalkiil. Aussagen und Aussageformen bezeichnen wir
unterschiedslos mit p, g, ... Manchmal schreiben wir auch p(z,y,...), um die
Abhéngigkeit von den Variablen x,y, ... anzudeuten.

Der Aussagenkalkiil beinhaltet die logischen Elementarverkniipfungen zwi-
schen semantischen Variablen p,q, ..., also zwischen Aussagen bzw. Aussa-
geformen.

Beispiel:

9 ist ungerade und durch 3 teilbar.

In diesem Beispiel lernen wir die logische Konjunktion kennen: p und
q, in Zeichen,

PAQ.

Die Aussage p A ¢ ist genau dann wahr, wenn sowohl p als auch ¢ wahr
sind. Den Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage kann man am
besten an Hand einer sog. Wahrheitstafel ermitteln. Wir machen dies am
Beispiel der Konjunktion klar:

)
o 3>
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Die Buchstaben ,w‘ und ,f* stehen hier fiir wahr bzw. falsch.

Die anderen Elementarverkniipfungen sind:

Die Disjunktion: p oder ¢, in Zeichen,
pVg.

In der Logik bedeutet oder das nicht ausschlieende ,oder* (lateinisch
vel, daher auch das Symbol V fiir die Disjunktion). Die Disjunktion p V ¢ ist

wahr, wenn wenigstens eine der Aussagen p oder ¢ wahr ist. Die Wahrheits-
tafel lautet

~ = =2 2|

s R

Die Implikation: p impliziert g, in Zeichen,

p — q.

In der Umgangssprache gebraucht man die Implikation meist, wenn ¢ aus
p deduzierbar ist, d.h. wenn eine gewisse Abhéngigkeit zwischen p und g
besteht

Wenn x >y ist, dann ist 2z > 2y.
Hingegen wird er Satz

Wenn es morgen regnet, werden die Steuern gesenkt.

weithin auf Unverstédndnis stoflen. Nicht so in der Logik. Die Logik gebraucht
nicht die formale Implikation der Umgangssprache, sondern die sog. mate-
rielle Implikation: Der Wahrheitswert von p = ¢ héangt ausschliellich von
den Wahrheitswerten von p und ¢ ab und von sonst nichts. p heifit auch Vor-

aussetzung oder Pramisse und ¢ die Behauptung. Fiir die Wahrheitstafel
gilt

== A kS

22 ~2|
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Die Implikation ist daher immer wahr, wenn p falsch ist. Eine auf den
ersten Blick verbliiffende Festlegung, die sich jedoch als sehr sinnvoll erwiesen
hat.

Die Negation: non p, in Zeichen,
-p

—p ist wahr, wenn p falsch ist und falsch, wenn p wahr ist, d.h. die Wahr-
heitstafel lautet

D || 7P
w f
£ w

Die Aquivalenz: p dquivalent ¢, in Zeichen,

p<—4q.

Darunter verstehen wir
(p = a)A(g = p).

Den Aquivalenzpfeil gebrauchen wir auch als metasprachliches Symbol,
z.B. in der
0.1.3. Aufgabe. Bitte beweisen Sie, daf3
(p = 9= Vg

Fiir logische Allaussagen wie
Fiir alle x aus A gilt p(x).

schreiben wir abkiirzend

IZ’Ap(J;) oder auch /G\Ap(ac).

Das Symbol Vx steht , fiir alle x“, es bezeichnet den Allquantor; wir haben
uns hier auch einen kleinen Vorgriff auf die Schreibweise der Mengenlehre
erlaubt, vgl. den folgenden Abschnitt.

Den Existenzquantor kiirzen wir mit 3 ab, d.h. die Aussage
Es gibt x in A, so daf$ p(x) gilt.

entspricht der Formel
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gelegentlich verwendet man auch die Schreibweise

\/ p).

z€A

0.1.4. Beispiel.
vV 22>0
z€R
bedeutet
Das Quadrat einer jeden reellen Zahl ist nicht-negativ.
Es ist auch folgende Schreibweise iiblich, wenn nicht sogar die Regel,
22>0 Vze R,

doch sollte gerade der Anfiénger sich klar machen, dafl dies nur eine Kurz-
schreibweise und keine strenge mathematische Formel ist.

Die Existenzaussage
3 22=2
zeR
ist gleichbedeutend mit
Es gibt eine relle Zahl x, so daf x> = 2 ist.
0.1.5. Bemerkung. Der Existenzquantor behauptet nur die FEzistenz

eines Objekts, das die Aussage erfiillt. Es muf} nicht eindeutig bestimmt sein.
So gibt es z.B. zwei reelle Zahlen, die die Gleichung 2? = 2 erfiillen.

0.1.6. Proposition. Die logischen Elementarverkniipfungen geniigen fol-
genden Regeln

(0.1.1) PAD<=Dp (Idempotenz)

(PAQ AT <= DpA(gAT)

0.1.2 Assoziativitit
0.1.2) (pV(gVvr)<=pV(gVr) ( )
Vr)< ANg)V(pAT
(0.1.3) (avr) <= AV A7) (Distributivitat)
(ghr) <= (pVg N(pVr)
—(p A < pV -~
(0.1.4) (p 1) Py (De Morgansche Regeln)

=(pVq) <= pA—q

Beweis. Ubungsaufgabe.
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Fiir das Operieren mit Quantoren gelten folgende Regeln, die als Axziome
postuliert werden

0.1.7. Axiom (Quantorenregeln).

(0.1.5) Ly Ypp@y) = ¥ Y p(,y)

(0.1.6) o 2Py = 3. 3 p@y)
3 3

(017) xEAyEVBp(aj’y) — yngeAp(m7y)

~( ¥, p()) = 3 ()
(0.1.8)

~( 3,p@) = ¥ -p(z)

Die Regeln (0.1.8) heiflen die De Morganschen Gesetze.

0.1.8. Bemerkung. In der Regel (0.1.7) gilt i. allg. nicht das Aquiva-
lenzzeichen, wie sich am Beispiel der Aussageform

plx,y) <= x+y=0

in der Menge der reellen Zahlen ablesen 1483t.

0.1.9. Aufgaben.
1 Man beweise Proposition 0.1.6.
2 Man verneine die Aussage

YV 3V Jr—yl<i = [2*—¢*<e
e>0 >0 z,yeR

Hierbei bezeichnet R die Menge der reellen Zahlen. Welche Aussage ist
richtig, die verneinte oder die urspriingliche?
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0.2. Elemente der Mengenlehre

Was eine Menge ist konnen wir nicht mehr nédher definieren. Der Mengen-
begriff ist so elementar, dafl er sich jeder Definition versagt. Von G. Cantor,
dem Begriinder der Mengenlehre, stammt folgende Beschreibung einer Menge
M als ,,eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objek-
ten unserer Anschauung oder unseres Denkens—welche die Elemente von M
genannt werden—zu einem Ganzen.“

Der naive Umgang mit Mengen birgt jedoch einige Gefahren in sich, wie
man zu Beginn des letzten Jahrhunderts festgestellt hat (Russelsche An-
tinomie). Deshalb ist eine strenge, axiomatische Begriindung der Mengen-
lehre unerlafilich. Dieses Unterfangen wiirde natiirlich den Rahmen eines
Anfangerlehrbuches ,, Analysis I“ bei weitem sprengen, so dafl wir uns da-
rauf beschrinken, einen , halbaxiomatischen“ Zugang zu wahlen, der jedoch
fiir die Bediirfnise eines jeden Mathematikers, der sich nicht auf dem Gebiet
der Mengenlehre spezialisieren will, vollig ausreicht.

0.2.1. Bezeichnungen. Wir bezeichnen Mengen i. allg. mit groflen
Buchstaben A, B,... Je ,komplizierter® die Mengen sind, desto typogra-
phisch ausgefallener sollen auch die Symbole sein, die sie bezeichnen, z. B.
verwenden wir in der Regel Skriptbuchstaben 8,7, ..., um Mengen von Men-
gen zu kennzeichnen. Die Elemente von Mengen werden meist mit kleinen
Buchstaben a,b,... oder x,y, ... benannt. Objekte a,b,... fassen wir zu ei-
ner Menge zusammen, indem wir sie in sog. Mengenklammern einschlieflen,

{a,b,...}.

0.2.2. Elementbeziehung. Der Hauptbegriff der Mengenlehre ist die
Elementbeziehung, in Zeichen
x € A

Wir sagen hierfiir ,« Element (von) A“ und verwenden ein stilisiertes
griechisches €, um dies kenntlich zu machen.

Der zweite wichtige Begriff ist der der Gleichheit zweier Mengen A, B,
in Zeichen,
A=B

und wir postulieren

0.2.3. Axiom (Extensionalitdtsaxiom). Zwei Mengen A, B sind genau
dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.
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Dieses Axiom besagt daher, dafl, wenn das gleiche Element mehrmals
in einer Menge vorkommt, es nur einmal gezéhlt wird. So sind die Mengen
{1,2,3} und {1,2,3,1,3} gleich; sie bestehen aus den natiirlichen Zahlen
1,2 und 3. Aus diesem Grund wollen wir die Vereinbarung treffen, Elemente
einer Menge nur einmal aufzufiihren.

0.2.4. Definition (Teilmenge). Sind A und B zwei Mengen, so heifit A
Teilmenge von B, falls jedes Element von A auch Element von B ist. Wir
schreiben hierfiir

AcCB
und lesen diese Formel als , A enthalten (in) B“. B heifit auch Obermenge
von A. Ist A Teilmenge von B und gilt A ungleich B, so nennen wir A echte

Teilmenge von B, in Zeichen,
ACB.

Die Beziehung ,,C*“ heifit Inklusion.

0.2.5. Proposition. Die Inklusion geniigt folgenden Regeln
(0.2.1) AcC A (Reflexivitiit)
(0.2.2) ACBCC = AcCC (Transitivitét)
und 1. allg. gilt
(0.2.3) ACB == BCA (Antisymmetrie)

Beweis. Klar.

0.2.6. Bemerkung. Offensichtlich gilt fiir zwei Mengen A, B genau dann
A = B, falls A € B und B C A. Aus diesem Grund weist man in der
Regel, um die Gleichheit zweier Mengen zu verifizieren, das Bestehen der
wechselseitigen Inklusion nach.

Eine Moglichkeit Teilmengen zu bilden, steckt in dem Prinzip aus den
Elementen einer vorgegebenen Menge A diejenigen auszusondern, die eine
bestimmte Bedingung erfiillen, z.B. sei A die Menge aller Frauen und betrach-
ten wir die Teilmenge B aller verheirateten Frauen. Die Menge B kénnen wir
so beschreiben

B = {xz € A: x ist verheiratet }.

Allgemein sieht dieser Prozefl so aus: sei A irgendeine Menge und p ir-
gendeine Aussageform (Bedingung), dann erwarten wir, dafl der Ausdruck

B={zecA:p(x)}
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eine ,sinnvolle® Menge ist. Diesen Sachverhalt, so offenkundig er auch im
Einzelfalle sein mag, fassen wir als Axiom

0.2.7. Axiom (Aussonderungsaxiom). Zu jeder Menge A und jeder Be-
dingung p gibt es eine Menge B, deren Elemente genau jene x aus A sind,
fiir die p(x) wahr ist, in Zeichen,

B={zeA:p(x)}.

0.2.8. Die Tragweite dieses Axioms erkennen wir an folgender Uberle-
gung: Sei A eine beliebige Menge und p die Bedingung « ¢ x. Wir bilden nun

(0.2.4) B={zeA:p(x)}.

Kann B € A gelten? Offensichtlich nicht, denn
(0.2.5) yeB<—yec ANy ¢y,
und es gilt ferner die Alternative

(0.2.6) BeB oder B¢B.

Wiére nun B € A, so miifite, falls der erste Teil der Alternative zutrife,
(0.2.7) BeANBeB

gelten, im Widerspruch zu (0.2.5), und falls der zweite Teil der Alternative
richtig wére, so erhielten wir ebenfalls aus (0.2.5) einen Widerspruch, da dann
B € B folgen wiirde.

Aus dieser Uberlegung schlieen wir

0.2.9. Corollar (Nichtexistenz einer Allmenge). Es existiert keine All-
menge, d.h. es gibt keine Menge, die alle Mengen umfafst, und die man als
»~Menge aller Mengen“ beschreiben konnte.

Beweis. Sei A eine solche Allmenge, so miifite sie alle Mengen enthal-
ten, also auch die Menge B in (0.2.4), die wir jetzt mittels der Allmenge A
definieren. Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch, wie wir gerade gesehen
haben. (]

In den Anfingen der Mengenlehre hatte man die Existenz einer Allmenge
als unmittelbar evident angesehen, geméB der damaligen Uberzeugung, daf
jede Eigenschaft immer eine ,Erfiillungsmenge* besitze. Die Allmenge ist
dann , Erfiilllungsmenge“ der Bedingung .,z ist Menge“.
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0.2.10. Russelsche Antinomie. Die bereits erwahnte Russelsche Anti-
nomie erhélt man, wenn man in (0.2.4) B definiert, ohne den Zusatz z € A
zu verlangen, d.h.

(0.2.8) B={z:p(z)}

setzt. Die Frage, ob B € B oder B ¢ B gilt, offenbart dann einen Widerspruch
in der Theorie.

Mit Hilfe des Aussonderungsaxioms kénnen wir zu einer gegebenen Aus-
gangsmenge A Teilmengen bilden, die sich in der Form

(0.2.9) B={zecA:p()}
schreiben lassen, wobei p eine Aussageform ist.
Koénnen wir jede Menge B in dieser Form schreiben?

0.2.11. Bemerkung. Zu jeder Menge B existiert eine Menge A und eine
Aussageform p, so dafl

(0.2.10) B={zeA:px)}.

Beweis. Sei A eine beliebige Obermenge von B, setze z.B. A = B, und
wihle als Aussageform p(x) =,z € B*. a

Die Bedeutung dieser Bemerkung werden wir erkennen, wenn wir Durch-
schnitt, Vereinigung und Komplement von Mengen definiert haben. Die Be-
ziehungen, die zwischen diesen ,Operationen“ bestehen, lassen sich dann
mittels der Identifikation

Aussageform +—  Menge

auf den Aussagekalkiil zuriickfithren.

0.2.12. Proposition (Existenz der leeren Menge). Es existiert eine
Menge 0, die kein Element enthdlt, und die daher die leere Menge genannt
wird. Sie geniigt folgenden Bedingungen

(0.2.11) fcA vV Mengen A,
(0.2.12) () ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei B eine beliebige Menge. Wir definieren
(0.2.13) 0={zxeB:zx#zx}.

Nach dem Aussonderungsaxiom ist () eine wohldefinierte Menge.
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Zum Beweis der ersten Behauptung, erinnern wir uns an die Definition
einer Teilmenge

(0.2.14) fcA = vwx € A
[AS

Da die leere Menge aber kein Element enthilt, ist die rechte Seite von
(0.2.14) wahr, folglich auch die linke.

Wem dieser Schlufl Schwierigkeiten bereiten sollte, dem sei geraten, die
Aussage (0.2.14) zu verneinen

(0.2.15) g A +— gwx ¢ A

Jetzt ist es vielleicht leichter einzusehen, dafl; da die rechte Seite von
(0.2.15) falsch ist—es gibt kein Element x € ) mit « ¢ A, da 0 iiberhaupt
kein Element enthélt—und folglich auch die linke, die Behauptung (0.2.11)
stimmt.

Die Behauptung (0.2.12) folgt aus (0.2.11), denn gébe es zwei leere Men-
gen (; und (5, so miifite wegen (0.2.11) gelten

(0.2.16) 0, c 0y und 05 C 0y,
d.h. 01 = 0. O
0.2.13. Axiom (Existenz einer Obermenge). Sei 8 ein beliebiges nicht-

leeres Mengensystem, dann existiert eine Menge X, die alle Mengen von §
als Teilmengen enthalt, d.h.

(0.2.17) ACX VAeS.
0.2.14. Definition (Vereinigung und Durchschnitt). (i) Seien A und B

Mengen und sei X eine nach Axiom 0.2.13 existierende gemeinsame Ober-
menge von A und B.

(a) Wir definieren dann die Vereinigung von A und B, in Zeichen, AU B,
durch

(0.2.18) AUB={zeX:z€ AVz e B}.

Wenn A und B in der Form
A={zeX:p,(x)} und B={zeX:p,(v)}

gegeben sind—mach Bemerkung 0.2.11 ist eine solche Schreibweise immer
moglich—, dann gilt

(0.2.19) AUB={zeX:p,(z)Vp,(x)}.
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AUB

(b) Der Durchschnitt von A und B, in Zeichen, AN B, ist definiert durch
(0.2.20) ANB={zeX:z€ ANz € B}.

ANB

Ahnlich wie in (a) gilt auch hier
(0.2.21) ANB={zeX:p,(z)Ap,(z)}.

(ii) Sei 8 eine nichtleere Mengenfamilie und X eine gemeinsame Ober-
menge, dann definieren wir entsprechend

(a) die Vereinigung der Mengen aus 8, in Zeichen, | 4.g A4, durch

(0.2.22) ALEJSAZ{:EEX: R
bzw.
(0.2.23) ALJSA:{JCEX: AéspA(ac)}
€
und
(b) den Durchschnitt der Mengen aus 8, in Zeichen, (1 ,.g 4, durch
(0.2.24) QSAZ{:EGX: JyreA}
bzw.
(0.2.25) (NA={zeX: ¥ pa(@)}

Aes
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(c) Ist 8 =0, so setzen wir [J 4.4 A = 0.

(d) Den Durchschnitt iiber ein leeres Mengensystem kénnen wir bilden,
wenn gewahrt ist, daf§ alle betrachteten Mengen in einer festen Obermenge X
liegen. Wir vereinbaren dann den Durchschnitt {iber ein leeres Mengensystem
Sals MNyes = X.

0.2.15. Definition (Disjunkte Mengen). (i) Wir nennen zwei Mengen
A, B disjunkt, wenn ihr Durchschnitt leer ist. Fiir die Vereinigung zweier dis-

junkter Mengen schreiben wir gelegentlich A U B und deuten die Disjunktheit
durch den Punkt iiber dem Vereinigungszeichen an. Wir lesen diese Formel
als disjunkte Vereinigung von A und B.

(ii) Die Elemente eines Mengensystem 8 heiflen paarweise disjunkt, wenn

(0.2.26) ANB=0 YA BESmitA+#B.

Die disjunkte Vereinigung der Mengen aus & bezeichnen wir entsprechend
mit
(0.2.27) A4
Aes

0.2.16. Definition (Komplementmenge). (i) Seien A und B Mengen.
Das Komplement von B in A ist die Menge

(0.2.28) AB={zcA:x€ ANz ¢ B}.

A\B
(ii) Ist X eine feste Obermenge von A, so bezeichnen wir das Komplement
von A (in X) mit
(0.2.29) CA=X\A.
L&Bt sich A in der Form
(0.2.30) A={ze X:px)}

ausdriicken, so ist
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(0.2.31) CA={2 e X: —p)}.

0.2.17. Proposition. Vereinigung, Durchschnitt und Komplement von
Mengen geniigen folgenden Relationen

AUB=BUA o
(0.2.32) ANB—BAA (Kommutativitét)
09,33 (AUB)UC =AU (BUC) Assoriativit
(0.2.33) (ANB)NC = AN (BNC) (Assoziativitét)
1aay ANBIUC=(AUC)N(BUC) N
0234 uuBnc=@ncyu@no) (Distributivitét)

C(AuB)=CAnCB

(0.2.35) (De Morgansche Regeln)

C(AnB)=CAUCB
Beweis. Ubungsaufgabe.

Als letztes Axiom erwahnen wir

0.2.18. Axiom (Existenz der Potenzmenge). Zu jeder Menge A existiert
eine Menge P(A), Potenzmenge von A genannt, die genau alle Teilmengen
von A enthilt. Gelegentlich bezeichnet man die Potenzmenge auch mit 24.

0.2.19. Beispiel. Sei A = {1,2,3}, dann ist
P(A) ={A,0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}

0.2.20. Bezeichnungen. Die gebriuchlichen Mengen werden wie folgt
abgekiirzt

(Menge der natiirlichen Zahlen

(Menge der ganzen Zahlen

(Menge der reellen Zahlen

6 =% O N 2

)
)
(Menge der rationalen Zahlen)
)
)

(Menge der komplexen Zahlen
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Spezielle Teilmengen sind
N* = N\{0}
R* = R\{0}
R, ={zecR:2>0}

0.2.21. Aufgaben.

1 Man beweise Proposition 0.2.17.
2 Sei M eine Menge und 8 C P(M), dann gilt

ClJAa=[)C4

AeS8 A€S8
Ca=[JCa
A€es A€S8

3 Sei M eine Menge. Was ist M\M?

0.3. Kartesisches Produkt, Funktionen, Relationen

0.3.1. Definition (Kartesisches Produkt). Unter dem kartesischen Pro-
dukt Ay x Ag zweier Mengen Aj, Ay verstehen wir die Menge aller geordneten
Paare (z1,22) mit z; € A; und 25 € Ag

Ay ><A2:{(x1,;v2):x1 € Al Nxo EAQ}.

x1 bzw. x5 nennt man die erste bzw. zweite
Komponente des Paares (z1,x2). W&hlt man zur
graphischen Veranschaulichung die Mengen A; Az Ar X Ap
als Teil einer (reellen) Koordinatenachse, so ent-
spricht das kartesische Produkt einem Rechteck
mit den Seiten A; und As.

Ay
0.3.2. Beispiel. Die Ebene R? = R x R Lifit sich daher darstellen als
R? = { (2}, 2): 2" €R,i =1,2}.

Wenn die Komponenten des kartesisches Produkts reelle Zahlen sind, in-
dizieren wir die Komponenten mit oben stehenden Indizes, aus Griinden, die
wir im Augenblick nicht erlautern kénnen.
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Wir wollen jetzt den Begriff Abbildung einfithren. Anschaulich gesprochen
ist eine Abbildung eine eindeutige Zuordnung von Elementen x einer Menge A
zu Elementen y einer Menge B, in Zeichen z — y. Eindeutig heifit hierbei, dafl
einem = genau ein y entspricht. Statt Abbildung sagen wir auch oft Funktion
und verwenden die Symbole f, g, h, ..., um Abbildungen zu bezeichnen.

Bevor wir den Begriff Funktion oder Abbildung ausfiihrlich definieren,
mochten wir an einige sicherlich bekannte Beispiele erinnern.

0.3.3. Beispiele. (i) f(z) = 22
(0.3.1) f:xeR = 2? €R.

f ist auf ganz R definiert. Thre graphische Veranschaulichung durch den sog.
Graphen von f, in Zeichen, graph f, ist die Parabel

(0.3.2) graph f = {(z, f(z)): x € R}

Graph von f(x) = 2

(i) g(x) = V.
(0.3.3) g:zeR, -z eR.
g ist nur auf R erklart.

0.3.4. Definition (Funktion, Abbildung). (i) Seien A, B nichtleere Men-
gen. Eine Abbildung oder Funktion f von A nach B
(0.3.4) f:A—=B

ist eine Beziehung (Vorschrift), die jedem Element x € A genau ein Element
y € B zuordnet. Wir schreiben auch

(0.3.5) y=f().
A heifit Definitionsbereich von f, A= D(f), B ist die Zielmenge und
038  fA)={f@):zeA)={ycB: 3 y=f()

ist das Bild von f. Wir schreiben fiir das Bild von f gelegentlich auch R(f).
Allgemein setzen wir fiir § # M C A
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(0.3.7) fIM)={f(z):ze M}
und f(0) = 0.
(i) Die mit f : A — B assoziierte Urbildabbildung f=' : P(B) — P(A)
ist definiert durch
(0.3.8) fFAM)={zcA: fx)eM} VMCB.
f~1(M) heift das Urbild von M.

(iii) Unter dem Graphen von f verstehen wir die Menge

(0.3.9) graph f = {(z, f(z)): 2 € A} C A x B.

(iv) f: A — B heifit
(a)injektiv, falls
(0.3.10) f(z1) = f(w2) = 21 = w2,

(b) surjektiv, falls f(A) = B und
(c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

(v) Sei f: A — B injektiv, dann definieren wir die Inverse von f durch
die Festsetzung

U R(f) = A,
f(z) = =z,
wobei wir das gleiche Symbol wie fiir die Urbildabbildung wéhlen, wegen der
Beziehung {f~'(f(2))} = f ' ({f(2)}).
0.3.5. Beispiele. (i) Die Abbildung f(z) = 2% von R — R ist bijektiv.

(ii) Die Abbildung f(z) = 2% von R, — R ist injektiv, aber nicht surjek-
tiv. Wahlten wir als Definitionsbereich von f ganz R, so wére f auch nicht
injektiv.

(0.3.11)

0.3.6. Definition (Komposition von Abbildungen). Seien
1 f:A— B,
(0.3.12) g:B—=C

Abbildungen, dann definieren wir die Komposition von f und g, in Zeichen,
go f, als Abbildung

gof:A—C,

(0.3.13) x> g(f(2)).
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Wir koénnen dies in einem sog. kommutativen Diagramm veranschaulichen

!

A B
(0.3.14) N A
C
0.3.7. Beispiele. (i) Sei
fR* =R,
r—a°
und
g: R, =R,
r — logx,
dann ist g o f(x) = 2log|z|.
(ii) Sei f : A — B bijektiv, dann ist
foft=idp
und
fto f=ida,

wobei id x die identische Abbildung einer Menge X auf sich ist, d.h. idx (z) =
z fiir alle x € X.

0.3.8. Definition (Inklusionsabbildung, Restriktion einer Abbildung).
(i) Sei A’ ¢ A. Dann ist die (natiirliche) Inklusion j von A’ nach A definiert
durch
jrA — A,
T — .
J ist injektiv.
Wenn eine Menge durch eine injektive Abbildung in eine andere Menge

eingebettet ist, so heben wir diesen Sachverhalt manchmal mit diesem spezi-
ellen Pfeil ,,<=“ hervor.

(ii) Sei f: A — B und A’ C A, dann ist die Restriktion von f auf A’, in
Zeichen, f|,,, definiert durch

f|A, A — B7
x — f(x).
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Wenn j die natiirliche Inklusion von A’ ist, so gilt f|,, = foj.

0.3.9. Bemerkung. Aus den Definitionen folgt unmittelbar
(i) ho(gof)=(hog)of
(i) (gof)~t=f"tog™

Die zweite Formel gilt sowohl fiir die Urbildabbildungen als auch fiir den
Fall, daf} die inversen Abbildungen von f und g definiert sind.

0.3.10. Definition (Familie, Folge). (i) Seien I, X nichtleere Mengen.
Manchmal bezeichnen wir eine Abbildung f : I — X als Familie und schrei-
ben hierfiir (;);er, (z;) oder i — x;. I heilt Indexmenge.

Ist I =N, so nennen wir (z,),en Folge.

(ii) Ist O # J C I, so nennen wir (z;);ecs eine Teilfamilie zu (z;)ie;.

Wenn I = N und J unendlich ist, so sprechen wir von Teilfolge, wobei wir
betonen, dafl eine Folge (oder Teilfolge) immer abzéhlbar sein soll, d.h. bei
einer endlichen Indexmenge sprechen wir nicht von Folge.

(iii) Eine endliche Familie (z;)1<i<n heifit n-tupel (Paar fiir n = 2 und
Tripel fiir n = 3) und wir schreiben hierfiir auch (z1,...,zy).

0.3.11. Bemerkung. Sei (A;);cs eine Familie von Mengen, so fassen wir
diese Familie als Mengensystem auf und definieren entsprechend | J,.; A; und

niel A;.

0.3.12. Definition (Kartesisches Produkt bez. einer Indexmenge).
(i) Sei I # ) und (A;);er eine Familie von Mengen, dann ist das kartesische
Produkt definiert durch

[T4 = {@ier: Jowi € Ai}
(0.3.15) e

={/: 15 JAimd ¥ 7)€ A}

(ii) Fiir jedes j € I definieren wir die j-te Projektion durch
(0.3.16) pr; : HAZ- — Aj,  prj((@)) = ;.
i€l
0.3.13. Beispiel. Sei I ={1,...,n} und A; = R, so ist
n
[T4=]]4=R"={(@E"...,.a"): 2" eRVi}
i=1 iel

und pr;(zt,...,2") = 2* ist die i-te Komponente des n-tupels.
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0.3.14. Axiom (Auswahlaxiom). Sei I # () und (A;);er eine Familie von
nichtleeren Mengen, dann ist A = [[,.; A; # 0, d.h. es existiert eine Familie
(zi)ier mit

icl

(0317) r, €A; Vie 1,

oder anders ausgedriickt, es existiert eine Abbildung
=4,

(0.3.18) iel

f heilit Auswahlfunktion.

Ist I ein endliche oder eine ,abzédhlbare“ Indexmenge, so kann man im-
mer eine Auswahlfunktion finden. Fiir beliebige Indexmengen jedoch ist die
Konstruktion einer Auswahlfunktion unméglich. In vielen mathematischen
Schliissen wird die Existenz einer Auswahlfamilie oft unwissentlich benutzt.
E. Zermelo erkannte dies Anfang des letzten Jahrhunderts und postulierte
daher die Existenz einer Auswahlfamilie als Axiom. Vielen Mathematikern
war seinerzeit das Auswahlaxiom suspekt und sie versuchten, es aus anderen
Axiomen der Mengenlehre herzuleiten, jedoch vergeblich. Die Sinnlosigkeit
solcher Versuche hat P. Cohen (1963) nachgewiesen, indem er zeigte, dafl
die Negation des Auswahlaxioms mit den iibrigen Axiomen der Mengenlehre
vertréglich ist. Friither schon, 1938, hat umgekehrt K. Gddel festgestellt, daf
das Auswahlaxiom mit den anderen Axiomen der Mengenlehre vertraglich ist.
Wir nehmen daher zusammen mit den meisten Mathematikern die Giiltigkeit
des Auswahlaxioms an.

0.3.15. Proposition. Sei I # 0 und (A;)ics eine Familie von Mengen,
dann gilt

3.1 A; = 3 A; =0.
(0.3.19) g b = 3 0

Beweis. Die eine Richtung folgt aus dem Auswahlaxiom, der umgekehrte
Schluf} ist offensichtlich. |

0.3.16. Definition (Michtigkeit). (i) Zwei Mengen A, B heilen gleich-
mdéchtig, in Zeichen, A ~ B, falls eine Bijektion f : A — B existiert.

(ii) B heifit mdichtiger als A, in Zeichen, A < B, falls A gleichmichtig
ist zu einer Teilmenge C' von B. Eine dquivalente Formulierung ist, daf} eine
Injektion f: A — B existiert.
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(iii) A heiit abzihlbar, falls A ~ N, hichstens abzihlbar (h.a.), falls A ~
M, M C N. Abzdhlbare Mengen kann man als Folgen schreiben.

0.3.17. Bemerkung. (i) Die Relation ,,<* entspricht der Relation ,,<“.

(ii) Auch wenn A eine echte Teilmenge von B ist, kann A ~ B sein; die
Menge der geraden natiirlichen Zahlen ist z.B. gleichméchtig zur Menge der
natiirlichen Zahlen.

0.3.18. Theorem (Schroder-Bernstein). Sei A < B und B < A, so ist
A~ B.

Beweis. Die Beweisidee ist folgende: Wir zerlegen die Mengen A, B in je
drei disjunkte Teilmengen

(0320) A= Al U A2 U Ag und B = B1 U B2 U Bg
und zeigen, dal A; ~ B;, i = 1,2, 3, d.h., daf} bijektive Abbildungen
(0.3.21) fi: Ay — By, 1€{1,2,3}

existieren. Hieraus erhélt man dann sofort eine bijektive Abbildung f von A
nach B durch die Festsetzung

(0.3.22) fla, =fi i€{1,2,3}.

Konstruktion von A;, B; und f;.

Nach Voraussetzung existieren injektive Abbildungen f : A — B und
g:B — A. Sei x € A, dann bilden wir die Folge

(0.3.23) 2,9 (@), F g @), g (T g7 (@), -

solange es moglich ist. Dann gibt es drei Moglichkeiten:

(i) Die Folge bricht nach einer ungeraden Anzahl von Schritten ab, d.h. wir
haben nur x oder

(0.3.24) 2,97 (@), [T
(ii) Die Folge bricht nach einer geraden Anzahl von Schritten ab.
(0.3.25) 2,97 (@), g7 ()

Insbesondere ist z € R(g).

(iii) Die Folge 148t sich ad infinitum fortsetzen.
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Wir definieren entsprechend
Apr ={x € A: (i) trifft zu },
(0.3.26) Ay ={x e A: (ii) trifft zu },
Aso = {x € A: (iii) trifft zu }.
Es gilt
(0.3.27) A=A 1 UA;~1 UAs.

Zu y € B betrachten wir vollig analog die Folge
(0.3.28) y T W) g7 W),

und definieren
By = {2 € B: (ii) trifft zu},
(0.3.29) By = {xc A: (i) trifft zu },
By = {x € A: (iii) trifft zu }.
Auch hier gilt wieder
(0.3.30) B = Bj-1UBy-1 UB.

Beachte, dafl der Index angibt mit welchem Urbild die Folge aufhort, falls
sie abbricht.

1. Behauptung: f|AF1 bildet A;-:1 bijektiv auf B;-1 ab.
Beweis: Da f injektiv ist, geniigt es zu zeigen, daf f(A;-1) = By-1.
a) Sei x € Ay-1, so existiert die Sequenz

(0.3.31) 2,97 (@), [T g7 (@), )

mit einer ungeraden Anzahl von Gliedern. Ersetzen wir @ durch f~1(f(z))
und fiigen am Anfang noch den Term f(x) hinzu, so erhalten wir

(0'3'32) f(CU), f_l(f(l'))ag_l(f_l(f(x)))a R f_l(' ’ )
mit einer geraden Anzahl von Gliedern, d.h. f(x) € By-1.

b) Sei y € By-1, so existiert die Folge
(0.3.33) b F g ) SN )

mit einer geraden Anzahl von Gliedern. Insbesondere ist z = f~!(y) wohlde-
finiert. Ersetze nun f~!(y) durch x und lasse am Anfang den Term y weg, so
erhalten wir
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(0.3.34) 2,97 (@), [T g™ (@), )
mit einer ungeraden Anzahl von Gliedern.

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

2. Behauptung: g|, ) bildet By bijektiv auf A,-1 ab.
o

Beweis: Vertausche im Beweis der ersten Behauptung die Rollen von A
und B sowie von f und g.

3. Behauptung: f),  bildet A bijektiv auf Bo ab.

Beweis: Es geniigt wieder f(As) = Bs nachzuweisen.

a) Sel x € A, so existiert die nicht abbrechende Folge
(0.3.35) z,g N x), g (2)),. ..

Ersetze  durch f~1(f(x)) und fiige am Anfang den Term f(x) hinzu, so
sehen wir, daf f(z) € Beo.

b) Sei y € Bo, so existiert die Folge
(0.3.36) v, f W) g T (W),

Dann ist wieder z = f~!(y) wohldefiniert. Ersetze f~'(y) durch x und
lasse am Anfang den Term y weg, so folgt € A,.
Damit ist die dritte Behauptung und das ganze Theorem bewiesen. [

0.3.19. Proposition. Seien A, B nichtleere Mengen und f : A — B eine
Abbildung. Dann gilt

(i) f surjektiv <= 3Jg:B — A injektivmit fog=idg.

(i)  f injektiv <= dJg:B— A surjektivmit go f=idy.
Beweis. Ubungsaufgabe.

0.3.20. Definition. Eine Menge A heifit endlich, wenn sie leer ist, oder
wenn eine injektive Abbildung f : A — N und eine natiirliche Zahl m existie-
ren, so daf

fx)<m VzeA.

Mengen, die nicht endlich sind, heilen unendlich.
Fiir endliche Mengen A definieren wir die Kardinalzahl

card A = Anzahl der Elemente von A,
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wobei wir card ) = 0 setzen. Fiir unendliche Mengen A setzen wir card A =
00.

Im n#chsten Abschnitt, Ziffer 0.4.15, werden wir folgenden Satz beweisen

0.3.21. Proposition. Sei A eine unendliche Menge, so enthdlt A eine
abzdhlbare Teilmenge.

0.3.22. Lemma. Sei A eine nichtleere Menge, dann gilt
(0.3.37) A ha. <= Aist endlich oder A ~N

Beweis. Wenn A endlich oder abzahlbar ist, dann ist A h.a., wie man

sich leicht iiberlegt, so dafl wir annehmen wollen, A sei h.a.
Sei C € Nund A ~ C. Wir unterscheiden dann zwei Fille

(i) C ist endlich, dann ist auch A endlich.

(ii) C ist unendlich, dann enthilt A nach Proposition 0.3.21 eine abzéhlbare
Teilmenge A, d.h. es existiert eine bijektive Abbildung f : N — A,
woraus nach dem Satz von Schroder-Bernstein A ~ N folgt. ]

0.3.23. Lemma. Sei A eine nichtleere Menge, dann gilt
(0.3.38) A ha <= 3Jf:N— A fsurjektiv

Beweis. Folgt aus Proposition 0.3.19. ]
0.3.24. Proposition. N x N ist abzdihlbar.

Beweis. Wir geben zwei Beweise an.

1. Das Cauchysche Diagonalverfahren.

Wir schreiben N x N als unendliche Matrix
(0.3.39) NxN={(ij):i,j€eN}

und durchlaufen die Matrix nach dem folgenden Schema

(0,0) (0,1) — (0,2) (0,3) —
(1,0) (1,1) (1,2)
(2,0) (2,1)

|

(3,0)
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Hierbei treffen wir jedes Paar (i,j) genau einmal. Analytisch 148t sich
diese Abzdhlung durch die Funktion beschreiben

0, (,7) = (0,0),
(0.3.40) f@,5) = (i +])(22+] ) + 7, (i+7)ist ungerade,
(i+ ) +j+1)

5 +1, (i+7)ist gerade.

f ist bijektiv. Zum Beweis des Lemmas geniigt es aber, lediglich die Injek-
tivitdt von f nachzuweisen, denn dann ist Nx N h.a. und natiirlich unendlich.
Zeigen Sie die Injektivitdt von f als Ubungsaufgabe.

2. Beweis

Wir werden eine weitere injektive Abbildung g : N x N — N angeben,
indem wir definieren
(0.3.41) g(i, ) = 2'37.
Die Injektivitdt von g sieht man so ein: Sei
(0.3.42) 23/ = 2m3n
und gelte ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) i < m, dann folgt

(i) i=m = Jj=n,
(i) i<m = 3" =2m

Letzteres ist ein Widerspruch, da auf der rechten Seite der Gleichung eine
gerade Zahl steht und links eine ungerade bzw. eine gebrochene. O

0.3.25. Proposition. Hle N = N* ist abzihlbar.

Beweis. Ahnlich wie im vorangehenden Satz (2. Beweis) oder per Induk-
tion; Ubungsaufgabe.

0.3.26. Lemma. Sei (A;);en eine Folge abzihlbarer Mengen, dann ist
auch J;cy A abzihlbar.

Beweis. Schreibe A; als Folge (a:;) jen; dann liefert uns diese Darstellung
eine surjektive Abbildung von N x N auf die Vereinigung und wir schlieflen
mit Lemma 0.3.23 und Proposition 0.3.24 weiter, dafl [J;c A; h.a. ist und

damit abzéhlbar, da Ag C |J;cy Ai abzéhlbar, vgl. Lemma 0.3.22. O
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0.3.27. Bemerkung. Der Satz ist auch richtig, wenn wir iiberall abz&hl-
bar durch h.a. ersetzen, d.h. die abzdhlbare Vereinigung h.a. Mengen ist wie-
der h.a..

Beweis. Ubungsaufgabe.

Die unendlichen Mengen, die wir bis jetzt kennen gelernt haben, waren
alle abzéhlbar. Gibt es auch welche, die nicht abzédhlbar sind und somit—
wegen Proposition 0.3.21 —dberabzdhlbar?

Der néchste Satz zeigt, dafl P(N) iiberabzéhlbar ist.

0.3.28. Theorem (Cantor). Sei A eine Menge, so ist P(A) strikt mdich-
tiger als A, d.h. es existiert eine injektive aber keine surjektive Abbildung von
A nach P(A), falls A #0.

Beweis. (i) Sei A =0, so enthilt A kein Element und P(A) = {(}.

(ii) Sei A # ), dann wird durch die Zuordnung
(0.3.43) zeA—{z} e P(A)

A injektiv nach P(A) abgebildet.

Wir werden durch einen Widerspruchsbeweis zeigen, dafl keine surjektive
Abbildung von A nach P(A) existiert.

Sei f: A — P(A) surjektiv. Definiere
(0.3.44) M={zcA: x¢ f(x)},

Da M € P(A), existiert a € A, so daBl f(a) = M. Es gilt nun a € M oder
a ¢ M und wir werden sehen, dafi beides zu einem Widerspruch fiihrt.

(a) Sei a € M, so folgt nach Definition von M a ¢ f(a) = M; Wider-
spruch.

(b) Seia ¢ M = f(a), so folgt ebenfalls aus (0.3.44) a € M; Widerspruch.
(]

Relationen

Ein wichtiger Begriff in der Mathematik ist der sog. Relationsbegriff, der—
durchaus wortlich zu verstehenden—Beziehung zwischen zwei Gréflen x und
Y.

Bevor wir die genaue Definition angeben, erliutern wir den Begriff an
zwei Beispielen.
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0.3.29. Beispiele. (i) Seien = und y reelle Zahlen. Als Relation zwischen
z und y wahlen wir oz < y*“.

(ii) Seien z,y natiirliche Zahlen; wihle als Relation , 22 = y*.

In der Mathematik ist es iiblich, Eigenschaften, denen gewisse Objekte
geniigen oder Beziehungen zwischen ihnen, durch Mengen auszudriicken, um
hierdurch eine schérfere Begriffsbildung zu erreichen.

Wir definieren daher

0.3.30. Definition (Relation). (i) Eine Relation zwischen Elementen
xz € Aund y € B zweier Mengen A, B ist eine Teilmenge R des kartesischen
Produktes A x B, d.h. R C A x B. Die Bezichung (z,y) € R wird oft
ausgedriickt durch ,es gilt R(z,y)* oder kurz , R(z,y)*.

(ii) Die Inverse (Relation) einer Relation R bezeichnen wir mit R~ und
definieren sie durch

R 'cBxA,
(0.3.45)
R (y,z) <= R(z,y).
(iii) Eine Relation heifit funktoriell, wenn
(0.3.46) R(z,y) NR(x,y) = y=74.

0.3.31. Definition (Aquivalenzrelation). (i) Eine Relation R C A x A
heifit Aquivalenzrelation, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt

(0.3.47) R(z,x) (Reflexivitiit)
(0.3.48) R(z,y) = R(y,x) (Symmetrie)
(0.3.49) R(z,y) AN R(y,z) = R(x,z) (Transitivitét)

(ii) Tst R eine Aquivalenzrelation und x € A, so bezeichnen wir als Rest-
klasse oder Aquivalenzklasse von x die Menge

(0.3.50) z={y€A: R(z,y) }.

Die Zugehorigkeit zu & wird oft durch
(0.3.51) y=z mod R,
zu lesen als .,y dquivalent £ modulo R“, charakterisiert.

Die Menge aller Restklassen bezeichnen wir mit A/R (A modulo R),
(0.3.52) A/R={%:z€ A}
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0.3.32. Beispiele. (i) In der Menge der Menschen definiert ,,verwandt
sein“ eine Aquivalenzrelation, wenn wir vereinbaren, dafl jeder Mensch mit
sich selbst verwandt ist.

(ii) Sei n € N* und seien z,y € Z, so ist die Relation (x — y)/n € Z eine
Aquivalenzrelation in Z. Sie wird mit x = y mod n bezeichnet.

0.3.33. Definition (Partition). (i) Eine Uberdeckung einer Menge A ist
eine Familie (4;);er von Mengen, fiir die gilt

(0.3.53) Acl A

i€l

(ii) Eine Partition einer Menge A ist eine Uberdeckung, die aus paarweise
disjunkten Teilmengen von A besteht, d.h.

(0.3.54) A= 4.
il
0.3.34. Proposition. (i) Die Restklassen einer jeden Aquivalenzrelation
R einer Menge A bilden eine Partition von A.

(ii) Umgekehrt definiert jede Partition (A;)icr, A; # 0, von A eine
Aquivalenzrelation R durch die Festsetzung

(0.3.55) R(z,y) <= ‘21 z,y € A;.

Beweis. (i) a) Die Restklassen bilden eine Uberdeckung wegen der Re-
flexivitat einer Aquivalenzrelation, d.h. x € Z.

b) Die Restklassen sind paarweise disjunkt, denn sei z € & N § und sei
w € & beliebig, so gilt

(0.3.56) R(z,2) A R(z,w) = R(z,w) (Transitivitét),
(0.3.57) R(z,w) = R(w, 2) (Symmetrie),
(0.3.58) R(w,2) A R(z,y) = R(w,y) (Transitivitit),
d.h.

(0.3.59) wey Ywez

oder anders ausgedriickt

(0.3.60)

=
N
@)
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Vertauschung der Rollen von & und g liefert dann die andere Inklusion

¢y C & und damit & = g.

(ii) Ubungsaufgabe. O

0.3.35. Aufgaben.

1

o N O Ot s

Sei f : A — B eine Abbildung und (A;);c; eine Familie von Teilmengen

von B. Dann gilt
U4y =U ),

iel iel
O A) =N A,
iel iel
Sei f : A — B eine Abbildung. Zeige, dafi die folgenden Bedingungen
dquivalent sind

(i) f ist injektiv.
(ii) Fiir jede Teilmenge M C A gilt

FHf(M)) = M.
(iii) Fiir jedes Paar von Teilmengen M, N C A gilt

F(MNON) = f(M)Nf(N).

(iv) Fiir alle disjunkten Paare M, N C A gilt

fM)NfIN) =0.
(v) Fiir alle Paare M C N C A gilt

FIN\M) = f(N)\f(M).
Seien A, B,C,D Mengenund f: A — B,g: B — C,h: C — D Abbildun-

gen. Zeige, daf alle drei Abbildungen bijektiv sind, falls dies auf g o f und
h o g zutrifft.

Man beweise Proposition 0.3.19.

Man zeige die Injektivitidt der Abbildung in (0.3.40).
Man beweise Proposition 0.3.25 und Bemerkung 0.3.27.
Man beweise Teil (ii) von Proposition 0.3.34.

Sei E eine unendliche Menge und A C E eine h.a. Teilmenge. Zeige, daf3
E ~ E\A, falls E\A unendlich ist.

Sei E eine Menge, dann sind P(F) und die Menge aller Abbildungen von
E nach {0,1} gleichméchtig.
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0.4. Natiirliche und reelle Zahlen

Die Eigenschaften von N sind uns durch jahrelangen Gebrauch véllig ver-
traut. Wir heben nur eine besonders hervor

0.4.1. Axiom (Wohlordnung). N ist wohlgeordnet, d.h. jede nichtleere
Teilmenge M C N besitzt ein kleinstes Element, in Formeln,

(0.4.1) 3 VY k<n
keM neM

Hieraus folgt

0.4.2. Theorem (Prinzip der vollstindigen Induktion). Geniige M C N
folgenden Bedingungen

(0.4.2) 0e M, (Induktionsanfang)
(0.4.3) neM = n+1eM, (Induktionsschluf)
dann folgt

(0.4.4) M =N.

Beweis. Wir machen einen Widerspruchsbeweis. Sei N = N\M nicht
leer, dann existiert nach Axiom 0.4.1 ein kleinstes Element zq € N. Wegen
(0.4.2) ist zp > 0 und somit g — 1 € M, woraus nach (0.4.3) folgt

(045) g = (CCO -1)+1 € M,
Widerspruch, d.h. N = (. O

Eine dquivalente Formulierung des Prinzips der vollstindigen Induktion
ist folgende

0.4.3. Theorem. Seip eine Aussageform auf N. Gelte dann

(0.4.6) p(0) = wahr

und

(0.4.7) p(n) = p(n+1),
so folgt

(0.4.8) p(n) = wahr Vn €N,
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Beweis der Aquivalenz zu Theorem 0.4.2.
(i) Nehme an, da8 Theorem 0.4.2 richtig sei und definiere
(0.4.9) M ={n € N: p(n) = wahr }

M erfiillt die Voraussetzungen (0.4.2) und (0.4.3), so da} M = N.

(ii) Sei jetzt Theorem 0.4.3 richtig und M die Menge in Theorem 0.4.2,
so definiere

(0.4.10) p(n) <= n e M.

p erfiillt nach Annahme tiber M die Voraussetzungen (0.4.6) und (0.4.7),
so daf p(n) fiir alle n € N wahr ist, d.h. M = N. O

Gelegentlich benutzen wir statt Theorem 0.4.3 die dquivalente Version

0.4.4. Theorem. Sei p eine Aussageform auf N und gelte

(0.4.11) p(0) = wahr

und

(0.4.12) OSZ’Snp(k) = p(n+1),

so folgt

(0.4.13) p(n) =wahr VneN.

Beweis. Wende Theorem 0.4.3 auf die Aussageform

(0.4.14) q(n) = _v_ p(k) =p(0) Ap(1) A~ Ap(n)

an. O

0.4.5. Bemerkung. Liegt in Theorem 0.4.2-Theorem 0.4.4 der Induk-
tionsanfang nicht bei 0 sondern bei bei irgendeinem ng € N, so gelten die
entsprechenden Behauptungen fiir alle n > ng.

Beweis. Ubungsaufgabe.

0.4.6. Beispiel. Es gilt

(0.4.15) sn= k= w
k=1
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Beweis. Definiere

(0.4.16) M:{nEN*:Snzw}.

Dann gilt
(i) 1e M.
(i) ne M = (n+1)e M,da
Snt1 =Sn+(n+1)

nn+1)
(0.4.17) =—F— t(+1)
(n+1)(n+2)
B 2
und folglich ist M = N*. (]

0.4.7. Bemerkung. Der Induktionsanfang ist beim Prinzip der vollstan-
digen Induktion unverzichtbar, denn sonst kénnte man so unsinnige Dinge
beweisen, wie z.B.

(0.4.18) V OV a"=a""!,

a€R? neN
denn der Induktionsschluf}
(0.4.19) a" =a""! = "t = ¢t
ist sicherlich fiir alle a € R”, richtig, nicht aber der Induktionsanfang
(0.4.20) 1=a"=a"
0.4.8. Definition (Rekursive Definition, 1. Variante). Sei B # 0 eine

Menge. Unter der rekursiven Definition einer Abbildung f : N — B verstehen
wir folgendes:

(0.4.21) £(0) ist wohldefiniert.

Es existiert F': N x B — B, so daf}
(0.4.22) fln+1)=F(n,f(n)) YneN

0.4.9. Proposition. Diese rekursive Definition definiert eindeutig eine
Abbildung f : N — B.

Bevor wir die Proposition beweisen kénnen, brauchen wir noch eine De-
finition und ein Lemma.
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0.4.10. Definition (Ausschépfung). Sei § # A eine Menge. Eine Aus-
schépfung von A ist eine aufsteigende Folge A, von Teilmengen von A, A,, C
Ap+1, die eine Uberdeckung von A bilden.

0.4.11. Lemma. Seien A, B Mengen, (Ap)nen eine Ausschipfung von
A und f, : A, — B Abbildungen mit der Eigenschaft

(0.4.23) Inla,, =fm Ym<n

Dann wird durch die Festsetzung
(0.4.24) f(z) = fo(z), falls ze A,

eindeutig eine Abbildung f : A — B definiert mit f|, = fn, ¥V n. Wir
schreiben fiir f auch

(0.4.25) f= Ufn.

Beweis. Ubungsaufgabe.

Beweis von Proposition 0.4.9. (i) Die Eindeutigkeit von f folgt sofort
aus (0.4.21) und (0.4.22) mittels vollsténdiger Induktion.

(ii) Wir betrachten eine Ausschépfung (A,) von N durch Anfangsstiicke,
A, ={0,1,...,n}, und definieren induktiv Abbildungen f, : A, — B durch

(0.4.26) fo(0) = yo, fiir n = 0, wobei yy € B vorgegeben,
und fiir n > 0, falls f,,_1 schon definiert ist,

fola) = {fn_l(x), fallsx € A,—1

(0.4.27)
F(n—1, foo1(x)), fallsz=n.

Mittels vollstandiger Induktion weist man nach, daf§ die Abbildungen f,
fiir jedes n definiert sind und (0.4.23) erfiillen. Daher ist

(0.4.28) f=Us
die gesuchte rekursiv definierte Funktion; sie geniigt
f(n) = fa, (n) = fu(n)
=F(n—-1,fo1(n—1))
=F(n-1,f(n—-1)). O
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0.4.12. Beispiel. Wir definieren die Fakultdt f(n) = n! rekursiv vermo-
ge

(0.4.29) 0l=1,
(0.4.30) (n+ 1! = F(n,n!),
wobei F' definiert ist durch

F:NxR — R,
(0.4.31)

(n,z) = (n+ 1)z,

d.h.
(0.4.32) (n+1)!=mn+nl=1-2---(n+1).

Die rekursive Definition einer Funktion tritt gelegentlich auch in einer
anderen Form auf.

0.4.13. Definition (Rekursive Definition, 2. Variante). Sei § # B eine
Menge und zu jedem n € N* existiere eine Abbildung @, : B — B . Sei
yo € B beliebig, dann heifit f : N — B rekursiv definiert, falls wir setzen

(0.4.33) f(0) = wo,
(0.4.34) fn)=2,(f(0),...,f(n—-1)), n>1

0.4.14. Proposition. Durch die Definition 0.4.13 wird genau eine Funk-
tion f : N — B definiert.

Beweis. (i) Die Eindeutigkeit von f beweist man durch Induktion nach
n; Ubungsaufgabe.

(ii) Sei A, = {0,...,n} eine Ausschépfung von N. Definiere zu yo € B
induktiv eine Folge von Abbildungen f, : A, — B so, dafl

(0.4.35) f0(0) = yo,
und fiir n > 0, falls fo, ..., fn—1 schon definiert sind,
Jn—1(z), fallsx € A,,_
(0.4.36) Folz) = 1(@) 1
@n(fo(()),...7fn,1(n—1)), falls z = n.

Schliefle dann wie im Beweis von Proposition 0.4.9 weiter, daf3
(0.4.37) frla, = fm Vm<n
und daB f =J,, fn die gesuchte Funktion ist. O
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Wir konnen jetzt die Proposition 0.3.21 beweisen, ndmlich, dafl jede un-
endliche Menge eine abzéhlbare Teilmenge enthilt.

0.4.15. Beweis von Proposition 0.3.21.

(i) Wir geben zunichst einen Beweis, der das Auswahlaxiom nicht be-
nutzt, und zeigen damit zugleich, daf§ das Auswahlaxiom nur bei iiberab-
zéhlbaren Familien benttigt wird. Sei A die unendliche Menge, dann miissen
wir eine injektive Abbildung f : N — A finden, die wir auch als Folge (2, )nen
schreiben konnen, deren Glieder paarweise verschieden sind. Wir definieren
die Folge induktiv:

(0.4.38) Jzg€e A, da A#0D; setze Ag = A\{zo}.
Seien, fiir n > 0, x,, und A,, schon definiert, so wéihle

(0.4.39) Tpi1 € Ap und setze Any1 = A\ Tni1}

Dieser Prozef bricht nie ab, da A unendlich ist und nach Konstruktion
sind die Folgenglieder paarweise verschieden.

(ii) Der zweite Beweis benutzt das Auswahlaxiom. Nach Axiom 0.3.14 exi-
stiert eine Auswahlfunktion ¢ : P(A)\{0} — A, die jeder nichtleeren Menge
B € P(A) ein Element ¢(B) € B zuordnet. Zu jedem n > 0 definieren wir
die Abbildungen

@, A" = A,
D, (o, .., n—1) = (A {x0, ..., Tpn_1}),
und definieren f rekursiv durch
f(0) = p(A),
fn)=o,(f(0),...,f(n—1)) fiirn>0.

(0.4.40)

(0.4.41)

Es ist unschwer einzusehen, dafl f : N — A injektiv ist, denn sei n # m
und 0.d.B.A. m < n, so folgt f(n) € A\{f(m)} und damit f(n) # f(m). O

Reelle Zahlen

Wir fithren die reellen Zahlen R axiomatisch ein.
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0.4.16. Axiom (Reelle Zahlen).

(I) R ist ein Kérper, d.h. es existieren Abbildungen (x,y) — = + y und

(z,y) = zy von R x R — R, die folgende Axiome erfiillen

(IT) R ist ein geordneter Korper, d.h. es existiert eine Relation R C R xR

v+ (y+z) =@ty +2

r+y=y+zx
3 V 0+z==2 (Existenz der Null)
0ER weR
vV 3 x4 (—x)=0 (Additive Inverse)
z€R —z€eR
z(y2) = (zy)2
Ty = yx
3 VvV lz==x (Existenz der Eins)
0#1€R z€R
v 3 axl=1 (Multiplikative Inverse)
zE€R* x—1eR

x(y+z) =zy+axz

—wir schreiben fir R(z,y) ,z < y“—, so dal

(IL.1)
(11.2)

(11.3)
(I1.4)

(IL5)

0.4.17. Die Gesetze (I1.1) und (II.2) charakterisieren eine Ordnungsrela-

z<y Ny<z - r <z
z<yNy<z <+ T=1y

vV V <y Vuy<
zeRyeRx_y y=7

V 2<y = r+z<y+z
z€R

0<zNO0<Zy — 0<uzxy

tion; gilt zusiitzlich noch (I1.3), so spricht man von einer Totalordnung.

Statt .z <y, x # y“ schreiben wir auch ,x < y“ bzw. ,y > z“.
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Fiir beliebige Zahlen a,b € R, a < b, definieren wir die Intervalle

(a,b)={zeR:a<x<b} (offenes Intervall)
(a,))={x€eR:a<z<b} (halb-offenes Intervall)
[a,b) ={zeR:a<x<b} (halb-offenes Intervall)
[a,b) ={zeR:a<zx<b} (abgeschlossenes Intervall)

mit Endpunkten a,b.
(IIT) R ist ein archimedisch geordneter Korper, d.h.

II1.1 N4 v 3 <
( ) z€RY yER, neN y=ne

(IV) R ist vollstindig, d.-h. R geniigt dem Aziom der Intervallschachte-

lungen: Sei I,, = [an, by,] eine Folge von ineinander geschachtelten Intervallen,
I,+1 C I, Vn, dann ist
Iv.1) () 1. #0.

neN

Folgerungen aus den Aziomen

0.4.18. Fiir alle Paare z,y € R gilt genau eine der Relationen
(0.4.42) r<y, =y, y<au.

Beweis. Folgt aus (I1.2) und (II.3). O

0.4.19. Es gilt

(0.4.43) r<y<zVze<y<z — z<z.

Beweis. Aus (I1.1) folgt « < z. Wire « = z, so miisste dann nach (I1.2)
auch y = z sein, was nicht moglich ist. O

0.4.20. Es gilt
(0.4.44) 0r=0 VzeR.
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Beweis. Nach (I.7) und (1.9) gilt

(0.4.45) z+x=(14+1)z,

Multiplikation mit 0 liefert nun wegen (I.7) und (1.3)

(0.4.46) 0z + 0z = Oz,

also 0z = 0. (]
0.4.21. Esist 0 < 1.

Beweis. Es geniigt 0 < 1 zu zeigen. Wére dies nicht der Fall, so folgte
aus (I1.3) 1 <0 und aus (I.4) und (I1.4) 0 < —1, und somit nach (II.5)

(0.4.47) 0< (=1)(=1).

Multiplizieren wir andererseits
(0.4.48) 1+(-1)=0

mit —1, so erhalten wir wegen (0.4.44)

(0.4.49) (=1) + (-1)(-1) =0,

d.h.

(0.4.50) 0<(-1)(-1) =1,

im Widerspruch zur Annahme 1 < 0. O

0.4.22. Fiir alle x € R gilt —z = (—1)z. Wir schreiben fiir y+ (—x) auch
Yy — .

Beweis. Ubungsaufgabe.

0.4.23. Die Relationen

sind dquivalent; das gleiche gilt, wenn ,,<“ durch ,<“ ersetzt wird.

Beweis. Ubungsaufgabe.
0.4.24. Es gilt

(0.4.52) 0<z =— O0<azl

-1

(0.4.53) <<y = 0<y <=z
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Beweis. (i) Wir beweisen zunéchst die erste Implikation, indem wir
(0.4.54) 0=z '+ (-2

mit z multiplizieren und schlieflen

(0.4.55) 0=1+z(-z"),
d.h.
(0.4.56) z(—z7 ) =-1<0.

Nach (IL.5) und Ziffer 0.4.18 ist daher —x~! < 0 und damit =1 > 0.

(ii) Aus Ziffer 0.4.23, (I1.8) und (I1.5) folgern wir, da$ fiir z > 0

(0.4.57) r<y <<= xz<yz.
Ist nun 0 < o < y, so wihle in vorstehender Relation z = x7'y~! und
erhalte y=1 < 271 O

0.4.25. Jede endliche, nichtleere Teilmenge A C R besitzt ein kleinstes
und grofites Element.

Beweis. Induktion iiber card A.

(i) Die Behauptung ist richtig fiir card A = 1.

(ii) Sei die Behauptung richtig fiir card A = n > 1 und gelte card A =
n + 1. Wihle ein beliebiges 29 € A, dann besitzt B = A\{z(} ein kleinstes
und ein groBtes Element z1 bzw. xs.

Es trifft nun genau eine der folgenden drei Relationen zu
(0458) 1 <xo < T2, Tp9< T oder o < xg.
Im ersten Fall sind 27 und x5 die gesuchten Elemente, im zweiten ist xg

das kleinste und xo das grofite und im dritten ist x; das kleinste und x( das
grofite. ]

0.4.26. Bemerkung. Das Axiomensystem der reellen Zahlen definiert
einen Zahlenkorper, in den sich die natiirlichen Zahlen, und somit auch Q,
auf natiirliche Weise einbetten lassen. Bezeichnen wir die 0 und die 1 in
beiden Mengen mit denselben Symbolen, so definieren wir eine Einbettung
f: N — R durch

f(0) =0,
(0.4.59) fn)=1+---+1.

n—mal
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f ist injektiv, additiv und multiplikativ, d.h.
fln+m) = f(n)+ f(m),
F(nm) = f(n)f(m).

Beweis. Ubungsaufgabe.

(0.4.60)

0.4.27. Definition. Sei ) # A = {x1,...,2,} C R eine endliche Menge,
so setzen wir unter Beriicksichtigung von Ziffer 0.4.25

(i) max(z1,...,T,) = max A = grofites Element in A
(ii) min(x1,...,x,) = min A = kleinstes Element in A
Fir € R definieren wir
x, falls z > 0,
(iii) |z =
—z, falls x < 0.
|| heiBt Absolutbetrag von x.

(iv) Ist I ein Intervall mit Endpunkten a,b, so heifit [I| = |b — a| Linge des
Intervalls.

0.4.28. Proposition.

(0.4.61) x| <a <= —-a<z<a
und
(0.4.62) lz]<a <= -—-a<z<a.

Beweis. Ubungsaufgabe.

0.4.29. Theorem (Dichtheit der rationalen Zahlen). Sei I = (a,b) ein
offenes, nichtleeres Intervall, dann ist I N Q unendlich.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. folgende Einschrinkungen machen:

(i) Wir zeigen nur, dal ¢ € I N Q existiert. Per Induktion folgt daraus die
allgemeinere Behauptung, indem wir statt I das Intervall (a, ¢) betrach-
ten und hierauf den gleichen Schlufl anwenden, usw..

(ii) Wir diirfen annehmen, dafl 0 < a < b, denn sonst ersetze I durch
I+k=(a+k,b+k) mit grofem & € N. Wenn dann I + k eine rationale
Zahl enthélt, dann natiirlich auch 1.
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Sei also 0 < a. Nach (III.1) existiert n € N, so dafl

1
(0.4.63) 1<n(b—a) oder —<b—a.
n
Die Menge
(0.4.64) M={meN:b<m/n}

ist aus dem gleichen Grund nichtleer und besitzt daher ein kleinstes Element
q,q>0.
Wir behaupten, daf
q—1

0.4.65 = I.
( ) c="—¢

(a) Es gilt sicherlich ¢ < b aufgrund der Minimalitdt von g.

(b) Ferner ist nach (0.4.63) und (0.4.64)

1
(0.4.66) a:b—(b—a)<b—ﬁg

= C.

3 e

1
n
Damit ist alles bewiesen. |
0.4.30. Proposition. Q ist abzdihlbar.

Beweis. Ubungsaufgabe.

0.4.31. Proposition. R ~ P(N) und damit iberabzahlbar wegen Theo-
rem 0.3.28.

Beweis. Seil < g € N. Wir benutzen, daf sich jede reelle Zahl o € [0, 1)
als ein g-adischer Bruch a = 0,a1a2 ... mit a; € {0,1,2,...,g— 1} schreiben
148t. Die Darstellung ist eindeutig, wenn man ausschlieft, daf, abgesehen von
endlichen vielen ¢ € N; alle a; mit g — 1 iibereinstimmen, vgl. Aufgabe 5 auf
Seite 71 von Aufgaben 1.2.27. Man kann dann durch Wahl geeigneter Basen
g zeigen, daf} eine surjektive und eine injektive Abbildung von P(FE) nach
[0,1) existieren und damit die Behauptung beweisen; Ubungsaufgabe.

0.4.32. Bemerkung. Reelle Zahlen, die nicht rational sind, heiflen irra-
tional. Die Menge der irrationalen Zahlen ist gleichméchtig zu R.

Beweis. Benutze Aufgabe 8 auf Seite 29 von Aufgaben 0.3.35; Ubungs-
aufgabe.
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0.4.33. Definition. (i) A C R heifit nach oben beschrinkt, wenn

(0.4.67) 3V z<bh
beER z€A

b heif}t obere Schranke oder Majorante von A.
(ii) A C R hei8t nach unten beschrdnkt, wenn

(0.4.68) 1 V a<u.
a€R z€A

a heiflt untere Schranke oder Minorante von A.

(iii) A C R heifit beschrdnkt, wenn untere und obere Schranken existieren.

0.4.34. Bemerkung. (i) Die leere Menge ist beschrinkt.

(ii) Ist A nach oben beschrinkt, so ist —A = { —z: € A} nach unten
beschréinkt und umgekehrt.

(iii) A C R beschrinkt «<— 3V |z| <a.
a€R z€A

Beweis. Ubungsaufgabe.

0.4.35. Theorem. (i) Seid # A C R nach oben beschrinkt, dann besitzt
die Menge M ihrer Majoranten ein kleinstes Element b. Es heifst Supremum
von A, in Zeichen,

(0.4.69) b=sup A

oder

(0.4.70) b= supx.
z€A

(ii) Seid # A C R nach unten beschrinkt, dann besitzt die Menge M ihrer
Minoranten ein grofites Element a. Es heif$t Infimum von A, in Zeichen,

(0.4.71) a=inf A
oder
(0.4.72) a = inf z.

T€EA
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Beweis. Es geniigt, die erste Aussage zu beweisen, da die zweite auf die
erste zuriickgefithrt werden kann, indem man — A anstelle von A betrachtet,
vgl. Bemerkung 0.4.34.

(a) Zum Beweis von (i) benutzen wir die Ungleichung

(0.4.73) n<2" VYneN,

die man leicht per Induktion herleitet, und folgern aus (II1.1)
0.4.74 v 4 2™ .

( ) vER} neEN <7

(b) Wir werden eine Intervallschachtelung I,, = [ay,,b,], In+1 C I, kon-
struieren, die folgenden Bedingungen geniigt

I,NAF#0D,
(0.4.75) b, € M,
[n| =27"1o|.

Nach (IV.1) existiert b € (), I, und wir werden sehen, dafl b das gesuchte
Element ist.

Zur Konstruktion der I,, benutzen wir die sog. Halbierungsmethode.

Sei ag € A und by € M. Das Intervall Iy = [ag, bp] halbieren wir nun.
Setze xg = a”;bo; liegt dann rechts von xy noch ein Punkt = € A, d.h. gilt
ro < x, so definieren wir a; = xg,b; = by und wéhlen als neues Intervall
I, = [a1, b1] das rechte Teilintervall, sonst wihlen wir das linke Teilintervall

aus.

ap To b by

In jedem Falle gilt
Il N A 7é @7

(0.4.76) bie M,

1
)
Wir halbieren jetzt I;, wenden die gleichen Uberlegungen auf die beiden
Hilften an und erhalten ein Intervall Io = [ag,bs], das die entsprechenden
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Bedingungen wie in (0.4.76) erfiillt. Diesen Prozefl wiederholen wir ad infi-
nitum und erhalten eine Folge I,,, die (0.4.75) geniigt—die Abschétzung der
Intervallinge beweist man mittels vollstéindiger Induktion.

Nach (IV.1) existiert b € (), I.

1. b ist Majorante.

Sei x € A, so gilt fiir alle n
(0.4.77) x <by, <b+ || <b+27" 1,
da |b—b,| < ||

Setzen wir nun v = (x — b)/|Ip], so folgt aus (0.4.74), dafl v < 0, d.h.
z <b.

2. b ist minimal in M.

Sei f € M und nehme an, dafl v = (b — ) /|| > 0. Wihle nach (0.4.74)
ng so, dafl 27" < ~. Sei nun z € I,, N A, so schlielen wir

(0.4.78) Apy < < B <b < by,

da 8 € M und b € I,,,, und erhalten

(0.4.79) b— B < |Ing| = 27"

im Widerspruch zur Annahme 270 < 7. O
Eine Schlufiweise, die wir wihrend des Beweises eben benutzt haben, wol-

len wir in einem Lemma zusammenfassen, um spéter darauf verweisen zu
konnen.

0.4.36. Lemma. Sei~y eine reelle Zahl und nehme an, es gebe Konstan-
ten c1 bzw. co, so daf fir fast alle n € N gilt

(0.4.80) v < %1 bzw. < s

on’
dann ist v < 0.

0.4.37. Lemma. Sei () # A C R, dann gilt

(i) b = sup A kann folgendermafSen charakterisiert werden:

1. bist Majorante von A.

2. v 3 b—l<ac.

neN* z€A n

(ii) a = inf A ist charakterisiert durch
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1. aist Minorante von A.

1
2. v 1 a<zr<a+ —.
neN* z€cA n

Beweis. Folgt unmittelbar aus den Definitionen. ]

0.4.38. Proposition (Existenz der m-ten Wurzel).

(0.4.81) v vV 3 a"=a

meN* a€RY z€R,

Beweis. (i) Wir betrachten nur den Fall m = 2 ausfiihrlich und skizzie-
ren, wie der Fall m > 2 analog bewiesen werden kann—fiir m = 1 brauchen
wir nichts zu beweisen.

Sei also m = 2.

Wir stellen zunéchst fest, daf§ die Funktion f : R, — R, f(z) = 22,
monton wichst, denn

(0.4.82) y? — 2% = (y+2)(y — o).
Definiere
(0.4.83) M={reR,:2”<a}l,

dann ist M # (), denn 0 € M, und nach oben beschréinkt durch a. Setze
zo = sup M.

Behauptung: x% = a.

(a) Wir zeigen als erstes 72 < a.

Wie man sich leicht iiberlegt, ist 0 < xg, so daB fiir grofile n € N* gilt

1
(0.4.84) Tn =T0 — > 0.

Nach dem vorangehenden Lemma existiert zu jedem z, ein z, € M,
so daf =, < x,, woraus wir aufgrund der gerade bewiesenen Monotonie
schlie3en

1
a>i,>a,=(rg— =)
n
2 1
(0.4.85) =23 — Zxo+ =5
n n
2

> l‘g — —Zo,
n
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so dafl nach Lemma 0.4.36 x% <a.

(b) Wir beweisen a < x3.

Sei n € N*, dann gilt
1
(0.4.86) Tn = To + — ¢ M,

da 29 Majorante von M, d.h. 22 > a. Die analoge Schlufiweise wie in (0.4.85)
liefert nun a < z2.

(ii) Im Falle m > 2 kann man analog wie unter (i) vorgehen: Zunichst
beweist man per Induktion die verallgemeinerte binomische Formel, vgl. Auf-
gabe 13 und 14 von Aufgaben 0.4.42

(0.4.87) (@a+d)™=>" (?) akpm—k
k=0
und leitet hieraus die Monotonie von f: R, — R, f(z) = 2™ her.

Dann verlduft der Beweis wie im Falle m = 2, man ersetzt lediglich in der
Ungleichung (0.4.85) die gewdhnliche binomische Formel durch die verallge-
meinerte. 0

0.4.39. Bemerkung. (i) Wenn sup A € A oder inf A € A, so schreiben
wir anstelle von sup A bzw. inf A auch max A (Mazimum von A) bzw. min A
(Minimum von A).

(ii) Im allgemeinen ist sup A ¢ A bzw. inf A ¢ A, wie am Beispiel der
Menge

1
(0.4.88) A:{E:nEN*}
ersichtlich: inf A =0 ¢ A.

(iii) Ist A nach oben bzw. nach unten unbeschrinkt, so setzen wir

(0.4.89) supA =00 bzw. infA=-o00
und vereinbaren, daf
(0.4.90) YV —oo <z < o0.

z€R

(iv) Ist (2;)ies eine Familie von reellen Zahlen, so definieren wir

supx; =sup{z;:i €1},
iel

(0.4.91) '
1n§acl =inf{x;:iel}.
1€
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0.4.40. Proposition. (i) Sei A C B C R, dann gilt
(0.4.92) supA <supB und infA > inf B.

(ii) Sei (Ai)ier,® # A; C R eine Familie von nach oben beschrinkten
Mengen und sei A = J;c; Ai, so folgt

(0.4.93) sup A = sup sup A;
icl

und entsprechend

(0.4.94) inf A = inf inf A;,
i€l

falls inf A; > —oc0 Vi.
Beweis. (i) Folgt aus den Definitionen.

(ii) Es geniigt, die Relation (0.4.93) zu beweisen, da fiir jede nichtleere
Menge A C R gilt

(0.4.95) inf A = —sup(—A).

1. Behauptung: sup;c; sup A; < sup A.
Dies folgt sofort aus (i).

2. Behauptung: sup A < sup,;c; sup 4;.
Zum Beweis dieser Ungleichung unterscheiden wir zwei Fille:
(a) sup A = 0.

Dann existiert eine Folge x,, € A, so dafl z,, > n. Jedes z,, liegt in einem
Aj(ny, d.h. sup A;(,,) > n und somit

(0.4.96) sup sup A; = oo.
iel

(b) b=sup A < oo.
Dann gibt es nach Lemma 0.4.37 zu jedem n € N* ein x,, € A, so dafl

1
(0.4.97) b <w.<h

Jedes x;, liegt in einem Aj;(,,, d.h.

1 1 1
(0.4.98) b<x,+— <sup Ay + - <supsupA; + —,
n n el n

woraus b < sup;c; sup A; folgt. O



48 0. Grundlagen

0.4.41. Definition. (i) Sei () # A eine beliebige Menge und f : A — R
eine Funktion. f heifit nach oben (unten) beschrdinkt bzw. unbeschrinkt, wenn
dies auf f(A) zutrifft. Wir schreiben

(0.4.99) sup f(A) = sup f(z)
z€A

und

(0.4.100) inf f(A) = ;Iégf(x)

(ii) Sei A eine nichtleere Menge und (f;);es eine Familie von Funktionen
fi: A— R, so daf

(0.4.101) sup fi(z) < oo Vz €A,
iel

so definieren wir sup,c; fi : A = R durch

(0.4.102) (sup f;)(x) = sup fi(z).
icl il
Entsprechend definieren inf;c; f;, falls
(0.4.103) 1r€1§ filx) > —0 Vaze A
Ist I ={1,...,n} eine endliche Indexmenge, so benutzen wir oft die No-

tation max(fi,..., fn) bzw. min(f1,..., fn) statt sup,;c; fi bzw. infics f;.

0.4.42. Aufgaben.
1 Sei E eine Menge, die n Elemente enthélt, dann enthilt P(E) 2" Elemente.

2 Sei A = {1,...,n} und P, = {m: 7 bildet A bijektiv in sich ab} die
Menge aller Permutationen von A. Zeigen Sie, daf card P,, = n! ist.

3 Definieren Sie bitte innerhalb der rellen Zahlen rekursiv
() ko1 2k
(i) [Tizi 2k
(iii) z"
und weisen Sie nach, dafl Summe und Produkt kommutativ sind, d.h. von
der Reihenfolge der Summanden bzw. Faktoren unabhéingig.

4 Man leite aus den Axiomen her

(i) [T,z =0 F;2;, =0.

(ii) 2y <0 <=2 >0Ay <0 oder umgekehrt.
5 Man beweise Bemerkung 0.4.5.
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Man beweise Lemma 0.4.11.

Man beweise Ziffer 0.4.22 und Ziffer 0.4.23.

Man beweise Bemerkung 0.4.26.

Man beweise Proposition 0.4.28.

Man beweise Proposition 0.4.30.

Man beweise Proposition 0.4.31 und Bemerkung 0.4.32.

Man zeige, daB fiir alle m,n € N, m < n, gilt: m!(n —m)! teilt n!.
Hinweis: (n+ 1)! =nl(n+1—m) + nlm.

Definieren Sie fiir m,n € N die Binomialkoeffizienten ( ) € N durch

<n> _ T m <,
m 0, m > n.
Es gilt dann

@ () = (1)

() () + () =), 1<m<n,

m—1 m m
(i) koo () = 2",
(i) 25 () = ()
Man beweise die verallgemeinerte binomische Formel (0.4.87).

Bezeichne als Abstand zweier reeller Zahlen den Ausdruck d(z,y) = |z —y|.
Man leite dann die sog. Dreiecksungleichung

d(z,y) <d(z,2) +d(z,y) Va,y,2€R
her.
Sei € > 0, dann gilt fiir alle z,y € R
€ 2 i 2
2" TV

Man beweise per Induktion die sog. Bernouillesche Ungleichung
1+2)">1+nx VneN, VzeR,

Ty <

falls x > —1.






KAPITEL 1

Konvergenz

1.1. Konvergenz in R

Die Zahlenfolge x, = %,n € N*, konvergiert nach Null, d.h. die Werte
|z,,| werden mit wachsendem n immer kleiner, oder liegen ,beliebig nahe®
bei Null. Um diesen Begriff ,beliebig nahe“ genauer zu fassen, wollen wir
die e-Umgebung einer reellen Zahl a definieren.

1.1.1. Definition. Sei a € R und ¢ > 0. Unter der e-Umgebung von a,
B.(a), verstehen wir

(1.1.1) Be(a)={zeR: |z —a| <e}.

Die Bezeichnung B.(a) kommt vom englischen Wort ,ball“ fiir ,Kugel®,
d.h. B(a) ist eine Kugel vom Radius ¢ um a. Sinn macht diese Sprechweise
natiirlich nur in héheren Dimensionen: im R™ werden e-Umgebungen eines
Punktes vollig analog definiert; doch wollen wir diese Bezeichnungsweise auch
auf der reellen Achse einfithren, wo Kugeln lediglich Intervalle sind.

1.1.2. Definition (Konvergenz einer Folge). Eine (reelle) Folge (x,,) kon-
vergiert nach a, falls in jeder e-Umgebung von a fast alle Folgenglieder von
(zn,) liegen; ,fast alle® (f.a.) heift dabei , abgesehen von endlich vielen“ Fol-
gengliedern.

Die Definition kénnen wir auch so fassen:

1.1.2 3 > B

( ) eYO no€N nZno = Tn € €(a>
oder

(1.1.3) vV 3 Vo jz,—al<e

€>0 ngeN n>ng

a heiit Limes oder Grenzwert der Folge (x,,), in Zeichen,

(1.1.4) a=limz, = lim z,.
n— oo

51
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1.1.3. Proposition. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist ein-
deutig bestimmdt.

(i) Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

“

Beweis. ,,(i)“ Gelte z,, — a und =, — b. Dann folgt aus der Dreiecks-
ungleichung, vgl. Aufgabe 15 auf Seite 49 von Aufgaben 0.4.42,

(1.1.5) la —b] <la—xn|+ |z, — bl
Sei nun € > 0 beliebig, dann existiert ng = no(e) € N, so dafl
(1.1.6) |z, —al <e und |z, —b <e VYn>ng.

Genau genommen existieren zunéchst nq,no, so dafl

|z, —al <e€ Vn>n,
(1.1.7)
|z, —b] <€ V' n > na.

Wihle dann ng = max(n,ns).
Aus (1.1.6) folgt daher
(1.1.8) la —b| <|zp, —al + |Tn, — b] < 2e.

Da € > 0 beliebig, bedeutet das a = b, denn sonst wahle € = @ und
erhalte einen Widerspruch.

»(11)“  Sei a = limx,. Wihle ¢ = 1, dann existiert ng, so dafl

(1.1.9) la — 2z, <1 Vn > ng
oder
(1.1.10) lzn| <lal+1 ¥V n>ng.

Folglich ist
1. < il)-
(1.1.11) |z, | < max(|a| + 1’02%%);()'&:")

O

1.1.4. Proposition. Seien (z,),(y,) konvergente Zahlenfolgen, x,, —
a, Yyn — b, so konvergieren auch (x, + yn) und (x, yn) und es gilt

(1) lim(x,, + yn) = limz,, + limy,,

(ii) lim(zy, ypn) = limx,, limy,.
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Beweis. (i) Wir benutzen die Dreiecksungleichung
|20 +yn — (@ + D) = |(zn — a) + (yn — b)|

(1.1.12)
< |$n _a| + |yn - bl

Sei nun € > 0 vorgegeben, dann existiert ng, so dafl

(1.1.13) |z, —al < % vV n > ng,
(1.1.14) lyn — 0] <§ Y n > no,
und damit

(1.1.15) |zp, +yn — (a+0)] <e V' n > ng,
d.h.

(1.1.16) lim(z, + yn) = a+b.

(ii) Als konvergente Folgen sind (), (y,) beschrinkt, d.h. es gibt ¢ > 0,
so daf

(1.1.17) max(|znl, |yn]) < ¢ v n.

Aus der algebraischen Identitét
(1.1.18) ab — Tpyn = (a — )b+ Tn(b — yn)
folgt dann

[ab — znyn| < |a — zu[|b] + |2n]|b — yal
(1.1.19)
< blla — x| +clb — ynl.

Sei nun € > 0 vorgegeben, so existiert ng, so dafl

(1.1.20) la — x| < Ib\% Y n > no,
(1.1.21) |b_yn| < W% Yn>ng
und damit

(1.1.22) |ab — zpyn| < € Y n > ng.
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1.1.5. Bemerkung. Sei (x,) eine Zahlenfolge und ¢ € R. Dann sind
dquivalent

(1) eZO TIElo nzvng ‘.T?n N Cl| <€
(ii) 3V 3V |z,—a|l<ce

c>0 €>0 no n>ng

Beweis. Dies liegt an der Beliebigkeit von e.

1. (il)) = (i):

Sei € > 0 beliebig, gebe in (ii) € = ¢~ !¢’ vor und wihle ng so, dafl
(1.1.23) |z, —a| <ce=¢€  Vn>no.

2. (1) = (ii):

Klar, wihle ¢ = 1. O

Es geniigt daher, wenn wir die Konvergenz einer Folge nachweisen wollen,
die formal allgemeinere Bedingung (ii) zu verifizieren.

1.1.6. Proposition.

(1) Tp = a = |xn] — |a

(i) 0#x, »a#0 = z,' >a !

Beweis. (i) Zum Beweis der ersten Aussage verwenden wir die Unglei-
chung
(1.1.24) |[zn] — la|| < |@n —al,

die unmittelbar aus der Dreiecksungleichung folgt, vgl. Aufgabe 15 auf Sei-
te 49 von Aufgaben 0.4.42.

(ii) (a) Wir zeigen zunichst, dafl
(1.1.25) |z 1| < const v n.

Es existiert ng, so daf

(1.1.26) |[2n| = [a]| < %
und somit
(1.1.27) |zn| > |a| — lal = la] Y n > ny,

2 2
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d.h.
2
(1.1.28) |z, 7t < Tal ¥ n >ng
a
und daher
(1.1.29) E max(m, Uggolxilfl) v n.
(b) Aus
1 1 — Ty
(1.1.30) — -1
Tn @ T G
erhalten wir
1 1
(1.1.31) m——a‘ < cla— x| v n.

1.1.7. Beispiele. (i) Die Folge

1, n ungerade
(1.1.32) Ty =

2, n gerade

konvergiert nicht, enthélt aber zwei konvergente Teilfolgen.

(ii) Die Folge x,, = n enthélt keine konvergente Teilfolge.

Monotone Folgen

1.1.8. Definition. Eine Folge reeller Zahlen (z,) heifit monoton wach-
send bzw. fallend, in Zeichen (z,,)  bzw. (z,) \,, wenn

(1.1.33) Ty < Tpyr Vn
bzw.
(1.1.34) Ty > Tyt Y n.

1.1.9. Proposition. Jede monotone, beschrinkte Folge in R ist konver-
gent.
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Beweis. O.B.d.A. sei (z,,) /. Da (x,) beschrinkt ist, existiert v =
sup,, T,

Behauptung: v = lim x,

Sei € > 0, dann finden wir nach Lemma 0.4.37 ng, so dafl

(1.1.35) Y—€e< Ty, < Ty Yn >ng
und somit
(1.1.36) y—e<x, <7y Y n>ng.

O

1.1.10. Beispiele. 1. Sei 0 < a < 1, dann konvergiert z,, = a” monoton
fallend nach 0.

2. Die Folge z, = (1 + 2)" ist monoton wachsend, y,, = (1 + )"*+!
monoton fallend und es gilt z,, < y,,. Daher ist
(1.1.37) limz,, = limy,.

Wir werden spiiter sehen, dafy der gemeinsame Limes der Fulerschen Zahl
e entspricht.

_ Beweis. Wir werden nur das zweite Beispiel beweisen, das erste ist
Ubungsaufgabe.

Wir verwenden die sog. Bernouillesche Ungleichung
(1.1.38) (14+z)">14+nx VneN,

falls x > —1, die man per Induktion beweist, vgl. Aufgabe 17 auf Seite 49
von Aufgaben 0.4.42, und erhalten fiir n > 2

1\n 1
(1.1.39) (1 - —2) >1- -,

n n

1 \» 1\n 1
(1.1.40) (1+m) >(1+?) >1+4

Ferner ist
1 2 1 1

(1.1.41) 1+ - =

-1 n?-1 1-24% (1+5a-1y

Wir schlielen dann weiter
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(1.1.42) (1+%)"(171)":(1,%>">1fl

n
wegen (1.1.39) und

(1.1.43) 1 B
(1+3)"0-3%) n

wegen (1.1.40) und (1.1.41).

Aus (1.1.42) folgt nun

(11.44) (14 %)n > (1- %)7(%1) = (nil)nil =(1+ ni 1)%1

und aus (1.1.43)

(1.1.45) (1+ nil)”: ; _11)n § (1+ﬁ

Damit ist alles bewiesen. O

1.1.11. Definition (Hiufungspunkt). a heifit Hiufungspunkt (HP) von
Ty, wenn in jeder e-Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder liegen.
1.1.12. Beispiele. (i) Konvergiert z, nach a, dann ist a HP von z,.

(ii) Gelte @ = limz,, und b = lim y,,, dann besitzt die Folge

Tn, N gerade

Yn, N ungerade
die beiden HP a, b.
(iii) Sei (zy,) eine Abzdhlung von Q, dann ist jede reelle Zahl HP von (x,,)
nach Theorem 0.4.29.

1.1.13. Proposition. a ist genau dann Hiufungspunkt von (x,), wenn
eine Teilfolge der (x,) nach a konvergiert.

Beweis. (i) Wenn eine Teilfolge nach a konvergiert, dann ist a sicherlich
HP.

(ii) Sei @ HP. Wenn dann unendlich viele Folgenglieder existieren, die mit
a iibereinstimmen, so definieren diese eine nach a konvergierende Teilfolge.
Andernfalls, wenn fast alle Folgenglieder von a verschieden sind, definieren
wir induktiv eine Teilfolge:

1. Setze r; = 1, wihle ny minimal, so dafl a # z,, € B, (a).
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la—

2. Setze ro = %1' und wéhle ny minimal, so daf§ a # x,, € B,,(a).
Dann folgt
ne >n; und 1o < 271
3. Seien fiir £k > 2, rp = m—zﬁ und a # z,, € By, (a) schon

definiert mit der Eigenschaft, dafl n; minimal ist und gelte ferner

ng >np—1 und r, < 27F

dann setze rypy; = L;kl und wéhle ng4q minimal, so dafl a #

Ty, € By (a). Es gilt dann
r
N1 >N und 1 < Ek < 9~ (k+1),

O

1.1.14. Bemerkung. Eine hinreichende Bedingung, die gewéhrleistet,
dafl a Haufungspunkt einer Folge ist, lautet: In jeder e-Umgebung von a liegt
ein von a verschiedenes Folgenglied.

Beweis. Der Beweis ist identisch mit dem des vorangehenden Lemmas,
Teil (ii). O

1.1.15. Theorem (Bolzano-Weierstraf}). Jede beschrinkte Folge in R
besitzt mindestens einen Hdaufungspunkt.

Beweis. Sei (x,) eine beschrinkte Folge und gelte ag < x,, < by fiir al-
le n. Wir verwenden jetzt &hnlich wie beim Beweis von Theorem 0.4.35 die
Halbierungsmethode, um eine Intervallschachtelung I,, = [ayn, by], Int1 C I,
zu finden, so daf} in jedem Intervall unendlich viele Folgenglieder liegen und
die Intervallinge nach 0 konvergiert. Bei jedem Halbierungsschritt erfolgt die
Auswahl des Teilintervalls nach der Bedingung, dafl unendlich viele Folgen-
glieder in dem Intervall liegen miissen; enthalten beide Teilintervalle unend-
lich viele Folgenglieder, so wihlen wir das rechte.

Nach (IV.1) existiert a € (), In; a ist ein Haufungspunkt von (z,), wie
man sofort verifiziert. |

1.1.16. Proposition. Die Menge M der Hdiufungspunkte einer nach
oben (unten) beschrinkten Folge sei nichtleer. Dann besitzt M ein Mazimum
(Minimum).

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir nach oben beschriankte Folgen.
Gelte also x, < ¢V n. Sei a € M, dann existiert eine Teilfolge, die nach
a konvergiert und wir schlieffen a < ¢, vgl. das nachfolgende Lemma. M ist
daher nach oben beschrankt und es existiert v = sup M nach Theorem 0.4.35.
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Behauptung: v € M.
Zu k € N* wihle a, € M, so daf3

1
(1.1.47) v < (vgl. Lemma 0.4.37)
und x,, mit
1 .

(1.1.48) lak — Zn,| < o (wobei ng < np11)
und wir folgern

2
(1.1.49) =l < by = arl g = 20,] < 7.
d.h. die Teilfolge x,, konvergiert nach 7. ]

1.1.17. Lemma. Gelte z,, — a und z,, < ¢V n, dann folgt a < c.
Beweis. Ubungsaufgabe.

1.1.18. Definition. Wir definieren fiir beschrénkte Folgen (x,,) den Li-
mes superior bzw. den Limes inferior durch

(1.1.50) lim z,, = sup M (Limes superior)
(1.1.51) limz, =inf M (Limes inferior)

wobei M die Menge der Haufungspunkte von (z,,) ist, d.h. sie sind der gréite
bzw. der kleinste Hdufungspunkt von (z,,).

Manchmal bezeichnen wir den Limes superior bzw. den Limes inferior
auch mit lim sup z,, bzw. liminf x,,.

1.1.19. Proposition. FEine beschrinkte Zahlenfolge (x,,) ist genau dann
konvergent, wenn

(1.1.52) limz, = limz,.

Beweis. (i) Konvergente Folgen besitzen nur einen HP, so dafl (1.1.52)

richtig ist.

(ii) Den umgekehrten Schluf fithren wir mittels eines Widerspruchbewei-
ses. Sei a = limz,, = limz,,. Wéire a nicht der Limes, so existiert ¢ > 0 und
eine Teilfolge x,,, mit

(1.1.53) Tn,, ¢ Be(a) v k.

Nach Bolzano-Weierstral mufl diese beschriinkte Teilfolge einen HP be-
sitzen, der dann a sein miifite; Widerspruch. O
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1.1.20. Bemerkung. Den vorstehenden Satz kann man auch so formu-
lieren: Eine beschriankte Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn jede
konvergente Teilfolge den gleichen Limes besitzt.

Beweis. Ubungsaufgabe.
1.1.21. Definition (Cauchyfolge). Eine Folge (z,) heiit Cauchyfolge
(C.F.), wenn es zu jedem € > 0 ein ng gibt, so dafl
(1.1.54) |Xn — x| < € Yn,m>ng (Cauchykriterium).
Eine #quivalente Formulierung von (1.1.54) ist
(1.1.55) |Tntr — xn] < € Vn>mng, VkeN.

1.1.22. Theorem. Fine Folge reeller Zahlen ist genau dann konvergent,
wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis. (i) Sei (z,) konvergent, x,, — a. Sei € > 0, dann existiert ng, so
dafl

(1.1.56) |zn —a] <€ V' n > ng.

Fiir n,m > ng gilt daher
(1.1.57) |Zn — 2| < |2n — al + |zm — a] < 2,
d.h. (z,) ist C.F..

(ii) Sei (x,) C.F..

(a) Wir zeigen zunichst, daf jede C.F. beschriinkt ist. Wiihle € = 1, dann
existiert ng, so daf3

(1.1.58) |Tn — Tpo| < 1 Yn >ng
und daher
(1.1.59) |Zn| < 14 |2, Y n > no.

(b) Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf existiert somit ein HP a, aber
eine C.F. besitzt hochstens einen HP, d.h. limz,, = a = lim z,,, woraus die
Behauptung nach Proposition 1.1.19 folgt. ]

1.1.23. Bemerkung. Die Tatsache, dal jede Cauchyfolge reeller Zahlen
konvergiert, ist dquivalent zum Vollsténdigkeitsaxiom (IV).

Beweis. Ubungsaufgabe.
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1.1.24. Beispiele. 1. Die induktiv definierte Folge

1
1.1.60 -1 =
( ) Zo ) Tn+1 1+,
ist eine C.F., denn fiir alle n gilt

1
(1.1.61) 0<z,, x,<1 und 3 < xp,.

Daher 1488t sich
1 1

Tn414+k — Tntl = -
s T Y e 1t

(1.1.62)
Tpn — Tn+k

I+ zn) (14 2ptr)

abschéitzen durch
4
(1163) |$n+1+k — $n+1| S § |$n+k — .Tn|

Diese Ungleichung hat die Form

(1.1.64) pn+1)<apn), 0<a<l, ¢=>0,
woraus wir sofort per Induktion schlieflen
(1.1.65) p(n) <a”p(0) Vn,
d.h. ¢(n) — 0. Daher ist (z,) eine C.F.. Der Limes a geniigt der Gleichung
1
1.1.66 =
( ) a=1
oder
1 1
1.1.67 =——*+4/1+-
(1.1.67) T3 1

2. Ganz analog zeigt man, daf} die Folge

2+ zy,
1.1.68 =1 il =
( ) o ) Ln+1 1+,
nach v/2 konvergiert; Ubungsaufgabe.
1.1.25. Proposition. Es gilt

1 n
1.1.69 n — — — — a.
( ) x a - ; Tp —a

Beweis. Ubungsaufgabe.
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1.1.26. Aufgaben.

Man beweise Lemma 1.1.17.

Man beweise Bemerkung 1.1.20.

Man beweise Bemerkung 1.1.23.

Man verifiziere das zweite Beispiel von Beispiele 1.1.24.

Man beweise Proposition 1.1.25.

S Uk W N

Sei (z,) eine Folge von nicht-negativen Zahlen, die nach 0 konvergiert.
Man zeige, dal dann eine unendliche Teilmenge I C N existiert, so dafl

Tp > Twy Ym>n, n,méel.

7 Sei (x,,) eine Folge mit der Eigenschaft, dafl die Teilfolgen (z2,), (z2n+1)
und (z3,) konvergieren, dann konvergiert (x,).

1.2. Unendliche Reihen in R

1.2.1. Definition. Eine (unendliche) Reihe in R besteht aus zwei Folgen
(an), den Gliedern der Reihe, und (s,), der Folge der Partialsummen, die
durch die Beziehung

(1.2.1) Sn=) ai

miteinander verkniipft sind.

Existiert lim s,,, so bezeichnen wir den Limes als Wert oder Summe der
Reihe und schreiben dafiir

(1.2.2) i ap = Zan = lim s,,.
n=0

Die Reihe heifit dann konvergent im anderen Falle divergent.

Eine Reihe mit Gliedern a,, wollen wir auch mit dem Symbol ((a,))
abkiirzen.

Wird das erste Glied einer Reihe nicht mit n = 0 indiziert, sondern
mit ng > 0, so deuten wir dies gelegentlich an durch ((an))n>n,, um MiB-
verstédndnisse auszuschlieflen.

1.2.2. Beispiel (Die geometrische Reihe). Sei —1 < ¢ < 1, dann ist die

1

Reihe ((¢")) konvergent mit Limes —.
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Beweis. Es gilt
1.2.3 k
(1:23) Y=

Lasse dann n — oo. O

Das Cauchykriterium fiir Folgen, angewandt auf die Partialsummen, lie-
fert ein entsprechendes Cauchykriterium fiir Reihen

1.2.3. Proposition. Die Reihe ((ay)) ist genau dann konvergent, wenn
zu jedem € > 0 ein ng existiert, so dajs

n+m

(1.2.4) ‘Zak‘<6 Vn>mng, VmeN.

1.2.4. Corollar. Notwendig fir die Konvergenz der Reihe ((ay,)) ist, dafl
a, — 0.

Beweis. Wihle in (1.2.4) m = 0. O

1.2.5. Beispiele. (i) Die Reihe (((—1)™)) ist daher divergent.

(ii) Die sog. harmonische Reihe ((+)) erfiillt zwar die notwendige Bedin-
gung (1.2.4), ist aber ebenfalls dlvergent da

2n

2.

k=n-+1

1 1
>n— 2> -,
- 2n 7 2

el

so dafl das Cauchykriterium verletzt ist.

1.2.6. Bemerkung. Aus den Definitionen folgt unmittelbar

(i) Seien ((an)), (b)) konvergente Reihen, dann ist auch ((a, +by,,)) kon-
vergent und es gilt

(1.2.5) > (an+b0) =D an+ Y b

(ii) Sei A € R und ((ay)) konvergent, dann ist auch ((Aa,)) konvergent
und

(1.2.6) > Nan) =2 an.

Die konvergenten Reihen bilden daher einen Vektorraum iiber R, wenn
man Addition und Multiplikation mit einem Skalar gliedweise definiert.
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(iii) Fiir die Konvergenz einer Reihe ((ay,)) ist nur maBgebend, da8 die
Endstiicke ((an))n>k, k groB, konvergieren.

Im folgenden wollen wir zunéichst Reihen mit nicht-negativen Gliedern
betrachten.

1.2.7. Proposition. Sei ((an)) eine Reihe mit a,, € R,. Dann ist die
Reihe genau dann konvergent, wenn die Folge der Partialsummen nach oben
beschrankt ist.

Beweis. Die Folge
(1.2.7) Sn= ai

ist eine monoton wachsende Folge von nicht-negativen Zahlen. Ist sie unbe-
schrénkt, so kann sie nicht konvergieren, und ist sie beschréankt, so konvergiert
sie nach sup,, Sn. ]

1.2.8. Proposition (Majorantenkriterium). Seien ((a,)), ((bn)) zwei
Reihen in R,. Wenn dann ((by)) konvergiert und wenn a, < b, fir alle
n (oder auch nur fir f.a. n), dann konvergiert auch ((a,))-

((bn)) heifit konvergente Majorante von ((ay,)).

Beweis. O.B.d.A. wollen wir annehmen, daf
(1.2.8) an<b, VneN.
Bezeichnen wir mit s,, die Partialsummen von ((a,)) und mit s/, die von

((br)), so folgt
(1.2.9) sp<s, VneN

Aus Proposition 1.2.7 folgt dann die Behauptung. ([

1.2.9. Beispiel. Die Reihe ((m))nzg ist konvergent, denn fiir n > 9
gilt
1
logn

(1.2.10) <

N | =

und die geometrische Reihe ((27")) ist Majorante.
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1.2.10. Proposition (Quotientenkriterium). Sei ((a,)) eine Reihe in
R, und gelte

(1.2.11) ~ = Tim 2241

<1,

29

dann konvergiert die Reihe.

Beweis. Wihle ¢ mit v < ¢ < 1, dann gilt fiir f.a. n
(1.2.12) Gnt1 < Cap

0.B.d.A. diirfen wir annehmen, daf} (1.2.12) fiir alle n € N richtig ist und
schlieflen hieraus per Induktion
(1.2.13) an < c"ag VneN.

Damit haben wir eine geometrische Reihe als konvergente Majorante ge-
funden. O

1.2.11. Beispiele. (i) Die Reihe ((a,)) = ((s;)) ist konvergent, denn

Ont1l _ 1 <
an, n+1—

Vn>1.

N | =

(i) Ein analoger SchluB zeigt, da8 die Reihe ((%;)), z € R, konvergent
ist.

Wir bezeichnen ihre Summe mit exp z,

o0 n

expmzz%

n=0

(iii) Die Reihe ((an)) = ((;%)), ¢ > 1, ist konvergent, denn
1

an+1:—n+1:1(1+l)4)1<1
an g N q n qa

Insbesondere folgt hieraus lim % =0.

Als néchstes Kriterium wollen wir das sog. Integralkriterium einfiithren.
Zwar haben wir Integrationstheorie noch nicht behandelt, doch diirfte die
Integration einer stetigen reellen Funktion allgemein bekannt sein. Wir stellen
zur Erinnerung die wichtigsten Regeln im folgenden Lemma zusammen.
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1.2.12. Lemma. Sei I = [a,b] ein beschrinktes Intervall und f, g stetige
reellwertige Funktionen auf I. Dann gilt

(1.2.14) /ab(f+g)=/abf+/abg
(1.2.15) f<g = /abfé/abg

b
(1.2.16) f=const=c = / f=cb—a)

n—1 ra;4q b
(1.217) a=ay<ay<---<ap,=b = Z/ f=/f
i=0 i @

1.2.13. Proposition (Integralkriterium). Sei f: R, — R, eine stetige,
monoton fallende Funktion und nehme an, dafl das Integral

(1.2.18) / f—blggo/ f

existiert, dann konvergiert die Reihe ((f(n))). Ist andererseits der Wert des
Integrals unendlich, so divergiert die Rezhe

Beweis. (i) Fiir alle n > 1 gilt

(1.2.19) / f;

da f monoton féllt, so daf nach (1.2.17)

(1.2.20) /f</ 7.

Die Folge der Partialsummen ist somit beschréankt und die Reihe konvergent.

(i) Ist [ f = oo, so schliefen wir aus

n+1
(1.2.21) f(n) > / f (wegen (1.2.15), (1.2.16)),

daf} die Folge der Partialsummen

n no it n+1
(1.2.22) fl) > f=
Sz [ =]
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unbeschriankt ist. O

1.2.14. Bemerkung. Im Integralkriterium koénnen wir auf die Bedin-
gung ,, f stetig® verzichten, da, wie wir spéter sehen werden, monotone Funk-
tionen integrierbar sind.

1.2.15. Corollar. (i) (1)) ist konvergent fiir alle ¢ > 0.
(i) ((2)) ist divergent.

Beweis. (i) Setze f(z) = —, dann ist f monoton fallend und
b
1 b1
(1.2.23) / f=—-a¢
1 € 1

€

1
1-b°¢ —.
(1-b7) =~

(ii) Setze f(z) = 1, dann ist f monoton fallend und

b
(1.2.24) / f=logb— oc.
1
O

1.2.16. Proposition (Wurzelkriterium). Sei ((a,)) eine Reihe in R,
und nehme an, dafl

1
(1.2.25) v=limay < 1.
Dann konvergiert ((ay)).

Beweis. Wihle ¢, v < ¢ < 1, dann folgt aus (1.2.25)
(1.2.26) an, < c" f.fa. n,

d.h. ((an)) besitzt eine geometrische Reihe als konvergente Majorante. O

1.2.17. Bemerkung. Quotienten- und Wurzelkriterium sind nur hinrei-
chende Kriterien. Zwar kann man, wenn

(1.2.27) IV an>0 A s
no n>ng Ay
oder wenn
1
(1.2.28) limag >1

auf die Divergenz der Reihe ((ay,)), a, € R, , schlieflen, doch im Falle

(1.2.29) m 27+ — 4
Qn,



68 1. Konvergenz

bzw.

— 1

(1.2.30) limaj =1

1&8t sich keine Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz machen.
Beweis. (i) Aus

(1.2.31) Gp41 = Qnp Vn>ng

schlieffen wir per Induktion
(1.2.32) Ay, > Gp, V' n > ng,

d.h. (a,) konvergiert nicht nach 0.
(if) Wenn (1.2.28) zutrifft, so konvergiert (a,) ebenfalls nicht nach 0.

(iii) Fiir die Reihen ((%)) und ((-%)) treffen die Bedingungen (1.2.29)
und (1.2.30) zu, doch wihrend die harmonische Reihe divergiert, konvergiert

((2))- 0

#, n =2k
(1.2.33) an=1¢2027F2 n-1=2F
0, sonst

so konvergiert die Reihe ((a,)) und es gilt

(1.2.34) im 2L — o,
an#0 Ay

Beweis. Ubungsaufgabe.

1.2.19. Definition. Eine Reihe ((a,)) in R heiit absolut konvergent,
wenn ((Jan|)) konvergiert und bedingt konvergent, wenn die Reihe zwar kon-
vergiert, aber nicht absolut konvergiert.

1.2.20. Proposition. FEine absolut konvergente Reihe ((ay)) in R ist
konvergent und es gilt die Dreiecksungleichung

o0 (o]
(1.2.35) ’Z an| < Jan|.
n=0 n=0




1.2. Unendliche Reihen in R 69

Beweis. (i) Da R vollstindig ist, geniigt es nachzuweisen, dafl die Folge
der Partialsummen eine C.F. ist, vgl. Theorem 1.1.22.
Sei € > 0, dann existiert ng, so dafl

o
(1.2.36) Z lag| < € (nach Proposition 1.2.3),

k=ng
da ((|an|)) konvergiert. Wéhle nun n,m > ng und nehme 0.B.d.A. an, daf§
n > m, so folgt

(1.2.37) [$n, — Sm| = ‘ Z ak‘ Z lak| < e,

k=m-+1 k=m+1

IN

wegen (1.2.36).

(ii) Die Dreiecksungleichung folgt unmittelbar aus der entsprechenden
Ungleichung fiir die Partialsummen. ([l

1.2.21. Bemerkung. Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die sog.
Potenzreihe ((anx™)), an,x € R, absolut, falls

1

lim |ay,|=»
und divergiert fiir

1

lim |ay,|=»
Im Falle

1

lim |ay,|=

kann beides eintreten, vgl. die Potenzreihe ((+z™)),>1, die fiir z = 1 diver-
giert und fiir x = —1 konvergiert, wie wir gleich sehen werden.

1.2.22. Definition. Sei ((a,z™)) eine Potenzreihe in R, so nennt man
die Terme a,, Koeffizienten der Potenzreihe und

1
lim |a,|»

heiflt Konvergenzradius.

Eine wichtige Klasse von Reihen, die im allgemeinen nur bedingt konver-
gieren, sind die sog. alternierenden Reihen.
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1.2.23. Definition (alternierende Reihen). Eine Reihe ((ay,)) in R heifit
alternierend, falls

(1.2.42) nant1 <0 VneN.
1.2.24. Proposition (Leibniz). Sei ((a,)) eine alternierende Reihe und

nehme an, daff die Elemente |a,| eine monotone Nullfolge bilden, d.h. |a,| N\
0. Dann konvergiert die Reihe, und es gilt

(1.2.43) ) ian

Beweis. Schreibe die Elemente der Reihe 0.B.d.A. in der Form (—1)"a,,
an > 0. Definiere 7,, = s9,, und ¢,, = s2,41, dann ist 7, monoton fallend und
t, monoton wachsend, da

< aol.

Tn4+1 = S52(n+1) = S2n — A2n4+1 + G2n+2

1.2.44
( ) § Son = Tn
und
(1.2.45) tnt1 = S2n+3 = S2nt1 + G2nt2 — A2p43

> Soan+1 = tn

Ferner gilt noch t,, < 7,, d.h. die Folgen ¢,, und 7,, konvergieren und es
ist

(1.2.46) lim¢, =lim7,,
da
(1247) Tn —tn = aon4+1 — 0.

Damit konvergiert auch s,.
Die Abschitzung (1.2.43) folgt aus

ag = 19 > lim 7, = limt, >t
(1.2.48)
=ag—ay > —ay > —ag.

O

1.2.25. Corollar. FErfille die alternierende Reihe ((ay)) die Vorausset-
zungen von Proposition 1.2.24, so gilt

(1.2.49) ‘ i an
n=~k

Beweis. Lasse die Reihe erst mit dem Glied aj beginnen. ]

S|a;€‘ VkeN.
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1.2.26. Beispiel (alternlerende harmonische Reihe). Im Gegensatz zur
harmonischen Reihe ((£)) konvergiert die Reihe (((—1)"1)).

n

1.2.27. Aufgaben.

1 Man verifiziere Beispiel 1.2.18.

2 Sei ((ay,)) eine divergente Reihe mit nicht-negativen Gliedern, dann ist
(1) ((112 )) divergent,
(i) (({7545-)) konvergent.

3 Die Reihe (((log") ))n>1 konvergiert.

4 Wenn ((a2))n>1 konvergiert, dann auch ((%2)),>1.
5 Sei « eine reelle Zahl, so definieren wir die GaufSklammer durch
[ =max{ne€Z:n<a}

Seinun 0 < a < 1und 1 < g € N, so definiere induktiv ag = 0 und

a; = [gi(oz — Zakgfk)], i > 1.
k=0

Dann gilt
(1) 0 S a; < g,
(i) a=3Tgaig™",
(iii) Die Reihendarstellung ist eindeutig, wenn f.a. a; # g — 1.

6 Sei (a,) eine beschriinkte Folge. Fiir welche reellen Zahlen z ist die Reihe
((anx™)) absolut konvergent und fiir welche divergent?

1.3. Konvergenz in R"

Die Konvergenzbegriffe fiir Folgen und Reihen und auch der Satz von
Bolzano-Weierstrafl lassen sich sehr einfach auf den R™ iibertragen. Wir de-
finieren zunéchst das euklidische Skalarprodukt.

1.3.1. Definition (euklidisches Skalarprodukt). Wir definieren fiir zwei
Vektoren z,y € R", z = (2%), y = (y') das sog. euklidische Skalarprodukt
durch

(1.3.1) (x,y) = Zwiyi
i=1
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und die euklidische Norm

(1.3.2) 2| = (z,2)7 =

1.3.2. Eigenschaften des euklidischen Skalarprodukts.

(i) (-,-) : R* xR™ — R ist eine Bilinearform, d.h. es ist in jedem Argument

linear.
(ii) (z,y) = (y, ) (Symmetrie)
(iii) 0 < (z,z) A 0=(z,2) <= x=0 (positive Definitheit)

Das euklidische Skalarprodukt ist also eine positiv definite, symmetrische
Bilinearform. Wir iibertragen diese Definition auf beliebige reelle Vektorriu-
me.

1.3.3. Definition. (i) Sei E ein reeller Vektorraum. E heifit Skalar-
produktraum, falls eine positiv definite, symmetrische Bilinearform (-,-) :
E x E — R existiert. Die Bilinearform nennen wir Skalarprodukt.

(ii) Beziiglich eines Skalarprodukts definieren wir eine (Skalarprodukt)
Norm auf E

(1.3.3) || = (z, z)>.

||-|| ist eine Abbildung von E' — R .

Im allgemeinen existieren viele Skalarprodukte auf einem reellen Vektor-
raum F, und wenn wir von F als Skalarproduktraum reden, so bedeutet das,
dafl ein bestimmtes Skalarprodukt (-,-) zugrunde liegt, d.h. ein Skalarpro-
duktraum ist ein Paar (E, (-,-)).

In dem speziellen Fall E = R"™, versehen mit dem euklidischen Skalarpro-
dukt, bezeichnen wir die Norm mit |-| anstatt mit ||-||.
1.3.4. Proposition (Schwarzsche Ungleichung). Sei E ein Skalarpro-

duktraum, dann gilt

(1.3.4) (@) < llzllllyl  Va,yek
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Beweis. (i) Beide Seiten der Ungleichung sind (positiv) homogen vom
Grade 1, damit meinen wir, daf3

(1.3.5) [(Az, py)| = Aplz,y)| VA peR,

und entsprechend

(1.3.6) Azl = Azl llpyll = plyll VA peR,.

Offensichtlich konnen wir jeden Vektor z # 0 in der Form x = AZ schrei-
ben, wobei A > 0 und Z ein sog. Einheitsvektor ist, d.h. ||Z|| = 1. Daher
diirfen wir zum Beweis der Schwarzschen Ungleichung 0.B.d.A. annehmen,
daB ||lz|| = ||yl = 1, denn die Ungleichung ist fiir z = 0 oder y = 0 sicherlich
richtig.

(ii) Sei also ||z]| = ||y|]| = 1. Wir wenden dann die binomische Formel auf
die quadratische Form (z — y, x — y) an und erhalten

0< (o —yz—y) = lz|*+ yll* - 2(z,y)

(1.3.7)
=2- 2(15, y>7
d.h. (z,y) < 1.
Ersetzen wir nun y durch —y, so folgt
(1.3.8) (@, )] < 1= [l [lyll-

]

1.3.5. Corollar (Dreiecksungleichung). Sei E ein Skalarproduktraum, so
gilt

(1.3.9) le+yll < ll=ll +llyll  Va,yeFE.

Beweis. Quadriere beide Seiten der Ungleichung und wende die Schwarz-
sche Ungleichung an. O

1.3.6. Definition. (i) Im R™ definieren wir e-Umgebungen vollig analog
wie in R
(1.3.10) B(a)={zeR": |z —a|<e}
und entsprechend die Begriffe Konvergenz, Limes, Hdufungspunkt, Cauchy-
folge.

(ii) Eine Menge M C R™ heifit beschrinkt, wenn M C Bpg(0) fiir ein
geeignetes R > 0.
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@

1.3.7. Die in Abschnitt 1.1 bewiesenen Sétze gelten auch im R™ sofern
wir keinen Gebrauch von speziellen Strukturen in R gemacht haben, wie
z.B. der Ordnungsrelation ,,<“ (monotone Folgen, Limes superior, etc.). Die
Beweise lassen sich entweder wortlich iibertragen oder die Aussagen kénnen
auf analoge Aussagen in R reduziert werden.

Wir wollen dies im folgenden an einigen Beispielen demonstrieren.

1.3.8. Lemma. Sei z = (z') € R", dann gilt
(1.3.11) 2 <z <) ek Vi<i<n
k=0

Beweis. Klar.

1.3.9. Theorem. Sei z) = (z%), k € N, eine Folge in R"™. Dann gilt

(i) xk ist genau dann Cauchyfolge, wenn die Folgen der Komponenten xi
Cauchyfolgen in R sind.

(ii) 2 > a=(a') <+ 2. —d V1<i<n.
(iii) Der R™ ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge konvergiert.
Beweis. (i) und (ii) folgen sofort aus dem vorangehenden Lemma. Zum

Beweis von (iii) verwenden wir zusétzlich die bereits bekannte Vollstandigkeit
von R, vgl. Theorem 1.1.22. O

1.3.10. Proposition. a € R" ist genau dann Hiufungspunkt von (xy),
wenn eine Teilfolge nach a konvergiert.

Beweis. Identisch mit dem Beweis von Proposition 1.1.13. ]

1.3.11. Theorem (Bolzano-Weierstra$}). Jede beschrinkte Folge in R™
besitzt mindestens einen Hdaufungspunkt.
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Beweis. Wir fiihren die Behauptung auf das entsprechenden Ergebnis in
R zuriick, vgl. Theorem 1.1.15.

Sei (zx) = (2%) beschrinkt, dann sind auch die Folgen der einzelnen
Komponenten beschrénkt
(1.3.12) |zt | < const VkEkeN, V1<i<n.

Die Folge (z}) enthélt daher eine konvergente Teilfolge (z7 .) nach Theo-
rem 1.1.15; aus dem gleichen Grund kénnen wir in der beschrankten Folge
(22,) eine konvergente Teilfolge (22, ) finden. Dann konvergieren die beiden
Folgen (xf,, ) fiir i = 1,2.

Diesen Prozef ,,Auswahl einer konvergenten Teilfolge“ wiederholen wir
sukzessive bis wir nach dem n-ten Schritt eine Teilfolge (z;, ) gefunden haben,
so daB alle (z] ), 1 <i < n, konvergieren und damit auch (zy,). O

1.3.12. Proposition. Fine beschrinkte Folge in R™ ist genau dann kon-
vergent, wenn sie nur einen Hdufungspunkt besitzt.

Beweis. Ubungsaufgabe.

1.4. Metrische Riume

Um die Begriffe Konvergenz, Cauchyfolgen, Hiufungspunkte und spéter
auch Stetigkeit zu definieren, geniigt es, Mengen F zu betrachten, in denen
der Abstand zweier Punkten x,y € E definiert ist.

1.4.1. Definition. (i) Sei FE # () eine Menge. Wir nennen eine Abbildung
d: ExE — R, Abstand oder Metrik, falls sie folgende Bedingungen erfiillt:

(1.4.1) d(z,y) =d(y, x) (Symmetrie)
(1.4.2) dz,y) =0 = z=y (Definitheit)
(1.4.3) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

(ii) Das Paar (F,d) heifit metrischer Raum.

1.4.2. Beispiele. 1. Der R™ mit der euklidischen Metrik d(z, y) = |z —yl.

2. Sei E # ) eine beliebige Menge, so konnen wir auf ihr die sog. diskrete
Metrik definieren

(1.4.4) d(z,y) {0’ Y
S x, =
g L, z#y
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3. Jeder normierte Raum ist ein metrischer Raum, vgl. Bemerkung 1.4.4.

1.4.3. Definition (Normierter Raum). (i) Sei E ein Vektorraum (iiber
R). Eine Abbildung ||-|| : £ — R, heit Norm, falls

(1.4.5) lz] =0 <= z=0 (positive Definitheit)
(1.4.6) IAz|| = |A] ]|z VeeE, VYXeR
(1.4.7) lz +yll < ]| + [yl (Dreiecksungleichung)

(ii) Das Paar (E, ||||) heiBt normierter Raum.

1.4.4. Bemerkung. Jeder normierte Raum F ist ein metrischer Raum
mit Metrik

(1.4.8) d(z,y) = [l = yl|.
1.4.5. Beispiele. 1. Der R™ mit der euklidischen Norm.
2. Jeder Skalarproduktraum ist ein normierter Raum mit Norm
el = ¢, 2)%,
vgl. Corollar 1.3.5.

3. Der R™ versehen mit der p-Norm, 1 < p < o0,

n 1
lall, = (DJa') "
i=1
bzw. mit der sup-Norm
l]loc = sup|a’| = max]|a’],
vgl. Aufgabe 1 von Aufgaben 1.4.16.
1.4.6. Beispiel (Der Folgenraum lp). Setze

(1.4.9) by ={(z)ien: 7 €R, Y |af* < o0},

so ist l5 ein unendlich dimensionaler Skalarproduktraum mit dem Skalarpro-
dukt

(1.4.10) ((@a), (90)) = szyz



1.4. Metrische Raume 7

Beweis. (i) I ist ein Vektorraum, wenn Addition und Multiplikation mit
einem Skalar gliedweise definiert werden, denn
(1.4.11) |z + yil* < 2(|w] + yil?)
und somit
(1.4.12) > w4 il g2(2\xi\2+2\zﬁl2)
i i i

(ii) Das Skalarprodukt in (1.4.10) ist wohldefiniert, da die Reihe auf der
rechten Seite der Gleichung absolut konvergiert

(1.4.13) lezyzl<z (Jal® + lal?)-

Es ist ferner bilinear, symmetrisch und positiv definit.

(iii) Die speziellen Folgen e; = (d;;)en, wobei d;; das sog. Kroneckersym-
bol ist

1, i=j
(1.4.14) 8ij =
0, i#j

sind linear unabhéngig, d.h. diml, = oo. O

Die Begriffe Kugel, Konvergenz, Haufungspunkt, Cauchyfolge, Vollstén-
digkeit, Beschréanktheit, etc. werden in metrischen Rdumen vollig analog wie
in R bzw. R" definiert.

Als Erleichterung fiir den Leser formulieren wir die wichtigsten Definitio-
nen noch einmal in einem metrischen Raum E.

1.4.7. Definition. (i) Sei g € F und € > 0. Als e-Umgebung von x
oder auch Kugel um xy mit Radius € bezeichnen wir die Menge
(1.4.15) Be(xo) ={x € E: d(xo,z) <€}

(ii) Eine Folge (x,) in F konvergiert nach einem Punkt a € F, falls in
jeder e-Umgebung von a f.a. Folgenglieder liegen.

(iii) Ein Punkt a € E heifit Hiufungspunkt der Folge (x,,), falls in jeder
e-Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder liegen.

(iv) Eine Folge (z,,) heiit Cauchyfolge, falls
(1.4.16) v 3 v AT, Tm) < €

e>0 ng n,m>ng

(v) E heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.
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(vi) Wir definieren den Durchmesser von E, in Zeichen, diam F, als

(1.4.17) diam E = sup d(z,y)
z,yeE

(vii) Eine Menge M C E heifit beschrinkt, wenn eine Kugel B, (x¢) exi-
stiert, die M enthéilt, oder, Aquivalent hierzu, wenn der Durchmesser endlich
ist.

Eine einfache aber wichtige Folgerung aus der Dreiecksungleichung ist,
daB sich nicht identische Punkte durch Kugeln trennen lassen.

1.4.8. Proposition. (i) Sei E ein metrischer Raum und seien x,y,z €
E, dann gilt
(1.4.18) |d(z,y) — d(y, 2)| < d(z, z).

(ii) Sei x # y, dann existiert € > 0, so daf} die Kugeln B.(x) und B(y)
disjunkt sind.

Beweis. (i) Wegen der Dreiecksungleichung gilt
(1.4.19) d(z,y) — d(y, z) < d(z, z)

Vertauschung von = und z liefert dann die Behauptung.

T

(ii) Sei r = d(x,y) und wéhle ¢ = 7. Dann folgt fiir z € Bc(y) nach der
gerade bewiesenen Ungleichung

(1.4.20) d(z,z) > d(z,y) —d(y,z) > 1 — e =3¢,
d.h. z ¢ B.(z). O

Als Folgerung erhalten wir, vgl. Proposition 1.1.3,

1.4.9. Proposition. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist ein-
deutig bestimmit.

(ii) Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Ferner gelten, mit identischen Beweisen, die folgenden Satze und Bemer-
kungen

1.4.10. Proposition (vgl. Proposition 1.1.13). a ist genau dann Hiu-
fungspunkt von (), wenn eine Teilfolge der (x,) nach a konvergiert.
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1.4.11. Bemerkung (vgl. Bemerkung 1.1.14). Eine hinreichende Bedin-
gung, die gewéhrleistet, dafl ¢ Haufungspunkt einer Folge ist, lautet: In jeder
e-Umgebung von a liegt ein von a verschiedenes Folgenglied.

1.4.12. Proposition (vgl. Theorem 1.1.22). Jede konvergente Folge ist
Cauchyfolge.

Es gilt allerdings nicht mehr die Umkehrung wie im fritheren Fall, da ein
beliebiger metrischer Raum i. allg. nicht vollstandig ist.

1.4.13. Definition. (i) Ein vollstindiger normierter Raum heifit Ba-
nachraum (BR).

(ii) Ein vollstandiger Skalarproduktraum heifit Hilbertraum (HR).

1.4.14. Bemerkung. [5 ist ein Hilbertraum, wie wir spéiter beweisen
werden.

1.4.15. Bemerkung. In allgemeinen metrischen Réumen gilt auch der
Satz von Bolzano-Weierstrafl nicht mehr, da jede beschriankte Folge eine
konvergente Teilfolge besitzt.

1.4.16. Aufgaben.
1 Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung
1 1
xy < —aP + —yP Va,yeRT,
p p
hierbei sind p,p’ sog. konjugierte Exponenten, d.h. p,p’ € (1,00) und % +
i =1, vgl. Aufgabe 7 auf Seite 223 von Aufgaben 3.8.10, beweise man

(i) Definiere fiir p € [1,00) die sog. p-Norm auf R"
], = le 7> Va=(")eR",
dann gilt fiir p € (17 o0) die sog. Holdersche Ungleichung
(o) <lzllplyly  Vao,y R
(-,-) ist dabei das euklidische Skalarprodukt.
(i) flz+yllp < llzllp + llyll,  Va,yeR™

(iii) Setze ||7||oc = max;|x?|, so gelten (i) und (ii) auch fiir die Expo-
nenten p = 1 und p’ = co.
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2 Zwei Normen |[|-||, || - || auf einem Vektorraum E heiflen dquivalent, falls
positive Konstanten ¢, ¢’ existieren, so daf}

cllzll < llzll < flzll - VaeE.

Man zeige, dal im R"™ alle Normen dquivalent sind.

1.5. Reihen in Banachridumen

In normierten Rdumen koénnen wir Elemente addieren und unendliche
Reihe definieren. Wir formulieren der Vollstéindigkeit halber noch einmal die
bereits im Reellen vorgenommenen Definitionen und Sétze, die sich wortlich
auf die neue Situation iibertragen lassen.

1.5.1. Definition. Eine (unendliche) Reihe in einem normierten Raum
E besteht aus zwei Folgen (a,), den Gliedern der Reihe, und (s,,), der Folge
der Partialsummen, die durch die Beziehung

n

(1.5.1) Sn= ) ai

miteinander verkniipft sind.
Existiert lims,,, so bezeichnen wir den Limes als Wert der Reihe und
schreiben dafiir

(1.5.2) i an = Zan = lim s,,.
n=0

Die Reihe heifit dann konvergent im anderen Falle divergent.

Eine Reihe mit Gliedern a,, wollen wir auch mit dem Symbol ((an))
abkiirzen.

Wenn das erste Glied einer Reihe nicht mit n = 0 indiziert wird, son-
dern mit ng > 0, so deuten wir dies gelegentlich an durch ((a,))n>n,, um
Miflverstédndnisse auszuschliefien.

Das Cauchykriterium fiir Folgen, angewandt auf die Partialsummen, lie-
fert ein entsprechendes Cauchykriterium fiir Reihen

1.5.2. Proposition (vgl. Proposition 1.2.3). (i) Sei ((an)) eine konver-
gente Reihe in einem normierten Raum E, dann existiert zu jedem € > 0 ein
ng, so dafl
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n+m

(1.5.3) HZakH <€ VYn>ng, YVmeN.
k=n

(i1) Ist E wollstindig, so ist dieses Kriterium auch hinreichend fiir die
Konvergenz.

1.5.3. Corollar. Notwendig fiir die Konvergenz der Reihe ((ay)) ist, daf8
lan|| — 0.

1.5.4. Bemerkung. Aus den Definitionen folgt unmittelbar

(i) Seien ((an)), ((by)) konvergente Reihen, dann ist auch ((a, +by,)) kon-
vergent und es gilt

(1.5.4) > (an+b) =D an+ Y b

(ii) Sei A € R und ((ay)) konvergent, dann ist auch ((Aa,)) konvergent
und

(1.5.5) > (Aan) =1 an.

Die konvergenten Reihen bilden daher einen Vektorraum iiber R, wenn
man Addition und Multiplikation mit einem Skalar gliedweise definiert.

(iii) Fiir die Konvergenz einer Reihe ((ay)) ist nur maBgebend, daf} die
Endstiicke ((an))n>k, k groB, konvergieren.

Fiir den Rest dieses Abschnitts wollen wir annehmen, daf§ F ein Banach-
raum ist.

1.5.5. Definition. Eine Reihe ((ay,)) in einem Banachraum E heifit ab-
solut konvergent, wenn ((]|a,]||)) konvergiert und bedingt konvergent, wenn die
Reihe zwar konvergiert, aber nicht absolut konvergiert.

1.5.6. Proposition (vgl. Proposition 1.2.20). Fine absolut konvergente
Reihe ((ay)) in einem Banachraum E ist konvergent und es gilt die Dreiecks-
ungleichung

o0 o0
(1.5.6) 1> e < Sl
n=0 n=0

1.5.7. Definition. Seien ((ay)), (b)) zwei Reihen in E. Wir sagen
((bn)) sei aus ((an)) durch Umordnung entstanden, falls eine Bijektion
¢ N = N existiert, so daBl b, = a,n)-
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1.5.8. Theorem (Umordnungsssatz). Sei ((ay)) eine absolut konvergen-
te Reihe in E und sei ((by)) eine Umordnung von ((ay)), dann konvergiert
auch ((by)) absolut und es gilt

(1.5.7) ian = ib”'
n=0 n=0

Zum letzten Ergebnis sagt man auch, eine absolut konvergente Reihe kon-
vergiere kommutativ.

Beweis. Sei ¢ die zur Umordnung gehorende Bijektion und setze I, =

{0,1,...,n}.
Wir zerlegen den Beweis in zwei Schritte:

(i) Absolute Konvergenz von ((by))
Sei n beliebig und m die groBte Zahl in ¢(1,), dann gilt

(1.5.8) Dollbwll < Y llanl <Y llaxl
k=0 k=0

k=0
und die Behauptung folgt aus Proposition 1.2.7.

(ii) Kommutative Konvergenz von ((ay))

Sei € > 0 gegeben, dann existiert m € N, so daf
o0
(1.5.9) > llakll < e
k=m

Ferner gibt es ng, so daB fiir alle n > ng gilt I,,, C o(1,,).
Sei n > ng und wihle r € N, so daf3 I,,, C ¢(I,,) C I,.. Dann erhalten wir

(1.5.10) HZ ay — Zka < anll <3 la] <.
k=0 k=0 k=m k=m

Lassen wir nun r — oo streben, so folgt die Behauptung. O

1.5.9. Definition. Sei I eine abzihlbare Menge. Eine Familie (a;)ier
in einem Banachraum FE heifit absolut summierbar, wenn es eine Bijektion
@ : N — I gibt, so da8 die Reihe ((a,(,))) absolut konvergiert.

Aus dem Umordnungssatz folgt dann, daf die Reihe ((ay(y))) fiir jede
beliebige Bijektion ¢ : N — I absolut konvergiert, und daf§ die Summe der
Reihe unabhéngig von ¢ definiert ist. Wir nennen sie daher auch die Summe
der Reihe ((a;))ier und schreiben hierfiir ), _; a;.
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Wir wollen jetzt Kriterien formulieren, die die absolute Summierbarkeit
einer abzdhlbaren Familie unabhéngig von der Darstellung mittels einer Bi-
jektion von ¢ : N — [ beschreiben.

1.5.10. Proposition. Fine abzihlbare Familie (a;);cr in einem Banach-
raum E ist genau dann absolut summierbar, wenn fir alle endlichen Teil-
mengen J C I die Summen

(1.5.11) > all
ic€J
gleichmdfig beschrinkt sind. Es existiert dann zu jedem € > 0 eine endliche

Teilmenge H C I, so daf fiir alle endlichen Teilmengen K C INH und fiir
alle endlichen Teilmengen L mit H C L gilt

(1.5.12) > llaill < e

ieK
und
(1.5.13) HZai—Zai < 2.
el €L

Beweis. (i) Die gleichmiflige Beschréankheit der endlichen Summen in
(1.5.11) ist sicherlich notwendig. Aus Proposition 1.2.7 erhalten wir auch,
daf} diese Bedingung hinreichend ist.

(ii) Bevor wir die Abschétzungen (1.5.12) und (1.5.13) beweisen, méchten
wir hervorheben, dafi—wenn wir die absolut summierbare Familie mit einer
absolut konvergenten Reihe vergleichen—die Menge H dem Anfangsstiick
{0,1,...,no} entspricht, die Ungleichung (1.5.12) dem notwendigen Konver-
genzkriterium (1.2.36) und (1.5.13) der Abschétzung (1.2.37).

Sei ¢ : N — I eine Bijektion und € > 0. Dann existiert ng € N, so dafl

oo

(1.5.14) > llagwll <e

k=ng+1

Wiéhlen wir H = ¢({0,1,...,n0}), so folgt hieraus (1.5.12) und

o0 no
Hzai_zai = HZ“«P(’C) _Zaw(k)H
il i€H k=0 k=0

o0

< Y apmwll <e

k=no+1

(1.5.15)
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Sei nun H C L C I. Dann zerlegen wir L in H und K = L\H und
schlieflen aus (1.5.12) sowie (1.5.15)

i€l i€L

(1.5.16)

< 2e.

§€+Hzai
i€k

1.5.11. Proposition. Ist (a;);cr absolut summierbar in E, dann auch
(a;)ic fiir alle abzihlbaren J C I, und es gilt

(1.5.17) D laill < laill-

= il
Letztere Abschdtzung ist auch fiir alle endlichen Teilmengen J C I richtig.

Beweis. Sei K C J endlich, so gilt
(1.5.18) D llaill < aill
i€K icl

und die Behauptungen folgen aus (1.5.11) und der Beziehung

(1.5.19) ZH%H = sup{ Z||al|| K C J, K endlich },
= i€K
die als Ubungsaufgabe bewiesen werden soll. O

1.5.12. Bemerkung. Sei I eine beliebige Indexmenge, so nennen wir die
Familie (a;)ie1, a; € E, absolut summierbar, falls ), ;||a;|| fiir alle endlichen
J C I gleichméfBig beschrénkt ist. In diesem Falle gilt dann a; = 0 bis auf
héchstens abzéhlbar viele @ (vgl. Aufgabe 4 von Aufgaben 1.5.16), so dafl wir
nach Theorem 1.5.8 und Proposition 1.5.10 ), ; a; definieren kénnen.

1.5.13. Theorem (Assoziativitdtstheorem). Sei(a;);cr eine absolut sum-
mierbare Familie in E, und sei (I)nen eine abzihlbare disjunkte Zerlequng
von I in nichtleere Teilmengen I,. Setzen wir b, = Zz’eln a;, so ist die Reihe
((bn)) absolut konvergent, und es gilt '

(1.5.20) > ai= ib
i€l n=0

Letzteres bezeichnet man auch als Assoziativitit von absolut konvergenten
Reihen.
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Beweis. (i) Absolute Konvergenz von ((by,))

Sei € > 0 vorgegeben, dann gibt es zu jedem n eine endliche Teilmenge
H, C I, so daf fiir jede endliche Teilmenge H!, mit H, C H/ C I, nach
Proposition 1.5.10 gilt

(1.5.21) bn — > il < €27,
also insbesondere

(1'5'22) ”an < Z ”alH +€2—n,
i€H,

und damit

k k k
Dlball 37 D llaill+e>_ 27
n=0 n=0

n=01i€H,

< ZHaiH + 2e.

iel

(1.5.23)

Wende nun Proposition 1.2.7 an.
(ii) Assoziativitit
Sei € > 0 gegeben. Wir bestimmen dann H wie in Proposition 1.5.10, so

daf} die Ungleichungen (1.5.12) und (1.5.15) gelten, und H,, wie eben in (i).
Da H endlich ist, existiert kg, so dafl

ko
(1.5.24) Hc I
n=0

Definieren wir

(1.5.25) H =H,U(,NH) VneN,
so folgt

ko
(1.5.26) Hc | JH,

n=0

Fiir k£ > kg schliefen wir weiter
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- s Sy
iel i€ =0icH/
(1.5.27)
a; — =51+ 53 + S5
n= OzEH’

und schétzen die einzelnen Summanden so ab:

1. 51 <enach (1.5.15).

2. Um Sy abzuschitzen, beachten wir, dafl die H), alle disjunkt sind, und
daf

k
(1.5.28) Hc |JH,=H.
n=0

Daher ist

(1.5.29) Sy = HZ ai —
S

<Y il <e

H' H'\H
wegen (1.5.12).
3. S3 schitzen wir mit der Dreiecksungleichung ab
(1.5.30) Sy < an =Y aif <2
icH/,
nach (1.5.21).
Damit ist S1+52+53 < 4€ und auch die zweite Behauptung bewiesen. [
1.5.14. Theorem (Cauchysche Produktformel). Wenn ((a,,)) und ((by))

in R absolut konvergieren, dann ist die Familie (a;by) k)yenxn absolut sum-
mierbar, und es gilt

(1.5.31) Y ab = (Z ai) (Z bi) _ i i akbl -

(i,k)eNxXN i=0 k

Beweis. (i) Absolute Summierbarkeit
Sei H C N x N endlich, und sei
(1.5.32) 0<ik<ko V(i,k)eH
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dann ist
1538 Yl < (zmz )(m) (o) (i)
(i,k)eH k=0

woraus die Behauptung nach Proposition 1.5.10 folgt.

(i1) Cauchysche Produktformel

Definiere fiir j € N I; = {j} x Nund J; = {(k,j —k): 0 < k < j}. Die
Folgen (I;) und (J;) bilden beide eine Partition von N x N (Ubungsaufgabe),
so dafl nach Theorem 1.5.13

(1.5.34) Z albk—z Z azbk—z Z a;by.

(i,k)eENxXN J=0 (i,k)€I; =0 (i,k)eJ;

Andererseits ist

(1.5.35) > aib = a, Zbk

(i,k)el;
und
J
(1.5.36) Z a;b, = Z arb;_i,
(i,k)eJ; k=0
womit alles bewiesen ist. O

1.5.15. Corollar (Die Exponentialfunktion). Fiir die Exponentialfunk-

tion
oo xn
(1.5.37) expr = Z T
n=0
gilt
(1.5.38) exp(z +y) =expzexpy Va,yeR.

Beweis. Nach der Cauchyschen Produktformel ist
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= 1 k 1 n—k
expxexpyzz e 'Y
ook (n—F)!
(1.5.39) e A
=1 n L
= Z ﬁ(z +y) (binomische Formel)
n=0

1.5.16. Aufgaben.

1 Sei f(z) = > anz™ eine Potenzreihe in R mit Konvergenzradius r > 0.

Konvergiert dann z, — o, |zo| < 7, so folgt f(zr) — f(zo)-
2 Fiir a > 0 und m € N* haben wir ™ und a= bereits definiert. Setze
®=1,a"=@@"" ud a w=(aw)"L.
Zeigen Sie, daf} sich dann a” fiir alle z € Q so definieren 148t, dafl
a®V =a"a¥, (a*)V =a"¥ Va,yeQ.
3 Fiir die Exponentialfunktion expz = 300 ) £+ gilt:

(i) zp > = expxzy — expr

(ii) expa ist monoton wachsend und bildet R bijektiv auf R* ab. De-

finiere log = als die Inverse.

Es gilt (expz)¥ =expay VzeR, VyeQ.

)
(iv) Setze e = expl, so folgt e* =expz VzeR.
) Fiir @ > 0 gilt a® =e®°8% Vg cR.

)

(vi) Bestimmen Sie die Inverse ¢ von a%, falls 0 < a # 1, und zeigen
Sie, daf
(1) plzy) =p(x) +oly) Va,yeRL.
(2) (b*) = xp(b) Vb>0,VzeR.

(3) xx w0 = @(xr) = ©(0).

(vii) Welches Monotonieverhalten besitzt a®?



1.6. Gleichméifige Konvergenz 89

4 Sei I eine beliebige Indexmenge und (a;);c; eine Familie von nicht-
negativen Zahlen. Nehme an, es existiere eine Konstante ¢, so dafl

Y ai<c VJCI, Jendlich,
icJ
dann sind h.a. viele a; # 0.

5 Sei ((an)) eine nur bedingt konvergente Reihe in R, dann sind die Reihen
((a;)h)), ((a;,)) divergent, wobei wir fiir a € R definieren

at = max(a,0), a” = —min(a,0).
6 Sei ((ay,)) eine bedingt konvergente Reihe in R, dann gilt

(i) Zu jedem a € R existiert eine Bijektion ¢ : N — N, so daf die
Umordnung ((a,(n))) nach a konvergiert.

(ii) Es existiert eine Umordnung ((a,(n))), die divergiert.

1.6. Gleichmiflige Konvergenz

1.6.1. Definition. (i) Sei E eine nichtleere Menge, F' ein vollstédndiger
metrischer Raum und f,, : £ — F eine Folge von Funktionen. Die Folge heifit
auf E gleichmdfig konvergent, falls sie punktweise konvergiert, d.h. (f,(z))
konvergiert fiir alle x € F, und falls im Cauchykriterium

(1.6.1) VoV 3 Y d(fal@), fml(@) <€

e>0 z€E no n,m>ng

das ng unabhéngig von x gewiihlt werden kann, d.h. anstelle von (1.6.1) gilt

(1.6.2) V3V Y d(fa(z), fm(z)) <e

e>0 no z€E n,m>ng

Setze
(1.6.3) f(z) =lim f,(x) r ek,

so wird hierdurch eine Funktion f : E — F definiert. Wir sagen dann, f,
konvergiere gleichméflig nach f, in Zeichen,

(1.6.4) = f

Die gleichméflige Konvergenz 148t sich dann auch so ausdriicken

(1.6.5) V 3V YV d(fa@), (@) <e

e>0 ng z€E n>ng
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(ii) Wenn E ein metrischer Raum ist, so heifit eine Folge von Funktionen
fn o E — F lokal gleichmdf$ig konvergent, wenn jeder Punkt z € FE eine
Umgebung Bj(x) besitzt, in der die Folge gleichméflig konvergiert.

(iii) Entsprechend nennen wir eine Reihe ((f,(z))) gleichméBig konver-
gent, gleichmdfig absolut konvergent oder lokal gleichméfig konvergent, wo-
bei in diesem Fall natiirlich F' ein Banachraum sein mu#f.

1.6.2. Beispiele. 1. Im Intervall |z| < a < 1 ist die Folge f,(z) = 2™
gleichmiiBig konvergent, f, = 0, denn |z|™ < a™.

2. Im offenen Intervall |z| < 1 ist die Folge f,(z) = 2™ zwar immer
noch punktweise konvergent, aber nicht mehr gleichméfig konvergent, denn
je ndher wir, zu vorgegebenem € > 0, |x| an 1 wihlen, desto grofier mufl ng
sein, um

(1.6.6) lz|" <e Vn>ng
zu gewahrleisten.

3. Die Reihe ((2™)) konvergiert in jedem beschréinktem Intervall gleich-
méBig absolut.

4. Eine Potenzreihe ((a,z™)) in R mit Konvergenzradius r > 0 konvergiert
in |z| < ro < r gleichméBig absolut.

Beweis. Es ist

(1.6.7) Tim (Jan||2[™)* = Tm |ap|* 2| < Tm |an]#ro = -2 < 1.
T
Wihle ¢, 2o < ¢ < 1, so folgt
(1.6.8) lan|* < = ffa.n,
To
und daher ist
(1.6.9) |an||z|™ < <|x|> " <" f.fa. n,
To
woraus die Behauptung folgt, vgl. das nachfolgende Lemma. ([l

1.6.3. Lemma. Sei E eine nichtleere Menge, F' ein Banachraum und
fn : E = F eine Folge von Funktionen. Dann konvergiert die Reihe ((fn(z)))
gleichmdfig absolut, wenn eine von x unabhdngige konvergente Majorante
existiert, d.h. eine konvergente Reihe ((ay)) mit nichtnegativen Gliedern, so

dafs
(1.6.10) Ifn(@)] < an VeeE VYn.
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Beweis. Betrachte beliebige Indizes n, m,ng mit n,m > ng, m < n, so
erhalten wir aus obiger Abschétzung

| A@ - m@] < 3 1nwI
k=0 k=0 k

=m+1
(1.6.11)

n oo
< Z akSZW«

k=m-+1 k=ng

Sei nun € > 0 vorgegeben, so wihlen wir ny so grof3, dafl die rechte Seite
in (1.6.11) kleiner als e ausfllt. O

1.6.4. Definition. Eine Doppelfolge (ayy,) in einem metrischen Raum F
ist eine Funktionenfolge f,, : N — E, so daB anm = fn(m).

1.6.5. Theorem. Sei (any,) eine Doppelfolge in einem vollstindigen me-
trischen Raum E. Nehme an, daf$ lim, @y, und lim,, an.,, ezistieren, und
daf$ beziiglich eines Indexes die Konvergenz gleichmdfig ist. Dann existieren
auch lim,,, lim,, a,,,, und lim,, lim,, a,.,, und stimmen tberein.

Zum Beweis des Theorems benttigen wir folgende Lemmata

1.6.6. Lemma. Sei (F,d) ein metrischer Raum und gelte x,, — x, yn —
y, dann folgt
(1.6.12) d(Tp,yn) — d(z,y).

Beweis. Aus der Identitét
schlieflen wir mittels (1.4.18)
(1.6.14) l[d(zn, yn) — d(z,y)] < d(xn, z) + d(Yn, ),
woraus die Behauptung unmittelbar folgt. O
1.6.7. Lemma. Sei (E,d) ein metrischer Raum, (x,) eine Cauchyfolge
in E und gelte fir (yn)
(1.6.15) lim d(zp,yn) =0,

dann ist (y,) eine Cauchyfolge. Gilt dariber hinaus x, — x, so konvergiert
auch (yy) nach x.
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Beweis. (i) Die Behauptung ,,(y,) Cauchyfolge* folgt sofort aus der
Abschétzung

(1.6.16) Ay, ym) < d(Ym, Tm) + d(Tm, Tn) + d(Tn, yn)
und der Annahme (1.6.15).

(ii) Gelte x,, — x, so schliefien wir mit der Dreiecksungleichung weiter

(1.6.17) d(x,yn) < d(z,zn) + d(x0, Yn)
und erhalten limy,, = x. |

Beweis von Theorem 1.6.5. Nehme an, die Folgen (@, )r, seien gleich-
méfBig in m konvergent; sei ay, = limy, aym und 5, = lim,, .
Zu € > 0 existiert dann ng, so dafl

(1.6.18) d(nmy Q) < € VYn,k>mng, Vm.

Lassen wir in dieser Abschétzung m — oo streben, so folgt nach Lem-
ma 1.6.6

(1.6.19) d(Bn, Br) < € Vv n,k > ng,
d.h. (8,) konvergiert, 8, — 8, da E vollstindig, und fiir den Limes gilt
(1.6.20) d(B,8n) <€ V' n > ng.

Wir wenden diesen Schluff noch einmal an und folgern aus (1.6.18) mit
n— 0o

(1.6.21) d(m, agm) < € Vk>ng, Vm.

Ferner liefert die Dreiecksungleichung fiir n, k > ng
d(ama Bm) S d(am7 akm) + d(akm7 anm) + d(anm7 Bm)
<e+e+dlanm,Bm)

wegen (1.6.18) und (1.6.21), und damit erhalten wir, wenn wir auf bei-
den Seiten den Limes superior beziiglich m bilden und dabei beachten, dafl

lim,, d(@nm, Bm) = d(Bn, B)
lim d(am, Bm) < 2€ +d(Bn, B)
< 2e+4 €= 3¢

(1.6.22)

(1.6.23)

wegen (1.6.20).
Da € > 0 beliebig, heifit das

(1.6.24) lim d(cty, Bm) =0
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und die restlichen Behauptungen folgen aus Lemma 1.6.7. (]

Eine unmittelbare Folgerung aus Theorem 1.6.5 ist

1.6.8. Theorem. Sei E ein Banachraum und nehme an, dafl die Reihen
((anm))n beziiglich m gleichmiflig konvergieren. Existiert dann lim,, an.m, fir
alle n, so existieren auch limy, Y Gnm und Y, limy, any, und es gilt

o0 o0
(1.6.25) lim Z Anm = Z lim apm.
n=0 n=0

Beweis. Wende Theorem 1.6.5 auf die Partialsummen

(1.6.26) Snm = Y Qkm
k=0
an. (]

1.6.9. Corollar. Sei x € R, dann gilt

n

. T\ = T
(1.6.27) hm(l + a) = HZZO o = eXp.

Insbesondere ist

1\m
(1.6.28) lim(l + 7) —expl =e.
m

Beweis. Fiir m € N* gilt nach der binomischen Formel

m o
T\™ m\ " m\ "
6. I (1 TN z ’
(1.6.29) im(1+ ) ;(n)mn n-o<">m"

da nach Vereinbarung (') = 0, falls n > m.

Setzen wir
n ) mn
S0 ist
(1.6.31) aom =1, Al =T

und fiir alle 2 < n < m gilt
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m! z"

= (m — n)!n! mn

_(m-—n+L(m-—n+2)---(m—n+n)a"
(1.6.32) = s o

[ B Gk

<1

Die Reihe ((‘fl—l,n)) ist daher eine konvergente Majorante, so dafi nach

Lemma 1.6.3 die ((anm)) gleichméBig in m konvergieren.
Weiter gilt

l,n

(1633) hglnanm = Ha

woraus sich die Aussage des Corollars wegen Theorem 1.6.8 unmittelbar er-
gibt. |
1.6.10. Aufgaben.

1 Man zeige, daB8 die Reihe ((2"e~"I?!)) auf R gleichmiBig konvergiert.

2 Sei E # 0, F ein Banachraum und f,,, g, : E — F gleichméBig konvergente
Folgen mit Limites f bzw. g, dann konvergiert die Folge f,+g¢, gleichméfig
nach f 4+ g.

Ist F' ein Hilbertraum und sind die Grenzfunktionen f, g gleichméfig be-
schriankt auf F, d.h. ist sup,¢ | f(x)|| < oo, entsprechend fiir g, dann folgt

(frrgn) = (f.9)-

3 Sei f,, : E — R gleichméflig konvergent mit Limes f und existiert eine
Konstante ¢ > 0, so dafl

lfulz)|>c VYzeE ¥neN,
dann konvergiert f, ! gleichméBig nach f~1.

4 Sei 0 < ¢, eine Nullfolge. Man beweise, daf die Funktionenfolge f,(z) =
V€2 + |z]? gleichméfig auf R nach f(z) = |z| konvergiert.

5 Man beweise, daf die Reihe ((z"(1 — z))) auf (—1,1] zwar punktweise
konvergiert, aber nicht gleichmif8ig.
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1.7. Komplexe Zahlen

1.7.1. Definition. Versehen wir die additive Gruppe R? mit der sog.
komplezen Multiplikation

(1.7.1) (z,y) (', y") = (za’ — yy', zy’ + ya'),

so rechnet man leicht nach, dafl hierdurch ein Korper C definiert wird, der
Korper der komplexen Zahlen.

Die reellen Zahlen lassen sich mittels 2 — (x,0) isomorph in C einbetten,
d.h. die Einbettung ist injektiv, additiv und multiplikativ.

1.7.2. Bemerkung. Definieren wir die imagindre Einheit i = (0,1),
so gilt i? = (—1,0) = —1 und wir koénnen die Multiplikation zweier kom-
plexer Zahlen z = (z,y),2" = (2/,y') auf die Multiplikation reeller Zahlen
zuriickfithren, indem wir z = x + iy schreiben und formal multiplizieren

27 = (x +iy)(2 +iy) = x2’ +iya’ +iy'z + iyy
(1.7.2) = (v’ —yy') +i(z'y + y'z)
= (22’ —yy', 2"y + y'z)

1.7.3. Definition. Sei z = x + iy, so bezeichnen wir
(i) z als Realteil und y als Imagindrteil von z, in Zeichen,
z = Rez, y=Imz.
(ii) Der Betrag von z ist definiert als |z| = /22 + y2.
(ili) zZ =« — iy nennen wir die zu z konjugiert kompleze Zahl.

(iv) Sei E eine beliebige Menge und f : E — C eine komplexwertige Funk-
tion, so definieren wir Real- und Imagindrteil von f, in Zeichen, Re f
bzw. Im f

Ref: F = R, Imf: E—R,
durch

Re f(z) =Re(f(z)),  Im f(z) =Im(f(z)).
1.7.4. Bemerkung.

(i) C ist ein metrischer Raum versehen mit der Metrik von R?.
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(ii) Jede komplexe Zahl z # 0 148t sich in der Form
z = |z|(cos ¢ + isin ), 0 < ¢ < 2m,

schreiben. ¢ heifit Argument von z, in Zeichen, ¢ = argz, siche Zif-
fer 3.6.26 auf Seite 202.

Y

(iii) Fassen wir die Bildung der konjugiert komplexen Zahl als Abbildung
von C in sich auf, so ist diese Abbildung additiv, multiplikativ und
idempotent, d.h.

ZH+w=z+w, 2zZwW=zw,

l
Il
N

(iv) Fiir den Betrag gilt
|2]> = [Re z|? + |Tm z|?

und
2l =|2l,  |2I* =2z
(v) Sei z #0, so ist B
. Z
SENEE

1.7.5. Wenn eine Aussage sowohl fiir den Korper R als auch C gelten soll,
z.B. in ,Sei F ein Vektorraum iiber R oder iiber C ...“  so kiirzen wir dies
mit dem Symbol K ab, das sowohl den Korper R als auch C reprisentiert,

d.h. das Beispiel kann jetzt so formuliert werden ,,Sei E ein Vektorraum iiber
K...«

1.7.6. Bemerkung. (i) Die Definition einer Norm in einem komplexen
Vektorraum ist identisch mit der in Definition 1.4.3 gegebenen im Falle eines
reellen Vektorraums, d.h. wir kénnen in Definition 1.4.3 iiberall R durch K
ersetzen.

(ii) Lediglich die Definition eines Skalarprodukts miissen wir modifizieren,
wenn wir verlangen, dafl die quadratische Form (x, ) positiv definit sein soll,
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also insbesondere reell, denn offensichtlich kann die quadratische Form einer
komplexen Bilinearform nicht reell sein, es sei denn, sie ist identisch 0.

Wir werden die Definition so formulieren, dafl sie sowohl in reellen als
auch komplexen Vektorrdumen gilt.

1.7.7. Definition. Sei E ein Vektorraum iiber K. E heifit Skalarpro-
duktraum, falls eine Abbildung (-,-) : E x F — K existiert, die folgende
Bedingungen erfiillt

(i) (-, y) ist linear fiir alle y € E.

(i) (z,9) = (y,2)
(iii) (x,z) >0 Va#0 (Positive Definitheit)

Wir nennen die Abbildung (-, ) Skalarprodukt oder auch inneres Produkt.

Beziiglich eines Skalarprodukts definieren wir eine (Skalarprodukt) Norm
auf £

(1.7.3) ]| = (,z)7.

||-|| ist eine Abbildung von £ — R, die den Gesetzen von Definition 1.4.3
geniigt.

1.7.8. Bemerkung. 1. Aus (ii) folgt, dal die quadratische Form (z,z)
immer reell ist, so daf§ die Bedingung (iii) sinnvoll ist.

2. Ist K =R, so besagt (ii), dal das Skalarprodukt symmetrisch ist, d.h.
die neue Definition stimmt in diesem Fall mit der alten tiberein.

3. Ist K = C, so bezeichnen wir das Verhalten, das in Bedingung (ii)
zum Ausdruck kommt, als hermitesch und wir nennen eine Abbildung, die
(i) und (ii) geniigt, eine hermitesche Sesquilinearform'. In einem komple-
xen Vektorraum ist somit ein Skalarprodukt eine positiv definite hermitesche
Sesquilinearform.

1.7.9. Beispiele. (i) K" = {(z'): 2' € K,1 < i < n} ist ein Skalarpro-
duktraum mit dem kanonischen Skalarprodukt

n
(1.7.4) (@), (y") =) _a'y’
i=1
(ii) Den bereits frither definierten Folgenraum Il kénnen wir jetzt auch

iiber K definieren

1Eine Form (,+), die im ersten Argument linear und im zweiten semilinear ist, d.h.
(z, \y + pz) = XMz, y) + iz, z) heiBt Sesquilinearform.
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(1.7.5) by =1(K) = {(z:): 2, €K, Y _|mi|* < o0}
ieN
mit dem Skalarprodukt
(1.7.6) ((z2), (wi)) = Z%E
ieN
1.7.10. Proposition. Sei E ein Skalarproduktraum tber K, so gilt

(i) die binomische Formel

(L.7.7) lz +yl1* = ll2]® + Iy + 2 Re(z, y),

(ii) 4m Falle K = C die Polarisationsformel

Ao, y) =llz +y)* = [lz — y]*
(1.7.8) T
+illz +ayl|” = dflz —ay”.

Beweis. Ubungsaufgabe.

Diese Relationen gelten natiirlich auch fiir nicht definite Formen, so dafl
wir folgendes Corollar erhalten

1.7.11. Corollar. Sei E ein Vektorraum iiber K, so ist im reellen Fal-
le eine symmetrische Bilinearform und im komplexen Fualle eine hermite-
sche Sesquilinearform wollstindig durch die zugehdrige quadratische Form
bestimmdt.

1.7.12. Proposition. Sei E ein normierter Raum tber K. Dann rihrt
die Norm genau dann von einem Skalarprodukt her, wenn die sog. Parallelo-
grammgleichung

(1.7.9) 2(Jlz)1* + [lyl1?) = llz +ylI* + ll= — yII?
erfillt ist.
Beweis. Wenn die Norm eine Skalarproduktnorm ist, dann gilt die Par-
allelogrammgleichung, wie man durch Nachrechnen sofort sieht.
Den Beweis der anderen Richtung, fithren wir in mehreren Schritten.
1.K=R

Wenn FE ein reeller Vektorraum ist, so definieren wir das Skalarprodukt
als

(1.7.10) (@,y) =5 (e + I = ll=l* = llyll*)

1
2
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vgl. (1.7.7). Aus der Definition folgt unmittelbar, da$ (-, -) positiv definit und
symmetrisch ist, so da wir nur noch die Linearitéit nachweisen miissen.

(i) (-,-) ist additiv.

Seien x,y,z € E, dann soll gelten
(1.7.11) @+ y,2) = (2,2) + (. 2).

Man iiberzeugt sich leicht, dafl diese Relation dquivalent ist zu der Iden-
titéat

lz+y + 2l* =z + ylI* + |z + 2[* + [ly + =]
(1.7.12) , , ,
ol Ed el 7] | 1

die wir unter mehrmaliger Benutzung der Parallelogrammgleichung herleiten
werden.

Es gilt
2 +y +2l° + ly + 2 = z|* = 2(lly + 21> + [|2?),
(1.7.13) Iz +y+ 217 + |+ 2 — yl? = 2(|lz + 211 + [ly]?),
2 +y +2l° + |z +y — 2> = 2(l« + ylI” + 12]%),
sowie
(1714 e =z +yl? + ly + 2z — =lI* = 2|l — 2[I* + [ly[I*),

lz+y+ 27 + llo+ 2z = yl* = 2z + 21> + [ly]1?).

Addieren wir jetzt die Gleichungen in (1.7.13) und vereinfachen das Er-
gebnis unter Beriicksichtigung von (1.7.14), so erhalten wir (1.7.12).

(ii) (Az,y) = Mz,y) VAER
Aus der Additivitdt erhalten wir durch Induktion nach n
(1.7.15) n{z,y) = (nz,y) VneN.

Sei m € N*| so schlieflen wir weiter

(1.7.16) n{x,y) = n(m%x, y) = m(%x,y),

d.h. (ii) gilt fiir alle rationalen A und damit auch fiir alle reellen, denn jede
reelle Zahl 148t sich durch rationale Zahlen approximieren und beide Seiten
der Gleichung in (ii) konvergieren bei diesem Proze8.

22.K=C

Wenn E ein komplexer Vektorraum ist, so kénnen wir ihn natiirlich auch
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als reellen Vektorraum auffassen und erhalten die Existenz eines reellen Ska-
larprodukts (-, -}, , das die Norm induziert. Wir definieren dann das komplexe
Skalarprodukt durch

(1.7.17) (,y) = (x,y), +i{x,iy),.

Man rechnet leicht nach, dafl hierdurch eine hermitesche Sesquilinearform
definiert ist mit

(1.7.18) (x,x) = (x,x), +i(x,ix), = (z,2),,
denn
. 1 . .
(@ i), = 5 (Il +a)* — |l=]* = [li]]?)
(1.7.19)
e

1.7.13. Aufgaben.

1 Beweisen Sie, daf} es zu jedem z € C\(—o0, 0] genau eine komplexe Zahl
w gibt mit w? = 2z und Rew > 0. Man nennt w den Hauptteil der Wurzel
von z und schreibt w = /.

2 Bestimmen Sie v/i. Welche weiteren Losungen besitzt die Gleichung w? =
i?

3 Fiir z € C\(—00, 0] gilt

Vz =+/(]z| + Re 2)/2 + isign(Im 2)\/(|z| — Re 2)/2,

1, a>0,
signa =
-1, a<0.

Wir nennen sign a das Signum von a.

wobel

4 Man beweise Proposition 1.7.10.



KAPITEL 2

Stetigkeit

2.1. Topologische Grundbegriffe

In diesem Abschnitt betrachten wir einen metrischen Raum (E,d) und
wollen die Begriffe offene und abgeschlossene Menge, Hdufungspunkt einer
Menge und Randpunkt einfithren.

2.1.1. Definition. Sei (F,d) ein metrischer Raum, r > 0 und z( € E,
dann definieren wir
(i) die offene Kugel um xo mit Radius r

(2.1.1) B.(xg) ={xz € E: d(xp,z) <7},

(ii) die abgeschlossene Kugel um zy mit Radius r

(2.1.2) B, (zg) ={z € E: d(zg,z) <r},

(iii) die Sphére um xo mit Radius r

(2.1.3) Sp(xo) ={z € E: d(xg,z) =1}

2.1.2. Definition. (i) A C FE heifit offen, falls

(2.1.4) ¥, 3, Bi@)cA

Die Menge aller offenen Teilmengen von E bezeichnen wir mit O. Wir nennen
O auch die Topologie von E.

(ii) A C E heifit abgeschlossen, falls CA = E\A offen ist. Die Menge aller
abgeschlossenen Teilmengen von F bezeichnen wir mit J.

(iii) Sei z € E, U C E heiit Umgebung von z, falls eine Kugel B,(z)
existiert, so dafl

(2.1.5) B,(z) C U.

Die Menge aller Umgebungen von z bezeichnen wir mit U(z) und nennen sie
den Umgebungsfilter von x.

101
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2.1.3. Bemerkung.

1. Der ganze Raum F und die leere Menge ) sind sowohl offen als auch
abgeschlossen.

2. Jede Kugel B,.(z) in einem metrischen Raum ist offen und jede abge-
schlossene Kugel B,.(z) abgeschlossen.

3. Sei £ = R" und U = B,(x¢) U {a}. Dann ist U Umgebung fiir alle
x € By(z0), aber keine Umgebung fiir a.

4. Das Intervall [a,b) ist weder offen noch abgeschlossen in R.
5. Endliche Mengen sind in jedem metrischen Raum abgeschlossen.

6. Sei E ein metrischer Raum mit der diskreten Metrik versehen, vgl.
Beispiel 2 von Beispiele 1.4.2 auf Seite 75, so ist jede Teilmenge offen
und damit auch abgeschlossen.

7. Eine Sphére S, (x¢) in einem metrischen Raum ist abgeschlossen.
Beweis. Ubungsaufgabe.

2.1.4. Proposition. Sei A C E, dann gilt

(2.1.6) Ac0 <<= Vv 3 zeGANGCA
€A GeO

Beweis. Ubungsaufgabe.

2.1.5. Proposition. Vereinigungen und Durchschnitte offener bzw. ab-
geschlossener Mengen gentigen folgenden Regeln

(i) Sei (A;)ier, Ai € O, eine Familie von offenen Mengen, so ist

J4ieo.

iel

(ii) Seien A; € 0,i=1,...,n, so ist

n
(4 €o.
i=1
(ili) Sei (Aj)ier, A; € F, eine Familie von abgeschlossenen Mengen, so ist

(Aie7.

el
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(iv) Seien A; € F,i=1,...,n, so ist
UAZ e .
i=1

Beweis. (i) und (ii) sind Ubungsaufgaben.
(iii) und (iv) folgen aus (i) bzw. (ii) durch Komplementbildung. O

2.1.6. Definition. Eine Familie (U;);c; von Umgebungen eines Punktes
x € E heifit Umgebungsbasis von x, falls

(2.1.7) W E' U, cU.
Uel(z) i€l

2.1.7. Beispiel. Die Folge der Kugeln (Bi(x))nen+ bildet eine Umge-

bungsbasis von x oder allgemein (B, (x)) fiir jgde Nullfolge (€y,), 0 < €.
2.1.8. Definition. Sei £ ein metrischer Raum und A C E. Wir definieren
dann

(i) z € A heifit innerer Punkt von A, falls A € U(z). Die Menge aller
innerer Punkte von A nennen wir das Innere von A, in Zeichen

o

A ={x € A: x innerer Punkt }.
Gelegentlich kiirzen wir das Innere von A auch mit int(A) ab.
(ii) = € FE heiBt Berihrpunkt von A, falls
UNA#D VYU eU).

Die Menge aller Beriithrpunkte von A bezeichnen wir als abgeschlossene
Hiille oder auch Abschluf$ von A und schreiben dafiir

A = {z € E: z Beriihrpunkt von A }.
Manchmal verwenden wir auch das Symbol cl(A).

(iii) = € E heiit Randpunkt von A, falls in jeder Umgebung von = Punkte
aus A und CA liegen. Die Menge aller Randpunkte von A nennen wir
den Rand von A, in Zeichen, 0A.
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. QY
In der nebenstehenden Graphik

ist x ein innerer Punkt und y ein
@ Randpunkt der Menge A.

2.1.9. Proposition. Wir kénnen das Innere einer Menge A C E folgen-
dermafSen beschreiben

(2.1.8) A={zeA: 3, Bile)c A
bzw.
(2.1.9) X:U{G:GeOAGcA},

[e]
d.h. A ist die grofite offene Menge, die in A enthalten ist.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Definition.

Hieraus schlieen wir auch weiter, da A € O, denn nach (2.1.8) ist

(2.1.10) A= Byw(a)

o
z€A

und somit offen nach Proposition 2.1.5, (i), d.h. A ist in der rechten Seite
von (2.1.9) enthalten.
Ist andererseits G C A offen, so ist A Umgebung fiir alle z € G und somit

o
G C A. Damit ist auch die zweite Behauptung bewiesen. |



2.1. Topologische Grundbegriffe 105

2.1.10. Proposition. Seien A, B C E, so gilt

(2.1.11) AcB — ACB
und
(2.1.12) int(AN B) = AN B.

Beweis. Die erste Behauptung ist klar.
Die zweite Behauptung 146t sich ebenfalls leicht herleiten, denn aus der

ersten folgt einmal die Inklusion int(ANB) C AN B.
Ferner ist A N B eine offene Menge, die in AN B enthalten ist und damit
auch im Inneren von AN B, vgl. (2.1.9). O

2.1.11. Proposition. Seien A, B C E, so gilt

(2.1.13) AcB = ACB
und
(2.1.14) A=({F:FeF A ACF},

d.h. A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthiilt.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition.

Zum Beweis der zweiten Behauptung halten wir zunéchst fest, da F = F,
falls F' abgeschlossen. Zusammen mit (2.1.13) folgt hieraus, da A in der
rechten Seite von (2.1.14) enthalten ist.

Andererseits ist A abgeschlossen, denn sei € CA, so gibt es eine offene
Umgebung U von z, so dal U N A = (). Da eine offene Menge Umgebung ist
fiir alle ihre Elemente, heifit das U C [A; somit ist CA offen.

Aus der Abgeschlossenheit von A schlieBen wir aber, daf die rechte Seite
von (2.1.14) in A enthalten ist. Damit ist alles bewiesen. O

2.1.12. Proposition. Seien A, B C E, so gilt

(2.1.15) CA = int(CA)
und
(2.1.16) AUB=AUB.

Beweis. Wir zeigen wieder die wechselseitige Inklusion der jeweiligen
Mengen.

1. CA c int(CA).

CA ist offen und Teilmenge von CA und somit auch Teilmenge von int(CA).



106 2. Stetigkeit

2. int(CA) c CA.

int(CA) ist offen und somit Umgebung fiir alle seine Elemente; ferner gilt
int(CA) N A = (), woraus die Inklusion folgt.

3. AUBC AUB.

Folgt aus Proposition 2.1.11, da die Vereinigung zweier abgeschlossener
Mengen wieder abgeschlossenen ist, vgl. Proposition 2.1.5, (iv).

4. AUB C AUB.

Aus (2.1.13) erhalten wir, daB A, B C AU B. O

2.1.13. Beispiele.

1. Sei A =[a,b) CR, soist

o

A= (a,b), A=][a,b], OA={a,b}.

2. Sei A = B, (x0) U{a} CR", r < |a — x|, so ist

o

A = B.(x9), A= B.(x0)U{a}, 9A=S5.(x0)U {a}.
3. Sei E ein beliebiger metrischer Raum und A C F, so gilt
A =804, A=AUdA, E=AUint(CA)UIA.
4. Sei A C R™ endlich, so ist
A=A=0A.
5. Sei E ein Raum mit diskreter Metrik und A C E, so ist

o

A=A=A und 0A=0.

2.1.14. Definition. Sei F ein metrischer Raum und A, B C E. Wir
definieren als Distanz von A und B

(2.1.17) d(A, B) = dist(A, B) = inf{d(z,y): v € A,y € B}.
Ist A = {z}, so schreiben wir d(z, B) anstelle von d({z}, B).
2.1.15. Definition. = € F heifit Hiufungspunkt (HP) von A, falls

(2.1.18) (U{z})NA#0 VU eU).

Jeder Héufungspunkt ist also insbesondere ein Beriihrpunkt.
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2.1.16. Bemerkung. Sei A = {x,: n € N} C E, so miissen wir zwi-
schen den Hiufungspunkten von A und den Hiufungspunkten der Folge ()
unterscheiden. Jeder Haufungspunkt von A ist Haufungspunkt der Folge, aber
nicht umgekehrt, z.B. wenn die Folge stationér ist, d.h. z, = a V n.

2.1.17. Beispiele.

1. Sei B,(zg) C R™, so ist B,(xg) gleich der Menge der HP.

2. Sei A ={z,:n €N} CFE und gelte z,, — a ¢ A, so ist a HP von A
und A = AU {a}. Letzteres gilt auch ohne die Annahme a ¢ A.

3. Betrachte Q C R, so ist jede reelle Zahl HP von Q und von R\Q.

2.1.18. Definition. Seien A, B C E. Wir sagen B liegt dicht beziiglich
A, falls A C B, und B liegt dicht in F, falls £ = B.

2.1.19. Beispiel. Q = R oder allgemeiner Q" = R™.

Teilrdume

2.1.20. Definition. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (F, d)
ist ebenfalls ein metrischer Raum, wenn wir die Metrik auf A x A ein-
schrinken. Die so definierte Metrik auf A heiflt induzierte Metrik. A, mit
der induzierten Metrik versehen, bezeichnen wir als Teilraum.

Die beziiglich der induzierten Metrik offenen Mengen von A nennen wir
auch relativ offen und die entsprechende Topologie, O 4, auch Relativtopologie.

2.1.21. Proposition. Fassen wir A C E als Teilraum auf, so lassen sich
die relativ offenen Mengen darstellen als

(2.1.19) 04={GNA:Ge0O}.
Beweis. Bezeichnen wir die Kugeln in A mit B,.(a:), so ist fir x € A
(2.1.20) B,(z) = B.(z) N A.

Sei nun G € 04, so kénnen wir G als Vereinigung von offenen Kugeln
darstellen und schliefen

G= Biw@) = | (Brw (@) A)

weé weé

=AnN U (Br(z)(m))v

ze@
daher ist die linke Seite von (2.1.19) in der rechten enthalten.

(2.1.21)
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Zum Beweis der umgekehrten Richtung verwenden wir den gleichen
Schluf}, nur daf§ wir jetzt jedes G € O als Vereinigung von Kugeln schrei-
ben. |

Als unmittelbares Corollar erhalten wir

2.1.22. Corollar. U C A ist genau dann relative Umgebung eines Punk-
tes x € A, wenn eine Umgebung U € U(x) existiert, so dafl

(2.1.22) U=UnA.

Beweis. Ubungsaufgabe.

Allgemeine topologische Riume

2.1.23. In metrischen Rdumen F haben wir offene Mengen definiert und
gesehen, dafl die Menge O aller offenen Mengen aus F folgende Bedingungen
erfiillt

(01) 0,E€0

(Og) A4;€0 Viel = [J4Ai€oO
iel

(O3) Ay,..., A, €0 = ﬂAieO

=1

Diese Eigenschaften kann man als Definition fiir einen sog. topologischen
Raum nehmen.

2.1.24. Definition. Eine Menge F heifit topologischer Raum, falls ein
System von Teilmengen O existiert, das den Bedingungen O, O3 und Oz
geniigt. Die Mengen A € O heiflen offen und O selbst bezeichnen wir als die
Topologie von E.

Mittels der Topologie kénnen wir Umgebungen eines Punktes x € E de-
finieren.
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2.1.25. Definition. Eine Menge U € F heifit Umgebung des Punktes x,
falls eine offene Menge A existiert, so dafl

(2.1.23) xeAcCU.
Das System aller Umgebungen von z nennen wir den Umgebungsfilter von
z, in Zeichen, U(x).

E heifit Hausdorffscher Raum, falls zwei beliebige Punkte x,y € F, x # y,
immer disjunkte Umgebungen besitzen, d.h.
2.1.24 = 3 E| unv =40.
( ) v ;é 4 UelU(z) VEU(y)

Im Gegensatz zu metrischen Raumen ist diese Trennungseigenschaft nicht
selbstverstéandlich.
2.1.26. Beispiele.
1. Jeder metrische Raum ist ein Hausdorffscher topologischer Raum.
2. Im R™ setze
O0={B.-(0): r>1}U{0} U{R"},
so definiert O eine nicht-hausdorffsche Topologie.
3. Sei E # () und O = P(E), dann stimmt die Topologie mit der von der

diskreten Metrik erzeugten iiberein.

2.1.27. Definition (Relativtopologie). Ist (E, Q) ein topologischer Raum
und A C F, so definieren wir auf A die von O induzierte Topologie, auch Re-
lativtopologie genannt, durch

(2.1.25) 04={ANG:Ge0O}.

2.1.28. Bemerkung. Ist F ein metrischer Raum und A C F, so stimmt
nach Proposition 2.1.21 die induzierte Topologie mit der von der induzierten
Metrik erzeugten iiberein.

2.1.29. Aufgaben.

1 Man beweise Bemerkung 2.1.3 und Proposition 2.1.4.

2 Man beweise die beiden ersten Aussagen von Proposition 2.1.5.
3 Man verifiziere die Behauptungen in Beispiele 2.1.13.

4 Man beweise Corollar 2.1.22.

5 Es gelten folgene Behauptungen
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(i) Sei A eine offene Teilmenge eines metrischen Raumes F, dann gilt
fiir jede Teilmenge B C E
ANBCANB.

(ii) Es gibt offene Mengen A, B C R, so daf die vier Mengen AN B,
ANDB, AN B und AN B alle verschieden sind.

(iii) Es gibt Intervalle A, B C R, so da8}
ANB¢ ANB

6 Man zeige, daB Q" = R™.

2.2. Stetige Abbildungen

Seien F, E’ metrische Riume und f : £ — E’ eine Abbildung. Aus der
Schule kennen Sie vielleicht eine moégliche Definition fiir die Stetigkeit von f
im Punkte x, ndmlich,

(2.2.1) T, = f(zn) = f(z).

Diese Definition 148t sich allerdings nicht direkt auf topologische Riume
iibertragen, da im allgemeinen keine abzéhlbaren Umgebungsbasen existie-
ren. Eine bessere Definiton, die sowohl in metrischen als auch in allgemeinen
topologischen Raumen gilt, ist folgende—wir formulieren sie gleichwohl nur
fiir metrische Réume—

2.2.1. Definition. Seien E, EF’ metrische Riume und f : F — F’ eine
Abbildung. f heif3t stetig in xo € F, falls

2.2.2 v 3 Uv)cu’
(222) U’€U(f(z0)) UeU(o) uty

f heifdt stetig in F, falls f in jedem Punkt von FE stetig ist.
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Bevor wir die verschiedenen dquivalenten Formulierungen fiir Stetigkeit
zeigen, mochten wir folgende Vereinbarung treffen

2.2.2. Vereinbarung. Die Metriken in den metrischen Riumen E, E’
sind natiirlich verschieden und miiten auch mit verschiedenen Symbolen d, d’
bezeichnet werden, doch wollen wir iibereinkommen, die Metriken immer nur
mit dem Symbol d abzukiirzen. Sind F, E’ normierte Riume, so verwenden
wir entsprechend das Zeichen ||-|| fiir die Normen in beiden Réaumen.

2.2.3. Proposition. Seien E, E' metrische Riume und f : E — E’ eine
Abbildung. Dann sind dquivalent

() f stetig in

(ii) U,Eu(vf(wo)) f7HU") € U(xo)

(iii) Yo 3, [(Bs(zo) € Be(f(x0))
(iv) LYo fan) = flxo)

Ferner gilt
tetig in E vV fHA)eo
(v) f stetig in = A'eo'f (A e

Beweis. ,,(i) = (ii)“ Sei U’ € U(f(xp)), dann existiert U € U(zp), so
daB8 f(U) c U’ und daher gilt U C f=1(U").

s(il) = (ili)* Sei € > 0, so existiert & > 0, so daBl Bs(xo) C

F7H(Be(f(w0))) oder f(Bs(xo)) C Be(f(x0))-
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»(iil) = (iv)* Seien z, — x¢ und € > 0 gegeben, wihle § > 0, so dafl
f(Bs(xzo)) C Be(f(x0)). Dann liegen f.a. z,, in Bs(zg) und somit auch f.a.

f(zn) in Be(f(20)).
,(iv) = (1) Widerspruchsbeweis; Ubungsaufgabe.

S(v), =“ Sei A’ € O und g € A = f~1(A). Aus (ii) schlieen wir
dann, dal A € U(xg), d.h. es existiert eine Kugel B.(zp) C A, woraus die
Offenheit von A folgt.

»(v), <=“ Seixo € E beliebig und U’ € U(f(xo)). Dann existiert eine
offene Menge A’ mit f(zo) € A’ C U’, und wir folgern, dafl A = f~1(A’) eine
offene Umgebung von z ist, deren Bild in A’ enthalten ist. |

2.2.4. Bemerkung. Die Aussage in Proposition 2.2.3, (iii) 148t sich auch
anders formulieren, ndmlich: Eine Abbildung f : E — E’ ist genau dann
stetig in zg € E, falls

(2.2.3) EZ’O 630 d(zo,z) <6 = d(f(x0), f(z)) <e.

2.2.5. Beispiel. Die Abbildung f : R — R, f(z) = 22, ist stetig, denn
sel kg € R, e > 0 und |y| < 1, so ist

(2.2.4) |f(zo +y) = f(@o)| = |ylly + 2z0| <,

falls |y| < T

2.2.6. Proposition (Komposition von stetigen Abbildungen). Sei f :
E — E' stetig in xo und g : E' — E" stetig in f(xo), so ist go f stetig in xq.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung in Proposition 2.2.3, (ii).
Sei U"” eine Umgebung von g(f(zo)), dann gilt

(2.2.5) (go /)7HU") = fog H(U") = fTH g™ (U")).
Wir wenden nun Proposition 2.2.3, (ii), zweimal an. O
2.2.7. Proposition. Sei F' ein Teilraum von E mit der induzierten Me-
trik versehen, dann gilt
(i) Die natiirliche Einbettung jp : F' — E ist stetig.
(ii) Sei f: E — E' stetig in xo € I, s0 ist die Restriktion f|,. stetig in xo.
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Beweis. (i) Sei A € O, dann ist
(2.2.6) jpt(A)=ANF € Op,
woraus die Behauptung nach Proposition 2.2.3, (v), folgt.
(ii) Wir schreiben f|, = fojr und wenden dann Proposition 2.2.6 an. [

2.2.8. Definition (gleichméiflige Stetigkeit). Seien E, E’ metrische Riu-
me. Eine Abbildung f : E — E’ heift gleichmdfig stetig, falls

(2.2.7) eio 620 d(z,y) <d = d(f(z), f(y)) <e.

Wenn wir diese Definition mit der Bedingung (2.2.3) vergleichen, sehen
wir, daf bei gleichméBiger Stetigkeit die Wahl von § nur von € abhéingt, aber
nicht von den Argumenten.

Insbesondere ist jede gleichméfig stetige Funktion stetig, aber nicht um-
gekehrt, wie das Beispiel 2.2.5 lehrt: Die rechte Seite der Gleichung (2.2.4)
wird bei festem y beliebig grof, wenn |zo| wichst.

Wir werden jedoch spéter sehen, dafl auf abgeschlossenen und beschrink-
ten Intervallen jede stetige Funktion gleichméfig stetig ist.

2.2.9. Proposition. Sind f : E — E' und g : E' — E" gleichmifig
stetige Abbildungen, so ist auch go f gleichmdfig stetig.

Beweis. Ubungsaufgabe.
2.2.10. Definition. Seien (E, ), (E’, Q) topologische Réume. Eine Ab-
bildung f : F — E’ heiit Homdomorphismus, falls
(i) f bijektiv ist und
(ii) f, f~! stetig sind.
Die Réume E, E’ heiflen dann homdomorph.
2.2.11. Seien F, E’ homdomorphe Réume und f : E — E’ ein Homéo-
morphismus, so gilt
(2.2.8) A0 = [f(A)e0.
Aus diesem Grund kénnen wir eine topologische Aussage in E mittels
des Homdomorphismus in eine topologische Aussage in E’ transformieren

und umgekehrt. Unter rein topologischen Gesichtspunkten lassen sich daher
homoéomorphe Raume identifizieren.
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2.2.12. Beispiele. (i) Sei E = E' = R mit der kanonischen Metrik
versehen und f : R — R die Abbildung f(z) = 22, so ist f ein Homdomor-
phismus.

(ii) Der Logarithmus ist ein Homéomorphismus von R*% — R.

2.2.13. Proposition. Sind f : E — E' und g : E' — E"” Homdomor-
phismen, so auch h =go f.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Proposition 2.2.6 und der Relation
hfl _ ffl ngl. O

2.2.14. Definition (Isometrie). Seien E, E’ metrische Rdume und f :
E — FE’ eine bijektive Abbildung. f heifit Isometrie, falls

(2.2.9) d(f(x), f(y)) =d(z,y)  Va,yek.

Jede Isometrie ist ein Homéomorphismus.

2.2.15. Bemerkung. Sei F ein metrischer Raum und E’ eine beliebige
Menge, die gleichméchtig zu FE is,. dann kann jede Bijektion f : F — E’ auf
E’ eine Metrik d’' erzeugen durch die Festsetzung

(2.2.10) d'(u,v) =d(f'(u), f'(v)) VYuveFE

f~1ist in der durch f erzeugten Metrik eine Isometrie und damit natiirlich
auch f selbst, denn die Inverse einer Isometrie ist wieder eine Isometrie.

Die erweiterte reelle Achse R

2.2.16. Die Abbildung f: R — (=1,1), f(z) = 7> st eine Bijektion.

Thre Inverse f~1 = g ist gegeben durch g(z) = %m fiir |x| < 1. Wenn sich
x den Intervallgrenzen néhert, lduft g nach co bzw. —oo. Bezeichnen wir mit

I das abgeschlossene Intervall [~1,1] und mit R die erweiterte reelle Achse,
die definiert ist durch

R=R U {oo0} U{—o00},

so konnen wir f zu einer Bijektion von R auf I fortsetzen, indem wir f(oco) =
1 und f(—o0) = —1 definieren. Da I, mit der iiblichen Metrik || versehen,

ein metrischer Raum ist, kénnen wir mittels f auf R eine Metrik d erzeugen

(2.2.11) do(z,y) = |f(z) = fY)I.
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Wir wollen auf R immer diese Metrik betrachten.

Die von djy auf R induzierte Metrik ist von der auf R kanonischen Metrik
verschieden, doch erzeugen beide die gleiche Topologie.

2.2.17. Proposition. (R,dy) und (R, |-|) sind homéomorph.

Beweis. Zum Beweis beachten wir, dafl f: R — (—1,1) ein Homdomor-
phismus ist, wenn wir beide Mengen mit der kanonischen Metrik versehen,
und g : ((—=1,1),]:]) = (R,do) eine Isometrie. Die Behauptung folgt dann
aus Proposition 2.2.13 und der Faktorisierung

(R, [

) (
(2.2.12) \ /
)

((_17 1)7 ||

id

R, do)

O

2.2.18. Proposition. Die Topologie von R lifit sich folgendermafen
beschreiben

(i) R ist offen in R.

(ii) Die offenen Mengen von R, die in R enthalten sind, sind die iblichen
offenen Mengen von R.

(iii) Die Intervalle (n,o0] = {2 €R:n < 2 < oo} und [~o0,—n) =
{z €R: —co <z < —n}, n €N, sind offen in R und bilden Umge-

bungsbasen von oo bzw. —o0.

Beweis. (i) f :R— I ist ein Homdomorphismus und somit ist R =
f71((=1,1)) offen.

(ii) Folgt aus Proposition 2.2.17.

(iii) Betrachten wir zunéchst Kugeln B, (c0) um den Punkt co mit Radius
0<r<i1

(2.2.13) B,(00) = {x €R: dy(o0,x) <1}
Fiir  # oo ist

(2.2.14) do(00, ) = | f(s0) — f(a)| = 1

T
L+ |z|’
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so daf die Forderung do (oo, x) < r #quivalent ist zu
x

2.2.15 1—-r< =
(22.15) r< o = @)
oder,dar <1,

1—r 1
(2.2.16) =f1-r)<ua.
T

Demnach ist fiir solche Werte von r
1—r

— 11—

(2.2.17) By(o0) = (—,00] ={zeR: — L <z <0}
T
Entsprechend kann man zeigen, daf§ fir 0 < r <1

1-— — 1-—-
(2.2.18) BT(—oo):[—oo,—Tr)z{a: €R: —co<a<——

).

Wenn r zwischen 0 und 1 variiert, bewegt sich I%T zwischen oo und 0.
Daher bilden die Umgebungen Ui(co) = (¢, 00] bzw. Up(—o0) = [—o0, —t),
0 <t < o0, Umgebungsbasen der Punkte oo bzw. —oo. O

2.2.19. Man muf sich daher von der Topologie 9 nur merken:
(i) Die Umgebungen von = € R sind (im wesentlichen) die iiblichen.
(ii) Ui(o0), Up(—00), 0 <t < 00, sind Umgebungsbasen von co bzw. —oo.

2.2.20. Bemerkung. Wir vereinbaren die Sprechweise, daf eine reelle

Folge (x,,) nach oo bzw. —oc konvergiert, wenn dies in R zutrifft.

2.2.21. Bemerkung. Wir definieren N= N U {00} und versehen N mit
der von R induzierten Metrik. Eine Folge (x,) in einem metrischen Raum
E ist eine Abbildung ¢ : N — E. Ist (z,,) konvergent, so setzen wir ¢ auf N

fort, indem wir ¢(0c0) = lim x,, definieren. Dann gilt

Sei ¢ :N— FE eine Abbildung, so ist die Folge z,, = ¢(n) genau dann
konvergent, wenn ¢ in oo stetig ist. Die Folge konvergiert dann nach (o).

Fortsetzbarkeit von gleichmdfig stetigen Abbildungen

2.2.22. Lemma. Sei E ein metrischer Raum. Fine Teilmenge A C E ist
genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (x,,) mit x, € A
gilt, daff limz, € A.
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Beweis. ,—“ Sei A € F und z,, € A, z, — a. Wire a € A € 0O,
so existierte eine Kugel B.(a) C (A, in der dann f.a. Folgenglieder liegen
miilten; Widerspruch.

»<=% Gelte jetzt limz, € A fiir alle konvergenten Folgen (x,) aus A.
Wir werden dann zeigen, da8 A = A und somit abgeschlossen ist, vgl. Pro-
position 2.1.11.

Sei a € A, dann liegt in jeder Kugel B1 (a) ein z,, € A, so daf a = lim x,,
und lim x,, € A nach Voraussetzung. ’ O

2.2.23. Lemma. Seien f,g stetige Abbildungen von E nach E’. Dann
st die Koinzidenzmenge

(2.2.19) A={z€E: f(z) =g(z)}

abgeschlossen.

Beweis. Nach Lemma 2.2.22 geniigt es zu zeigen, dafl der Limes einer
jeden konvergenten Folge aus A ebenfalls in A liegt.
Sei also x, — a, x, € A. Aus der Stetigkeit von f und g folgt dann

f(a) = lim f(x,) = lim g(x,) = g(a). U

2.2.24. Proposition. Seien f,g stetige Abbildungen von E nach E'.
Wenn dann f und g auf einer dichten Teilmenge von E dbereinstimmen,
soist f=g.

Beweis. Die Menge
(2.2.20) A={zeE: f(z)=g(x)}
ist abgeschlossen und soll andererseits dicht liegen, d.h. A = E. O

2.2.25. Theorem (stetige Fortsetzung). Sei A eine dichte Teilmenge
eines metrischen Raumes E und sei f eine auf beschrinkten Teilmengen
gleichmifig stetige Abbildung von A in einen vollstindigen metrischen Raum
E’. Dann besitzt f genau eine stetige Fortsetzung f E— FE. f ist ebenfalls
auf beschrinkten Teilmengen gleichmdfig stetig.

Beweis. (i) Fortsetzung heifit, daB f |» = f. Daher schliefen wir aus Pro-
position 2.2.24, daf} eine Fortsetzung, falls sie existiert, eindeutig bestimmt
ist.

(ii) Die Werte von f auf F\A sind durch die Forderung, f stetig, eindeutig
festgelegt, denn sei @ € E\A, dann gibt es eine Folge (z,) aus A, die nach a
konvergiert, so daf§

(2.2.21) f(a) = lim f(x,) = lim f(z,)
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gelten mufl, d.h. eine stetige Fortsetzung von [ existiert nur dann, wenn die
Bildfolge (f(xy)) einer konvergenten Folge (), ©n, € A, konvergiert.

Um dies nachweisen zu konnen, bendtigen wir die Voraussetzungen f
gleichmdfig stetig auf beschrinkten Teilmengen und E’ wollstindig, denn,
wir werden in dem nachfolgenden Lemma 2.2.28 beweisen, dafl das Bild einer
Cauchyfolge! unter einer gleichmiBig stetigen Abbildung wieder eine Cau-
chyfolge ist und daher—wegen der Vollstéindigkeit von E’—konvergiert.

(iii) Sei also @ € E\A und a = limz,, z, € A, so existiert lim f(z,).
Wenn wir zeigen kénnen, dafl der Limes unabhéngig ist von der Auswahl der
a approximierenden Folge, so wir durch die Festsetzung

. f(@), T €A,
(2.2.22) flx) =
lim f(z,), =¢cCA, z=Ilimz,, z,c A

eine Fortsetzung von f auf ganz E definiert.

Betrachte daher zwei Folgen (x,,), (y,,) aus A, die nach a € CA konvergie-
ren. Die Folgen sind beschrinkt, d.h. sie liegen in einer beschrankten Menge
B C A. Sei € > 0 beliebig, dann existiert wegen der gleichméfligen Stetigkeit
von f in B § > 0, so daf fiir alle z,y € B

(2.2.23) dey) <5 = d(f@). ) <e

d.h. es gilt d(f(zn), f(yn)) < € fiir alle n, die der Bedingung d(z,,y,) < ¢
geniigen; dies sind aber f.a. n, da limz,, = limy,. Folglich ist lim f(z,) =
lim /£ (yn)-

(iv) f ist auf beschrinkten Mengen gleichméfig stetig, denn sei B C
FE beschrinkt—o.B.d.A. diirfen wir annehmen, dafl B offen ist—und ¢ > 0
gegeben, so wihle § > 0, so daff (2.2.23) in AN B gilt.

Geniigen nun z,y € B der Abschiitzung d(z,y) < §, so existieren Folgen
(zn), (yn) aus A, die nach x bzw. y konvergieren, so da8 f.f.a. n gilt ,,,y, € B
und d(zn,yn) < d. Fir diese Werte von n ist daher d(f(x,), f(yn)) < €,

woraus im Limesfalle d(f(z), f(y)) < € folgt. O

2.2.26. Bemerkung. Ist in dem vorstehenden Theorem die Abbildung
[ in ganz A gleichmiBig stetig und nicht nur auf beschrinkten Mengen, so
ist auch die Fortsetzung f auf ganz F gleichmifig stetig.

2.2.27. Bemerkung. (i) Auf die Bedingung ,,f gleichmdfig stetig auf
beschrdinkten Mengen“ kann nicht verzichtet werden, wie das Beispiel

lBeachte, daf} jede Cauchyfolge beschrinkt ist.
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f:R*—=R
1

T~

z

lehrt.

(ii) Die Bedingung ,,E’ wvollstindig® ist ebenfalls notig—jedenfalls, wenn
die Fortsetzung F nach E’ abbilden soll—, betrachte z.B.
f:Q-Q

Tr— .

2.2.28. Lemma. Seien E,E’ metrische Riume und sei f : E — E' auf
beschrinkten Mengen gleichmdfSig stetig, dann ist das Bild jeder Cauchyfolge
wieder eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei (z,,) eine Cauchyfolge in E und sei € > 0. Da jede Cauchy-
folge beschriankt ist, existiert eine Kugel B, die alle Glieder der Cauchyfolge
enthélt. Wiahle § > 0, so dafl (2.2.23) fiir alle z,y € B gilt. Dann existiert
ng, so dafl

(2.2.24) Ad(Tp, Tm) <0 YV n,m > ng,
und somit nach (2.2.23)
(2.2.25) d(f(zy), fam)) <€ Y n,m > ng.

2.2.29. Aufgaben.
1 Sei E ein metrischer Raum und A C E. Man beweise, daf d(z, A) stetig
ist in E.
2 Man beweise Proposition 2.2.9.
3 Sei f: R — R eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft
f@+y)=fl)+fly) VzyeR,
dann gilt f(z) = Az mit einer reellen Zahl A.
4 Sei n — 1, eine Abzihlung der rationalen Zahlen im Intervall I = [0,1].
Fiir « € I definiere
A(x)={neN:r, <z}
und

flay="Y 27

neA(x)
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Dann ist die Einschrankung ¢ von f auf die Menge der irrationalen Zahlen
stetig; ¢ kann aber nicht als stetige Funktion auf ganz I fortgesetzt werden.

5 Definiere f : R — R durch
TRt
so ist f nur in 0 stetig.
6 Sei A:R™ — R™ linear, dann ist A stetig.
7 Seien E, E' metrische Riume und f : E — E’. Dann gilt

[ stetig <= f(A)cC f(A) VACE.

8 Seien (ay), (b,) Folgen in R. Wir erweitern dann die Definition von Limes
inferior und Limes superior, indem wir setzen lim a,, = —oo, falls zu jeder
natiirlichen Zahl k eine unendliche Teilmenge I, C N existiert, so dafl

an, < —k Vn el
und entsprechend lima,, = oo, falls zu jeder natiirlichen Zahl k eine un-
endliche Teilmenge [}, C N existiert, so dafl

an >k Vn el

Wir treffen folgende Vereinbarungen

(1) 00+ a =00 V —oo<a<oo
(2) —00+a = —00 V —oo<a<oo
O I e r——
(4) aoo = sign aoo VO0#a€eR
(5) = =0 VacR
00

(6) %:signaoo VO0#£a€eR

=, %7 0oo und oo — oo sind nicht definiert.

Es gelten dann folgende Limesbeziehungen
(i) T (an + by) < Tm ay + Tim by
(iii) lima, + limb,, < lim(a, + b,)
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(iv) an < b, = lima, <limb, A lima, <limb,

falls beide Seiten der Ungleichungen definiert sind, und es gilt ferner, falls
an,b, > 0 und beide Seiten wieder definiert sind

(v) lim(a,b,) < lima, limb,
(vi) lima, limb,, < lim(a,b,)
i)
)

(vii) lima, limb,, < lim(a,b,)

(viii) lim(2- -) = L

lim ap,

Ferner gilt fiir eine beliebige Folge a,, € R
lima, = —lim(—a,)

und
a=lima, =lima, <= a=Ilima,.

2.3. Kompaktheit

2.3.1. Definition. Ein metrischer Raum E heifit folgenkompakt, wenn
jede Folge (x,,) aus E einen Haufungspunkt besitzt. Eine Teilmenge A C E
heif}t folgenkompakt, wenn A als Teilraum folgenkompakt ist.

2.3.2. Bemerkung. Aquivalent zur obigen Definition ist die Forderung,
daBl jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzen soll, da jeder Haufungs-
punkt Limes einer Teilfolge ist, vgl. Proposition 1.4.10 auf Seite 78.

2.3.3. Proposition. Fin folgenkompakter Raum E ist vollstindig und
beschrinkt.

Beweis. (i) Die Vollstiandigkeit folgt aus der Tatsache, dafl eine Cauchy-
folge genau dann konvergiert, wenn sie einen Haufungspunkt besitzt.

(ii) Nach Definition 1.4.7, (vii), auf Seite 77, ist E beschrinkt, wenn

(2.3.1) diam F = sup d(z,y) < co.
z,yeE
Angenommen, E wéire unbeschriinkt, dann gibe es zu jedem n € N Paare
(Tn,yn) € E X E mit d(xn,yn) > n.
Wegen der Folgenkompaktheit kénnten wir konvergente Teilfolgen (., ),
(yn, ) auswéhlen, die wir gleich indizieren diirfen. Sei xy = limx,,,y0 =
lim yy,, , dann schliefen wir aus Lemma 1.6.6
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(2.3.2) ng < d(Tny, Yny) = d(20, Yo);
Widerspruch. O

2.3.4. Theorem (Heine-Borel). FEine Teilmenge A C R™ ist genau dann
folgenkompakt, wenn A abgeschlossen und beschrankt ist.

Beweis. ,—“ Sei A folgenkompakt, dann ist A beschrankt und voll-
stindig. Weiter ist A C R™ genau dann vollsténdig, wenn A abgeschlossen
ist (Ubungsaufgabe).

»,<=%“ Die umgekehrte Richtung folgt aus dem Satz von Bolzano-Weier-
straf}, Theorem 1.3.11: Sei (z1) eine Folge aus A, dann ist (xj) beschrénkt
und besitzt daher eine konvergente Teilfolge mit Limes a € R™. Wegen der
Abgeschlossenheit von A liegt aber a € A, vgl. Lemma 2.2.22. O

2.3.5. Proposition. Sei E folgenkompakt, dann gibt es zu jedem ¢ > 0
endlich viele x; € E;i=1,...,n, so daf

(2.3.3) E= LnJ Be(xs).

Beweis. Angenommen die Behauptung wére falsch, dann géibe es € > 0
und eine Folge (x,,) mit der Eigenschaft

(2.3.4) Ty & L_J Be(x;)

=0
fir n > 1, d.h.
(2.3.5) in jedem Bc(zy) liegen nur endlich viele Glieder der Folge,
denn gelte
(2.3.6) Tn,, € Be(xm,) VEkeN,

so wihle ny > m und n = ny, in (2.3.4); Widerspruch.

Wir werden jetzt aus (2.3.5) eine Widerspruch herleiten. Die Folge ()
besitzt einen Haufungspunkt a. Sei x,,, € Be(a) oder gleichbedeutend a €
B(%m), dann wire B¢ (z,,) eine Umgebung von a und es miiften unendlich
viele Folgenglieder in dieser Umgebung liegen; Widerspruch zu (2.3.5). O

2.3.6. Proposition. Sei E folgenkompakt und (U;)ic; eine beliebige
Uberdeckung von E mit offenen Mengen U;, dann iberdecken bereits end-
lich viele U;,, k = 1,...,n, E, d.h. zu jeder offenen Uberdeckung existiert
eine endliche Teiliberdeckung.
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Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und benutzen dabei das
Ergebnis aus Proposition 2.3.5.
Angenommen die Behauptung wiire falsch,

dann giibe es wegen Proposition 2.3.5 zu jedem n € N*

(2.3.7) eine Kugel mit Radius %, die in keinem U; enthalten
ist. Nennen wir die Kugeln B1 (yy,).

Eine Teilfolge (yn, ) der Mittelpunkte konvergierte dann wegen der Fol-
genkompaktheit nach einem Element vy, das in einem U;, liegen miifite. Da
U,, offen ist, gilt dann y,, € U, f.fa. k und damit auch B (y,,) C Ui,

’ILk

ffa. k, denn sei z € B (yn, ), so erhalten wir aus der Dreiecksungleichung
ng

d(yo, z) < d(2,Yn,,) + d(Yn,. > Yo)

(2.3.8)

1
< + d(ynkayO) — 0.
N

Aus dem gerade gefiihrten Beweis schlieflen wir noch

2.3.7. Corollar (Lebesguesche Zahl). Sei E ein folgenkompakter metri-
scher Raum und (U;)ier eine offene Uberdeckung, dann existiert eine Zahl
r > 0, so daf jede Kugel mit Radius r in mindestens einer Menge U; enthalten
ist. r heiffit Lebesgquesche Zahl.

Beweis. Wiire das Corollar falsch, so wire (2.3.7) richtig, was wir gerade
widerlegt haben. O

Die Eigenschaften folgenkompakter Rdume, die in Proposition 2.3.5 und
Proposition 2.3.6 zum Ausdruck kommen, heilen prikompakt bzw. kompakt.

2.3.8. Definition. (i) Ein metrischer Raum F heifit prikompakt, falls zu

jedem e > 0 endlich viele Punkte x; € E, i =1,...,n, existieren , so daf}
(2.3.9) E = Be(z).
i=1

(ii) Ein metrischer Raum E heiBt kompakt, falls jede offene Uberdeckung
von E eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

(iii) Teilmengen eines metrischen Raums heiflen prikompakt bzw. kom-
pakt, wenn sie als Teilrdume diese Eigenschaft haben.
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~ (iv) Eine Teilmenge A C E heifit A relativ kompakt, wenn der Abschluf}
A kompakt ist.

2.3.9. Bemerkung. Kompaktheit ist ein topologischer Begriff, Prikom-
paktheit nicht. Die Definition 2.3.8, (ii), gilt auch fiir allgemeine topologische
Réaume.

Wir wollen jetzt beweisen, dafl in metrischen Rdumen die Begriffe folgen-
kompakt und kompakt zusammenfallen.

2.3.10. Theorem. Sei E ein metrischer Raum, dann sind dquivalent
(i) E ist folgenkompakt.
(ii) E ist prikompakt und vollstindig.
(iii) E ist kompakt.

Beweis. (i) = (ii)* Dies folgt aus Proposition 2.3.3 und Proposi-
tion 2.3.5.

»(il) = (iil)* Wir benutzen, daf jeder Teilraum eines prikompakten
Raumes wieder priakompakt ist, vgl Lemma 2.3.11.

Sei nun (U;);er eine offene Uberdeckung von F und nehme an, daB keine
endliche Teiliiberdeckung existiert; wir werden dies zum Widerspruch fiithren,
indem wir induktiv eine geschachtelte Folge von Mengen A,, # () konstruieren

(2.3.10) Ani1 C A, diamA, <277 Vn

mit der Eigenschaft, dafl kein A,, von einer endlichen Teilfamilie der (U;);cr
iiberdeckt wird. Sei dann (y,,) eine Folge von Elementen y, € A,, so bilden
die y, wegen (2.3.10) eine Cauchyfolge. Sei yo = limy,, yo € U,,, so folgt
mit der Argumentation von (2.3.8), da§ A,, C U,, f.f.a. n; Widerspruch.

Konstruktion der Mengen A,

1. n = 1 Wenn keine endliche Teiliiberdeckung existiert, so gibt es eine
Kugel B; mit Radius r = 272, die nicht von einer endlichen Teilfamilie der
(Ui)ier iiberdeckt wird. Setze Ay = Bjy.

2. Sei A,, schon konstruiert fiir n > 1, so fassen wir A,, als Teilraum auf
und schlielen, daf} eine relative Kugel A, 11 C A, mit Radius r = 2~ (n+2)
existiert, die nicht von einer endlichen Teilfamilie der (U;);¢cr tiberdeckt wird.
Damit ist alles bewiesen.

,(iil) = (1)* Sei (z,) eine Folge in E. Wenn kein Haufungspunkt der
Folge existiert, dann besitzt jeder Punkt € E eine offene Umgebung U, in
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der nur endlich viele Folgenglieder liegen. Dies fiihrt zu einem Widerspruch,
da eine endliche Teiliiberdeckung der (U, ),cp existieren soll. O

2.3.11. Lemma. Sei E ein prikompakter Raum und A C E, dann ist
auch A prikompakt.

Beweis. Sei € > 0, dann existieren endlich viele Kugeln B (z;), i =
1,...,n, die FE iiberdecken und damit auch A. Nehmen wir 0.B.d.A. an, dafl
ANBc(z;) #0Vi. Seiy; € AN Be(x;), so folgt aus der Dreiecksungleichung
B(x;) C Bac(y;) und daher

i=1

]

2.3.12. Definition. Ein metrischer Raum E heifit separabel, wenn eine
h.a. dichte Teilmenge A C F existiert.

Wie aus Beispiel 2.1.19 ersichtlich, ist der R™ separabel.
2.3.13. Proposition. FEin prikompakter Raum ist separabel.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert zu jedem n € N* eine endliche
Teilmenge A,, C F, so daf3

(2.3.12) E= |J B:(),
yEA,

d.h. fiir ein beliebiges Element x € E ist

(2.3.13) d(z, An) < E (vgl. Definition 2.1.14).
n
Die Menge A = J,,cn- Ay ist dann h.a. und es gilt
1
(2.3.14) d(z, A) <d(z, A,) < - VezeFE, VneN,
d.h. d(x, A) = 0 oder gleichbedeutend A = E. O

2.3.14. Proposition. FEine stetige Abbildung f eines kompakten metri-
schen Raumes E in einen metrischen Raum E’ ist gleichmdifig stetig.
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Beweis. Angenommen die Behauptung wére falsch, dann géibe es € > 0
und Folgen (z,,), (y,) in E, so daB

(2.3.15) d(zy,yn) < % und € < d(f(zn), f(yn)) Vn.

Wir kénnten dann Teilfolgen (25, ), (Y, ) auswihlen, die nach xy bzw. yg
konvergieren und wiirden aus (2.3.15) und der Stetigkeit von f schlieflen

(2.3.16) d(zo,y0) =0 und e <d(f(zo), f(yo)) =0;
Widerspruch. O

2.3.15. Proposition.
(i) Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen.

(ii) Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt.

Beweis. ,,(i)“ Jede kompakte Teilmenge ist vollstéindig, wie wir in Theo-
rem 2.3.10 bewiesen haben, und folglich abgeschlossen.

»(11)“ Jede Teilmenge eines kompakten Raumes ist prikompakt nach
Lemma 2.3.11 und daher kompakt, wenn sie abgeschlossen und somit voll-
sténdig ist, vgl. Theorem 2.3.10. (]

2.3.16. Proposition. Seien FE,E’ metrische Riume, f : E — E’ stetig
und E kompakt, dann ist f(E) kompakt.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, da8 f surjektiv ist. Sei (U;);cr
eine offene Uberdeckung von E’. Dann ist (Vi)ier, Vi = f~1(U;), eine offene
Uberdeckung von E, vgl. Proposition 2.2.3, (v), und besitzt daher eine end-
liche Teiliiberdeckung (V;);cs, J C I endlich. Dann ist (U;);c eine endliche
Uberdeckung von E'. O

2.3.17. Theorem. Sei f : E — R stetig und E kompakt, dann gibt es
o, Yo € E, so dafl

(2.3.17) flwo) = inf f(z) und f(y) = sup f(z).
z€ z€E

Beweis. Es geniigt nachzuweisen, dafi das Infimum von f angenommen
wird—betrachte dann fiir das Supremum — f anstelle von f.
Sei xz,, € E eine sog. Minimalfolge, d.h.

(2.3.18) flz,) — ;ggf(x)
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Eine solche Folge existiert sicherlich, da f(E) kompakt und somit be-
schriinkt? ist; wende dann Lemma 0.4.37, (ii), an.

Eine Teilfolge (z,, ) konvergiert wegen der Kompaktheit von F nach einem
Punkt xy und aus der Stetigkeit von f folgt schliellich die Behauptung. [

2.3.18. Definition. Ein metrischer Raum E heif}t lokal kompakt, wenn
jeder Punkt x € F eine kompakte Umgebung besitzt.

Eine dquivalente Forderung ist, dal jeder Punkt = € F eine relativ kom-
pakte offene Umgebung besitzt.

Der R" ist lokal kompakt.

2.3.19. Lemma. In einem lokal kompakten metrischen Raum E besitzt
jeder Punkt x € E eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen. Wir konnen

die Umgebungsbasis sogar als Folge von kompakten Kugeln (Bgn(a:))
€n — 0, angeben.

neN’

Beweis. Ubungsaufgabe.

2.3.20. Theorem. Sei E ein lokal kompakter Raum. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent

(i) Es existiert eine aufsteigende Folge (£2,) von offenen, relativ kompakten
Teilmengen (2,,, so daf

(2.3.19) 20 C2pyy md E= )02,
neN
(ii) E ist abzihlbare Vereinigung von kompakten Mengen.?

(iii) E ist separabel.

Zum Beweis des Theorems brauchen wir folgende Lemmata.

2.3.21. Lemma. (i) Sei E ein separabler metrischer Raum, dann exi-
stiert eine h.a. Basis fiir die Topologie, d.h. es existieren h.a. viele offene
Mengen (An)nerw, H CN h.a., so daf§ jede andere offene Menge A sich als
Vereinigung von geeigneten Mengen A,, darstellen lGjst

(2.3.20) A= ] A.
A,CA

2Auch wenn f(E) méglicherweise unbeschrénkt wiire, konnten wir eine Minimalfolge

finden, wir miiten dann nur die Konvergenz in R betrachten.
3Diese Eigenschaft nennt man auch o-kompakt.
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(ii) Sei E separabel und lokal kompakt, dann ezistiert eine h.a. Basis aus
relativ kompakten, offenen Mengen.

Beweis. ,,(i)“ Seien a,, n € N C N, h.a. viele Elemente, die dicht in F
liegen. Die Kugeln

(2.3.21) {Bi(an):ne N, mecN"}

bilden dann eine h.a. Basis fiir die Topologie, denn sei A C FE offen und
x € A, so existiert eine Kugel B,(x) C A. Wéhle m und a,, so, daB = < r
und a, € B (x). Dann gilt 2 € B.1 (as) C A, denn sei y € B1_(an), so ist

2m

1 1 1
2.3.22 < _ 1
(2.3.22) d(y, ) < d(y,an) + d(an, ) < 5t g =

d.h.y € By(x) C A.

,»(11)“ Beim Beweis von (i) haben wir gesehen, dafl es geniigt nur Kugeln
B (ay) zu betrachten, deren Radius geniigend klein ist, d.h. fiir festes n muf3
m nicht alle positiven Zahlen durchlaufen, sondern nur unendlich viele.

Ist nun E zusétzlich lokal kompakt, so besitzt jedes a, eine kompakte
Umgebung U,,. Es gibt dann mg, so dafl B% (an) C U,.

Die Umgebungen ’

(2.3.23) {Bi(an): m=mo=mg(n),neN},

sind dann alle relativ kompakt und bilden nach dem unter ,,(i)“ bewiesenen
ebenfalls eine Basis fiir die Topologie. |

2.3.22. Lemma. Sei E ein lokal kompakter metrischer Raum E, K C E
kompakt und V- C E eine offene Teilmenge, die K enthdlt. Dann existiert
eine relativ kompakte, offene Menge (2, so dajs

(2.3.24) Kcoccv.

Beweis. Zu jedem x € K existiert eine relativ kompakte, offene Um-
gebung U(z), so dal U C U C V; wihle z.B. U = B,(z), wobei wir an-
nehmen, dafl Bo,.(r) C V kompakt ist, siche Lemma 2.3.19. Da die Familie
(K NU(z))zex eine offene Uberdeckung des Teilraums K ist, existiert eine
endliche Teiliiberdeckung, d.h.

(2.3.25) K C Lnj Uz;) = 1.

i=1

2 ist offen, relativ kompakt und 2 C V, denn
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(2.3.26) 2= O U(z;) CV

und die Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen ist wieder kompakt,
wie als Ubungsaufgabe gezeigt werden soll. ([l

2.3.23. Definition. Sei E ein metrischer Raum und V' C E offen. Wir
sagen eine Teilmenge A C F sei kompakt enthalten in V', in Zeichen, A € V,
falls A relativ kompakt ist und

(2.3.27) AcAcV

Beweis von Theorem 2.3.20. (i) = (ii)* Klar.

(i) = (iii)* Sei B ={J
h.a. dichte Teilmenge A,,.

A =, ey An ist dann h.a. und dicht, denn

(2.3.28) E=|JK.c|]JA.CA

nen K, Ky kompakt, so enthélt jedes K, eine

»(iil)) = (1)* 1. Aus Lemma 2.3.21, (ii), schlieBen wir, daf§ E sich als
Vereinigung von abzihlbar vielen kompakten Mengen K, darstellen 1at—
die K, miissen nicht alle verschieden sein.

2. Definieren wir nun
(2.3.29) K, =] Kn.
m=0

so erhalten wir eine Ausschopfung von E durch kompakte Mengen I?n, I?n -
K.

3. Die Mengen (2, in (i) definieren wir induktiv mittels Lemma 2.3.22:
2y sei eine relativ kompakte, offene Menge, die IN(O enthélt.

Ist £2,, schon definiert, so sei §2,11 eine relativ kompakte, offene Menge,
die 2,, U K,, enthélt.

Die so definierten Mengen (2,, haben die gewiinschten Eigenschaften. [
Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einem wichtigen Satz

2.3.24. Theorem. Sei E ein kompakter metrischer Raum und f : E —
E' eine stetige, bijektive Abbildung in einen metrischen Raum E', dann ist
f ein Homoéomorphismus, d.h. f~1 ist stetig.
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Beweis. Nach Proposition 2.2.3, (v), geniigt es zu zeigen, dafl

(2.3.30) FA) = A)eo VAco,

d.h. die Bilder offener Mengen unter f sollen wieder offen sein.* Gleichbedeu-
tend damit ist, dafl die Bilder abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen
sind, denn

(2.3.31) f(ENA) = f(E)\f(A) = E"\f(A).

Nun ist jede abgeschlossene Menge B C E kompakt, da E kompakt ist,

vgl. Proposition 2.3.15, (ii), und daher ist nach Proposition 2.3.16 auch f(B)
kompakt und somit abgeschlossen. O

2.3.25. Aufgaben.

1

Man zeige, da8 A C E genau dann prikompakt ist, wenn A prikompakt
ist.

Man beweise, da8 A C E genau dann folgenkompakt ist, wenn jede Folge
(zn,) aus A eine in E konvergente Teilfolge enthélt.

Man beweise Lemma 2.3.19.

Sei F ein kompakter metrischer Raum und A eine Familie von abgeschlos-
senen Teilmengen von E mit der Eigenschaft, dal der Durchschnitt endlich
vieler Mengen aus A ungleich der leeren Menge ist. Dann gilt

(] A#0.

AeA

Sei E ein metrischer Raum und K, eine monoton fallende Folge von nicht-
leeren kompakten Teilmengen, d.h. K, 11 C K,, V n. Dann gilt

() Kn # 0.

Seien Kj, Ko disjunkte kompakte Mengen in einem metrischen Raum E,
so kénnen K7 und K5 durch offene Mengen getrennt werden, d.h. es gibt
disjunkte offene Mengen §2; C F, i = 1,2, so dafl

K, C, i=12.

4Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft nennen wir auch offen.
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2.4. Der Tietze-Urysohnsche Fortsetzungssatz

2.4.1. Theorem (Tietze-Urysohn). Sei E ein metrischer Raum, A C E
abgeschlossen und f : A — R stetig und beschrinkt. Dann existiert eine
stetige Abbildung g : E — R, die mit f auf A tbereinstimmt und fir die
ferner gilt

(2.4.1) inf g(x) = f f(z), s%pg(r) = sup f(@).

Beweis. Ist f = const, so ist die Behauptung trivial. Im anderen Falle
konnen wir durch eine Transformation der Art

(2.4.2) flz) = af(x) + B, o, eR, a#0,
immer erreichen,’ daB fiir die transformierte Abbildung f gilt
(2.4.3) inf f(z) =1, sup f(x) = 2.

A A

Wenn wir fiir f eine Fortsetzung der beschriebenen Art finden kénnen, dann
auch fir f.

Wir nehmen daher an, (2.4.3) gelte schon fiir f und definieren

f(z), €A,

(2.4.4) g(z) =19 . ; dla
it 2 ¢,

vgl. Definition 2.1.14.
Offensichtlich gilt dann
(2.4.5) 1<g<2,  g,=/
so da8 wir nur noch die Stetigkeit von g nachweisen miissen.
g st stetig.
Betrachte die Zerlegung £ = A U (A U 0A.
(i) In A ist g stetig, da f stetig ist.
(i) Sei 2o € CA, dann geniigt es, die Stetigkeit von
(2.4.6) h(z) = nf f(u)d(z.y)

in z¢ nachzuweisen, da d(z, A) stetig ist, siehe Aufgaben 2.2.29, Aufg. 1, und
von Null verschieden in CA wegen der Abgeschlossenheit von A.

SWihle a so, daB inf(f 4+ a) = 0 und a so, daB supa(f + a) = 1. Dann definiere
f=af +(aa+1).
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Setze r = d(xg, A) > 0 und wihle 0 < € < 7. Dann gilt fiir © € B.(zo)
und y € A

(2.4.7) d(zg,y) < d(z,y) + d(z,z0) < d(z,y) + €
und folglich ist

(2.4.8) h(zo) < h(x) + 2, (dal1< f<2)
und entsprechend

(2.4.9) h(z) < h(zg) + 2,

d.h. h ist stetig in xg.

(iii) Sei schliefllich xy € JA. Wegen der Stetigkeit von f existiert zu
vorgegebenem € > 0 ein § > 0, so dafl

(2.4.10) If(y) — fzo)] <€ Vy e AN Bs(xo).

Wir wollen zeigen, dafl
(2.4.11) lg(x) —g(zo)| <€ V€ Bs(xo)
Wegen (2.4.10) geniigt es, die Abschiitzung nur fiir x € B = B% (r9) N CA
herzuleiten; beachte, dal 2o € A, da A abgeschlossen, und somit f(zg) =
9(@o)-

Setze As = AN Bs(xg) und C = A\As. Dann erhalten wir fiir z € B

(2.4.12) d(z,y) > d(zo,y) — d(z,20) 2% VyeC
und daher
(2.4.13) inf f(y)d(z,y) > %7,
dal< f.
Andererseits ist wegen f < 2
(2.4.14) flxo)d(z, o) <22 < 32,
so daf
(24.15) inf f(y)d(z,y) = inf f(y)d(w,y) ~ VxeB.

Fiir y € As schlieflen wir aber aus (2.4.10)
(2.4.16) flxzo) —e < fly) < flxo) +e€

und somit
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(2.4.17)
< (f(ao) + ) inf d(a,y).

Beachten wir nun noch, daf d(x, A) = inf 4, d(z, y) und f(z¢) = g(xo), so
folgt aus (2.4.15) und (2.4.17)

(2.4.18) g(xo) —e < g(x) < g(zo) + € Ve B.
Damit ist die Stetigkeit von g bewiesen. |
2.4.2. Corollar. Seien A, B zwei disjunkte, nichtleere, abgeschlossene

Mengen eines metrischen Raumes E. Dann existiert eine stetige Funktion
f:E—10,1], so daf

(2.4.19) f|A =0 und f‘B =1
2.4.3. Lemma. Sei E ein metrischer Raum, A C E abgeschlossen und

V' C FE eine offene Teilmenge, die A enthdlt. Dann existiert eine offene Menge
U, so dafs

(2.4.20) AcUcCUCcCV.

Beweis. Setze B = (V. Dann ist B abgeschlossen und AN B = (), so daB
nach Corollar 2.4.2 eine stetige Funktion f: E — [0, 1] existiert mit
(2.4.21) f|A =0 und f‘B =1.

Die Menge U = f~1([0,3)) ist dann offen und es gilt

(2.4.22) AcUucUcf'(0i])cv
O

2.4.4. Definition. Sei F ein metrischer Raum, E’ ein Vektorraum und
[+ E — E’ eine beliebige Abbildung. Wir definieren den Triger von f, in
Zeichen, supp f,% durch

(2.4.23) supp f ={x: f(z) #0}.
Wir kénnen jetzt die Existenz von sog. Abschneidefunktionen nachweisen.

6Die englische Bezeichnung support fiir Trager hat hier Pate gestanden.
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2.4.5. Proposition. (i) Sei E ein metrischer Raum, A C E abgeschlos-
sen und V offen mit A C V. Dann gibt es eine stetige Funktion f : E — [0, 1],
so daf

(2.4.24) fla=1 und suppf CV.

(ii) Ist dariberhinaus E lokal kompakt und A kompakt, so konnen wir f
so wéhlen, daf

(2.4.25) fla=1 und suppf eV

Wir nennen f eine (stetige) Abschneidefunktion.

A E
Graph einer stetigen Abschneidefunktion

Beweis. ,,(i)* Nach Lemma 2.4.3 existiert eine offene Menge U, so dafl
(2.4.26) AcUcUCcCV.

Setze B = LU und wende Corollar 2.4.2 auf A, B an. Die Funktion f, die
wir erhalten, verschwindet auf B, d.h. {z: f(z) # 0} € CB = U und daher

(2.4.27) supp f = {z: f(z) #0} CcU C V.

»(11)“ Anstelle von Lemma 2.4.3 verwenden wir jetzt Lemma 2.3.22 und
erhalten, dafl die offene Menge U in (2.4.26) relativ kompakt gewihlt werden
kann. Die weitere Argumentation ist dieselbe. (|

2.4.6. Bemerkung. Wenn wir in Proposition 2.4.5, (ii), £ = R" setzen,
so werden wir spéter beweisen, dafl die Abschneidefunktion f nicht nur stetig,
sondern sogar unendlich oft differenzierbar gew&hlt werden kann.



2.5. Zusammenhang 135

1 — N

A R
Graph einer glatten Abschneidefunktion

2.4.7. Aufgaben.

1 Sei E ein metrischer Raum und A;, As C F zwei disjunkte abgeschlossene
Teilmengen, dann lassen sich Ay, Ay durch offene Mengen trennen, d.h. es
gibt disjunkte offene Mengen §2; C E, i = 1,2, so daf

A; C Qi; 1=1,2.

2 Sei I =[a,b] C R und f: I — R stetig. Man gebe fiir diese Konfiguration
einen einfachen Beweis fiir den Tietze-Urysohnschen Fortsetzungssatz und
verallgemeinere ihn auf den Fall f : [[; I; C R" = R, I; = [a;,b;], 1 <
1 <n.

3 Man kann Corollar 2.4.2 auch direkt beweisen mit dem Ansatz

B d(z, A)
J@) = ) v d@. By

2.5. Zusammenhang

2.5.1. Definition. (i) Ein metrischer Raum E heiit zusammenhdngend,

falls er sich nicht als disjunkte Vereinigung von nichtleeren offenen Mengen
schreiben 148t, d.h.

(2.5.1) E=AUB, A\ Be0 = A=0vVv B=J.
(ii) Eine Teilmenge A C E heifit zusammenhéngend, wenn sie als Teilraum
zusammenhéngend ist.

(iii) E heiBt lokal zusammenhingend, wenn jeder Punkt aus E eine Um-
gebungsbasis besitzt, die aus zusammenhéngenden Mengen besteht.
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2.5.2. Bemerkung. (i) Jeder Punkt eines metrischen Raumes ist zusam-
menhéngend, desgleichen die leere Menge.

(ii) Sei E = By U By die Vereinigung zweier disjunkter Kugeln des R”™,
so ist E unzusammenhéngend, da jedes B; offen ist in E.

(iii) Die Zusammenhangsdefinition ist dquivalent zu
(2.5.2) AeOnNF «— A=0vVv A=E.
d.h. ) und F sind die einzigen Mengen in E, die sowohl offen als abgeschlossen

sind.

2.5.3. Proposition. Secien E,E’ metrische Riume, f : E — E' stetig
und E zusammenhingend, dann ist f(FE) zusammenhdngend.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dafl f surjektiv ist. Sei E' =
AUB, A, B € ©. Dann ist
(2.5.3) E=fYAuftB)
mit offenen Mengen f~!(A) und f~1(B). Da E zusammenhingend, ist eine
der Mengen leer, z.B. sei f~1(A) = 0, woraus, wegen der Surjektivitit von
f, A =0 folgt. O
2.5.4. Theorem.

(i) Eine Teilmenge ) # E C R ist genau dann zusammenhingend, wenn
sie ein Intervall ist (beschrinkt oder unbeschrinkt).

(ii) R ist zusammenhdngend und lokal zusammenhdngend.
Beweis. Die zweite Behauptung folgt sofort aus der ersten, es geniigt
daher (i) zu beweisen.

== Sei ) # E C R zusammenhingend. Enthilt E nur einen Punkt,
so ist F ein Intervall. Es gebe also a,b € E und 0.B.d.A. a < b. Wir werden
zeigen, daf hieraus

(2.5.4) [a,b] C E
folgt, woraus wir schlieBen, da8 E ein Intervall ist. (Ubungsaufgabe)

Nehme an, es gibe = € (a,b), das nicht E liegt, dann kénnten wir E

darstellen als F = A U B mit relativ offenen Mengen

(2.5.5) A= (—oc0,z)NE
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und
(2.5.6) B = (z,00)NE.
A und B sind nichtleer, da a € A und b € B; Widerspruch.

,<=“ Sei I C R ein Intervall mit Endpunkten a,b €R, a < b. Wir
wollen annehmen, I sei unzusammenhéngend, d.h.

(2.5.7) I=AUB, ABe0O;, ABG#,

wobei A = ANT und B = BN I mit offenen Mengen A, B € O. Offensichtlich
konnen A oder B nicht nur aus den Endpunkten a, b bestehen, sollten diese

zu I gehoren, d.h. auch das offene Intervall T 148t sich wie in (2.5.7) auf-
spalten, wobei dann A und B nicht nur relativ offene Mengen sind, sondern
offene Mengen in R. Wir diirfen also 0.B.d.A. voraussetzen, daf I ein offenes
Intervall ist.

Sei nun € A und y € B und nehme an, daf§ z < y , dann gilt [z, y] C I.
Setze z = sup|x,y] N A, so ist z € [z,y] C I. z kann nicht zu B gehoéren, da
B offen ist und

(2.5.8) z=Ilimz,, z,€A (vgl. Lemma 0.4.37, (i)),

folglich ist z € A.

Dies fithrt aber zu einem Widerspruch zur Definition von z, da wegen der
Offenheit von A auch [z,z +€) C A mit einem ¢ > 0 und z < y ist, denn
y € B.

I ist daher zusammenhéngend. (|

2.5.5. Corollar (Zwischenwertsatz). Sei E ein zusammenhdingender me-
trischer Raum, f : E — R stetig und a,b € E zwei Punkte fir die gilt
f(a) < f(b). Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an, d.h.

(2.5.9) [f(a), F(B)] C f(E)
Beweis. Nach Proposition 2.5.3 ist f(E) zusammenhéingend und daher
ein Intervall. (]
Im Falle unstetiger Funktionen gilt der i

Zwischenwertsatz nicht, wie das Bei-
spiel der Sprungfunktion

Y

f(t):{_l’ t <0, . ;

1, t>0

zeigt.
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2.5.6. Proposition. Sei E ein metrischer Raum und A C E zusammen-
hingend. Dann ist auch jede Menge B mit A C B C A zusammenhdngend.

Beweis. Sei B=X UY, X und Y offen und nichtleer. Da A in B dicht
liegt, gilt

(2.5.10) ANX #0 und ANY #0.
Dann ist
(2.5.11) A=(ANX)U(ANY)

eine disjunkte Zerlegung von A in nichtleere offene Mengen; Widerspruch. [J

2.5.7. Corollar. Der Abschluf$ einer zusammenhdngenden Menge ist
ebenfalls zusammenhdngend.

2.5.8. Proposition. Sei (A;);er eine Familie von zusammenhingenden
Mengen A; C E. Dann gilt

(2.5.12) ﬂ A #) = A= U A; ist zusammenhéngend.

iel il
Beweis. Sei a € (,c; A; und nehme an, A sei unzusammenhéngend
(2.5.13) A=XUY, X, Y €04 XY #0.

Gelte z.B. a € X, dann folgt
(2.5.14) XNA#0 Viel.

Ferner existiert j € I, so da8 Y N A; # 0 und daher ist

(2.5.15) A =(XNA)U (Y NA))
eine disjunkte Zerlegung von A; in nichtleere offene Mengen; Widerspruch.
|
2.5.9. Corollar. Seien A;,i = 1,...,n, endliche viele zusammenhdn-
gende Mengen in E derart, dafs
(2.5.16) AiNMAi £0 Vi<i<n-—1,

dann ist thre Vereinigung zusammenhdngend.
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Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis nach n.

1. Die Behauptung ist richtig fiir n = 1.
2. Sei sie schon fiir n = k bewiesen, dann ist

k+1 k
(2.5.17) U A; = UAiuAkJrl = AUB.
=1 =1

A und B sind beide zusammenhéingend und A N B # ). Daher ist nach
Proposition 2.5.8 A U B ebenfalls zusammenhéngend. (]

Aus diesem Corollar und Proposition 2.5.8 schlieflen wir weiter

2.5.10. Corollar. Sei (A;);en eine Folge von zusammenhdngenden Men-
gen aus E derart, dafs
(2518) Ai n Ai+1 7é 0 Vie N,
dann ist thre Vereinigung zusammenhdngend.

Beweis. Nach Corollar 2.5.9 sind die endlichen Vereingungen B, =
Ui, A; alle zusammenhéngend und es ist

(2.5.19) ﬂ B,, = By # 0.
neN
Wende dann Proposition 2.5.8 an. (]

2.5.11. Definition (Zusammenhangskomponente). Sei E ein metrischer
Raum und x € E. Wir definieren dann die Zusammenhangskomponente von x
als die Vereinigung aller zusammenhéngender Mengen aus F, die z enthalten,
und bezeichnen sie mit C(z).

2.5.12. Bemerkung. In metrischen Rdumen—oder allgemeiner in topo-
logischen Raumen—gilt

(i) Nach Proposition 2.5.8 ist €(x) zusammenhéngend und daher die grifite
zusammenhéngende Menge in F, die x enthélt.

(ii) C(x) ist abgeschlossen, wegen Proposition 2.5.6, und es gilt
Cz)=C(y) <= Clz)NC(y) #0,

d.h. zwei Zusammenhangskomponenten eines metrischen Raumes sind
entweder disjunkt oder identisch.

(iii) Jeder metrische Raum 148t sich als die disjunkte Vereinigung seiner
Zusammenhangskomponenten darstellen.
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(iv) Ein metrischer Raum F ist genau dann zusammenhéngend, wenn E nur
eine Zusammenhangskomponente besitzt, die dann mit E iibereinstim-
men musB.

(v) Ist jede Zusammenhangskomponente von E auf einen Punkt reduziert,
so heifit E total unzusammenhdingend.
2.5.13. Beispiele.
1. Q@ und R\Q sind total unzusammenhéngend.
2. Ein diskreter metrischer Raum ist total unzusammenhéngend.
3. Ist E die Vereinigung von endlich vielen disjunkten Kugeln des R", so

sind die Zusammenhangskomponenten von E gerade diese Kugeln.

2.5.14. Proposition. Die Zusammenhangskomponenten eines lokal zu-
sammenhdngenden Raumes E sind offen.

Beweis. Sei € Zusammenhangskomponente und € €. Da z eine zusam-
menhingende Umgebung U besitzt, folgt U C C. (]

2.5.15. Proposition. Jede nichtleere offene Teilmenge A C R lGfst sich
als h.a. Vereinigung von offenen disjunkten Intervallen darstellen.

Beweis. A ist lokal zusammenhéngend, daher sind die Zusammenhangs-
komponenten €(r) in A von r € QN A offen. Jedes C(r) ist aber ein Intervall,
Theorem 2.5.4, und

(2.5.20) Cryne(s)=0 v C(r)=C(s)
nach Bemerkung 2.5.12, (ii).
Wir miissen daher nur noch zeigen, dafl

(2.5.21) A= ] ew).

re ANQ

Sei x € A. Dann existiert ein offenes Intervall I, so dal x € I C A. Wihle
reINQ, so folgern wir z € I C C(r). O

Bogenzusammenhdngende Rdume

2.5.16. Definition. Sei F ein metrischer Raum. Eine Kurve I' C E ist
das Bild einer stetigen Abbildung ¢ : I = [a,b] CR — E

(2.5.22) I={pt):a<t<b}

©(a) und p(b) heiflen Endpunkte der Kurve. Wir nennen das Argument ¢ auch
Parameter und das Paar (I, ¢) Parametrisierung von I'. Da alle beschriinkte,
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abgeschlossene Intervalle zueinander homéomorph sind, konnen wir eine Kur-
ve immer iiber dem Einheitsintervall I = [0, 1] parametrisieren. Wir sprechen
dann auch von einer kanonischen Parametrisierung, die wir—wenn nichts
anderes vereinbart ist—immer zugrunde legen wollen.

I" heiit geschlossen, wenn ¢(a) = ¢(b).

Manchmal nennen wir eine Kurve auch stetige Kurve oder auch Weg bzw.
Bogen.

2.5.17. Definition. (i) Ein metrischer Raum E heiit bogenzusammen-
hingend, falls zwei Punkte z,y € F immer durch eine stetige Kurve I' C E
verbunden werden kénnen, d.h. es existiert eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] —
E mit ¢(0) =z, ¢(1) = y.

(ii) Eine Teilmenge A C E heifit bogenzusammenhingend, wenn sie als
Teilraum bogenzusammenhéngend ist.

Ein bogenzusammenhingender Raum

2.5.18. Beispiel. Jede konveze” Teilmenge eines normierten Raumes F
ist bogenzusammenhéingend.

2.5.19. Proposition. Jeder bogenzusammenhdingende Raum E ist zu-
sammenhdngend.

Beweis. Wir verwenden Bemerkung 2.5.12, (iv), und werden zeigen, dafl
zwei beliebige Zusammenhangskomponenten von E immer iibereinstimmen.
Seien x,y € E beliebige Punkte, dann lassen sie sich durch eine Kurve I"
verbinden. Nach Proposition 2.5.3 ist I" zusammenhéngend, so dafl I" sowohl
in der Zusammenhangskomponente C(z) als auch in C(y) enthalten ist, wegen
Proposition 2.5.8. Wende dann Bemerkung 2.5.12, (ii), an. |

7"A C E heiBt konvex, falls mit z,y € A auch die Verbindungsstrecke [z, y] = {te +
(1—1t)y: 0<t<1}in A enthalten ist.
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Fiir den Beweis des néchsten Satzes bendtigen wir noch eine Definition.

2.5.20. Definition. (i) Sei E ein normierter Raum. Eine stetige Ab-
bildung ¢ : I = [a,b] — E heifit stickweise affin, falls eine Partition
{a =29 <1 < -+ <z, = b} von I existiert, so daf ¢ auf den Teilin-
tervallen [z;, z541], 0 <i < n — 1, affin® ist.

(ii) Ein Kurve I' C FE heifit Polygonzug, wenn eine Parametrisierung (I, )
mit einer stiickweise affinen Funktion ¢ existiert.

2.5.21. Proposition. Sei E ein normierter Raum und 2 C E offen.
Dann ist {2 genau dann zusammenhdngend, wenn {2 bogenzusammenhdngend
15t.

Beweis. Wegen Proposition 2.5.19 geniigt es zu zeigen, daf} ,,zusammen-
héngend“ , bogenzusammenhingend® impliziert.

Sei also 2 # @ zusammenhingend und z,y € {2 beliebig. Wir werden
dann zeigen, dafl  und y durch einen Polygonzug I C 2 verbunden werden
konnen.

Definiere K (z) als die Menge aller z € 2, die sich mit  durch einen ganz
in 2 verlaufenden Polygonzug verbinden lassen. K(z) # 0, da z € K(z),
und wir werden sehen, dal K (x) sowohl offen als auch abgeschlossen ist und
damit gleich £2 nach Bemerkung 2.5.2, (iii).

K (x) ist offen.
Ubungsaufgabe.

K (x) ist relativ abgeschlossen.

Sei x,, € K(x), x,, = xo € 2. Wiihle eine Kugel B, (z¢) in F, die ganz in
2 enthalten ist, und ein z,, € B,(xq). &,z lassen sich dann innerhalb von
By () durch eine Strecke verbinden, da B, (x¢) konvex ist, und wir erhalten
xo € K(z). O

2.5.22. Bemerkung. Beim Beweis des vorstehenden Satzes haben wir
eine wichtige Schluflweise benutzt, um in zusammenhéingenden Riumen F
nachzuweisen, dafl eine Aussage in ganz E gilt, ndmlich, man zeigt, daf} die
Menge der Punkte fiir die die Aussage wahr ist—im betreffenden Satz K (x)—
nichtleer und sowohl offen als auch abgeschlossen ist; dann folgt, dal die
Menge gleich E sein mu$.

85 : 1 — E ist affin, falls Vektoren z,y € E existieren, so dal o(t) = tz + y.
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2.5.23. Definition. Eine offene und zusammenhingende Menge 2 in
einem normierten Raum nennen wir ein Gebiet.

2.5.24. Aufgaben.

1 Zeigen Sie, dafl Proposition 2.5.8, Corollar 2.5.9 und Corollar 2.5.10 rich-
tig bleiben, wenn man iiberall ,,zusammenhéngend* durch , bogenzusam-
menhéngend“ ersetzt.

2 Sei E ein normierter Raum, dim E > 2, dann sind E\{0}, die punktier-
te Einheitskugel B;(0) = B1(0)\{0} und die Einheitssphire S; zusam-
menhéngend.

3 Die Einheitssphire S* C R? ist zusammenhingend und S™\{z¢}, wobei
xo € S! ein beliebiger Punkt ist.

4 Man zeige, daB S' € R? und I = [0, 1] nicht homodmorph sind und auch
nicht R und R", n > 2.

2.6. Produktriume

Wir wollen zunichst das kartesische Produkt zweier metrischer Riéume
betrachten und darauf eine Metrik definieren. Dies 148t sich dann sehr einfach
auf das kartesische Produkt von endlich vielen metrischen Raumen erweitern.
Die Definition kann auch so gefasst werden, daf} die spezielle Struktur von
normierten Rdumen oder Skalarproduktriaumen erhalten bleibt.

2.6.1. Definition. Seien (E1,dy), (E2,ds) zwei metrische Réume, dann
definieren wir auf dem kartesischen Produkt E; x Es eine Metrik, die sog.
Produktmetrik d, durch

(2.6.1) d(z,y) = max ((dz(xﬂyz)),

wobei z = (2%), y = (y).

Wir hétten die Produktmetrik auch anders definieren kénnen, doch sind
die meisten sinnvollen Definitionen einander dquivalent.

2.6.2. Bemerkung. (i) Die Metriken

(2.6.2) d'(z,y) = di (2", y") + do (22, 9%)
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und

(2.6.3) d"(z,y) = V/di (21, y1)? + da(a?, y2)?

sind zu d dquivalente Metriken auf Eq X E5, d.h. es existieren positive Kon-
stanten cq, co, so dafl

(264) Cld S d/ S ng
und entsprechend fiir d”.

Fiir alle Fragen, die topologische Begriffe oder metrische—Cauchyfolge,
gleichméBige Stetigkeit, Prikompaktheit, Beschrénktheit—beinhalten, ist es
daher gleichgiiltig, welche der Metriken d, d’,d” zugrunde gelegt wird.

(ii) Bezeichnen wir die Kugeln in Fy x Eo, E; und E3 beziiglich der Metri-
ken d, dy und dy mit B, B* und B2, so gilt fiir einen Punkt 2 = (2%) € B} x Fy

(2.6.5) B,.(z) = B}(z') x B*(2?%)
und
(2.6.6) B,.(x) = B}(2') x B(z?).

(iii) Die Abbildung (z1,2%) — (22%,2!) von E; x Ey — FE3 x Ej ist eine
Isometrie.

2.6.3. Beispiel. Die kanonische Metrik des R? entspricht der Metrik d”
in (2.6.3).

2.6.4. Bemerkung. (i) Sind (E1, ||-]|1), (Es, ||-||2) normierte Rdume iiber
dem gemeinsamen Korper K, so ist £ X Fy ebenfalls ein Vektorraum iiber K,
wenn wir Addition und Multiplikation mit einem Skalar komponentenweise
definieren

(@) + (') = (" +y"),
Az = (\xh).
Als Produktnorm definieren wir analog zu (2.6.1)

(2.6.8) 1) = max (fl"]]:).

(2.6.7)

Es lassen sich in Anlehnung an (2.6.2) und (2.6.3) noch zwei andere Nor-
men auf dem kartesischen Produkt einfithren, die wiederum &quivalent zur
Produktnorm sind. Die Aquivalenz ist genauso wie in Bemerkung 2.6.2,(1),
definiert.
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(ii) Wenn wir allerdings auf dem kartesischen Produkt zweier Skalar-
produktréume (E1, (-,-), ), (Fa, (-,-) 5, ) ein Skalarprodukt einfiihren wollen,
dessen zugehorige Metrik dquivalent zur Produktmetrik ist, dann haben wir
keine Wahl, sondern miissen es definieren als

(26.9) (), W) = Sy,

i
Die von diesem Skalarprodukt erzeugte Metrik ist dann gleich der Metrik d”
in (2.6.3).

Aus Bemerkung 2.6.2, (ii), schlieBen wir sofort

2.6.5. Proposition. Seien E;, i = 1,2, metrische Rdume, dann gilt

(2.6.10) A; € OEL — Ay X Ay € OE1><E2
(2.6.11) Ui €Uy (2") = Uy x Uz €Uy, (21, 27))

%

2.6.6. Proposition. z,, = (z%) ist genau dann Cauchyfolge in Ey x Es,
wenn die Komponentenfolgen xi, Cauchyfolgen in E; sind fir i = 1,2.

Beweis. Ubungsaufgabe.

2.6.7. Proposition. Eine Folge x,, = (2%) konvergiert genau dann in
E; X Ey nach x = (2*), wenn die einzelnen Komponentenfolgen nach x*
konvergieren.

Beweis. Ubungsaufgabe.

2.6.8. Corollar. Seien A; C F;, i =1,2 so gilt
(2612) A1 X Ag = Al X AQ

Beweis. © = (2%) ist genau dann Element von A; x Ay, wenn 2 Limes
einer Folge x, = (z¢)) € A; x Ay ist. Diese Uberlegung gilt natiirlich auch
fiir die einzelnen Komponenten, so daf} die Behauptung aus Proposition 2.6.7
folgt. (]

2.6.9. Proposition. Sei E ein metrischer Raum und f: E — E; X Es,
f = (fY). Dann ist f genau dann stetig in = € E, wenn die Funktionen
fi: E = E; in z stetig sind.

Beweis. Folgt aus Proposition 2.6.7. |
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2.6.10. Proposition. Sei E ein metrischer Raum und f : E — FE1 X E3,
f=(fY. Dann ist f genau dann gleichmdipig stetig, wenn die Komponenten
f? gleichmapig stetig sind.

Beweis. Ubungsaufgabe.

2.6.11. Corollar. Die Projektionen® pr; : By x Ey — E;, i = 1,2, sind
gleichmdfig stetig.

Beweis. Wende Proposition 2.6.10 auf id : Fy x Ey — E; X Fy an und
beachte, dafl id = (pry, pry). O

2.6.12. Proposition. Die Projektionen pr; : E1 X By — E;,i = 1,2,
sind offene Abbildungen.

Beweis. Wir beweisen nur, dafl pr; offen ist, d.h., da8 die Bilder von
offen Mengen wieder offen sind, vgl. Fuinote 4 auf Seite 130.

Sei A C Ey x Ey offen und x! € pry(A). Dann existiert ein 22 € pry(4),
so daB z = (z',22) € A und ein r > 0, so daf die Kugel

(2.6.13) B,.(z) = B}(z') x B3(z?) C A,
vgl. (2.6.5), und damit B} (z!') C pry(A). O
2.6.13. Bemerkung. Die Projektionen abgeschlossener Mengen sind im
allgemeinen nicht abgeschlossen, betrachte z.B. einen Hyperbelast im positi-
ven Quadranten des R2, seine Projektionen sind die offenen positiven Halb-
achsen der z- bzw. y-Achse.
2.6.14. Proposition. Sei a = (a',a?) € By x By fest, dann gilt
(i) Die Teilridume
(2.6.14) By x {a*} und {a'} x E,
sind abgeschlossen in Fy X Fs.
(i) Die Abbildungen ' — (x',a?) und 2*> — (a',2?) sind Isometrien von
By auf Ey x {a®} bzw. von Ey auf {a'} x Es.
Beweis. ,,(i)“ Folgt aus Corollar 2.6.8.
,»(11)“ Folgt unmittelbar aus der Definition der Produktmetrik. O

9vgl. Definition 0.3.12
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2.6.15. Theorem. Seien E; und E> nichtleere metrische Rdume, dann
besitzt E1 X Ey genau dann eine der folgenden Eigenschaften, wenn dies auf
FEy und Ey zutrifft:

(i) wollstindig

(i) separabel

(iii) kompakt

(v

(vi) zusammenhingend

)
)

(iv) prikompakt
) lokal kompakt
)
)

(vii) lokal zusammenhingend

Beweis. ,,(i)* Folgt aus Proposition 2.6.6 und Proposition 2.6.7.

,(11)“ ,=—%“ Sei D C E; X E5 eine h.a. dichte Teilmenge. Setze D; =
pr; (D), dann sind auch diese Mengen h.a. und wir werden zeigen, daf sie dicht
liegen in ;. Sei x = (x!,22) € Ey x Es, dann existiert eine Folge x,, = () in
D, die nach x konvergiert. Die Elemente der Komponentenfolgen z¢, gehren
zu D; und konvergieren nach z°.

,<=" Seien D; C E; h.a. dichte Teilmengen, dann ist D = Dy x Dy h.a.
und dicht in E; x E5 nach Proposition 0.3.24 auf Seite 24 und Corollar 2.6.8.

,(iii)“  Wir benutzen die Aquivalenz von ,kompakt“ und ,folgenkom-
pakt“, Theorem 2.3.10 auf Seite 124, und betrachten eine Folge x,, = (%)) €

E; x Ej. Sie besitzt genau dann eine konvergente Teilfolge, wenn die Kom-
ponentenfolgen eine besitzen.

»(1v)¢ ,=*“ Die E; sind isometrisch zu Teilrdumen von E; x E5 nach
Proposition 2.6.14 und Teilrdume von prikompakten Raumen sind wieder
priakompakt, Lemma 2.3.11 auf Seite 125.

,e=“ Sei e > 0 und (z})ie; bzw. (m?)jeJ endlich viele Punkte in E}
bzw. Fs, so daf

(2.6.15) Ey=|JBlx) wd  Ey= ] Ba)),
iel jeJ

dann ist (B ((}, 22

i1 T )) ) (i) ETx] eine endliche Uberdeckung von E; x Fy, denn

(2.6.16) Be((zf,27)) = Bl (z}) x B(a3)

RRad ]
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»(v)¢ ,=*“ Die Projektionen pr; sind offen und stetig, daher sind
die Projektionen von Umgebungen wieder Umgebungen und von kompak-
ten Mengen wieder kompakte Mengen, vgl. Proposition 2.3.16 auf Seite 126.

,e=“ Seix = (2',2%) € By x By und U; C Ey, Uy C E, kompakte
Umgebungen von z! bzw. x2, dann ist U; x U eine Umgebung von z, wegen
(2.6.11), und kompakt nach dem gerade bewiesenen Punkt (iii).

»(vi)* , =% Die stetigen Bilder von zusammenhiingenden Mengen sind
wieder zusammenhéngend, Proposition 2.3.5 auf Seite 122, daher ist E; =
pr;(E7 X E3) zusammenhiingend fiir ¢ = 1, 2.

.= Sei £ x Fy = AU B mit offenen nichtleeren Mengen A, B. Dann
gilt

(2.6.17) E;=pr;(A)Upr;(B) i=1,2.

Da die Projektionen offene Abbildungen sind, Proposition 2.6.12, und die
E; zusammenhéngend, existiert z* € pr;(A) Npr;(B) fiir i = 1,2, d.h. es gilt
(xt,2%) € AN B; Widerspruch.

»(vil)“ , =% Wir zeigen nur, daf F; lokal zusammenhéngend ist. Seien

z' € By, 22 € F, beliebige Punkte und (Ui)ier eine Umgebungsbasis von

x = (21,2%) € E; x Es, die aus zusammenhingenden Umgebungen besteht.

Setze V; = pry(U;), dann sind dies zusammenhiingende Umgebungen von z?,
da pr; offen und stetig. Wir miissen nur noch zeigen, daf} diese Mengen eine
Basis fiir U(z!) bilden.

Sei V € U(x!) beliebig, dann ist V x E5 eine Umgebung von z in By x Es
nach (2.6.11) und daher existiert ein ¢ € I, so dafl U; C V x E,, woraus wir

schlieffen

(2.6.18) Vi =pry(U;) Cpry(V x Ep) =V.

,="“ Sei x = (2',2%) € E; x Ey ein beliebiger Punkt und (U;);c7,
(V;)jes Umgebungsbasen von z! bzw. z? mit zusammenhéngenden Mengen
U; bzw. V;. Die Mengen U; x V; sind dann zusammenh#ngende Umgebungen
von z nach (2.6.11) und (vi). Um nachzuweisen, da8 sie eine Basis darstellen,
benutzen wir, dafl die Kugeln

(2.6.19) B,.(x) = BX(z') x B%(2?), r >0,

eine Umgebungsbasis bilden.
Sei also B,.(z) eine beliebige Kugel, dann existieren Indizes 4, j, so daf

(2.6.20) Ui CBrz') und  V; C BX(2?),
daher folgt U; x V; C B,(z). O
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Das Produkt endlich vieler Rdume

2.6.16. Das Produkt zweier metrischer Rdume 148t sich entweder direkt
oder per Induktion sehr leicht auf den Fall erweitern, dafl man das Produkt
endlich vieler Rdume II} , E; betrachtet. Die Definition der Produktmetrik
(2.6.1) bzw. der dquivalenten Metriken (2.6.2) und (2.6.3) im allgemeineren
Falle diirfte klar sein; das gleiche gilt auch fiir die Definition der Norm (2.6.8)
bzw. des Skalarproduktes (2.6.9), falls die Faktoren normierte Raume bzw.
Skalarproduktridume sind.

Die eben bewiesenen Sétze lassen sich wortlich iibertragen.

Das Produkt zweier topologischer Rdume

2.6.17. Seien (Eq, 01), (Ea, O2) zwel topologische Rdume. Wenn man auf
dem kartesischen Produkt eine Topologie O einfithren will, so soll sie natiirlich
so beschaffen sein, daf§ die Projektionen pr; : By x Ey — E; stetig sind, das
bedeutet, daf fiir jede offene Menge A; C E; das Urbild pr; 1(4;) offen sein
muf.

Nun ist prfl(Al) = Ay X EFy und prgl(Al) = F1 x Ay, so daf3
(2621) A; x Ay = (Al X EQ) n (El X AQ) €0 VA e OEl

Diese Mengen bilden ein Mengensystem B mit folgenden Eigenschaften

('Bl) BiEB,izl,...,n,:>ﬂBi€B
i=1
(BQ) EleQZUB
BeB

und bilden daher eine Basis fiir eine Topologie auf E; x Es.

2.6.18. Proposition. (i) Sei E eine Menge und B C P(E) ein Mengen-
system mit den Eigenschaften (B1) und (Bs), wobei natirlich in (Bg) F1 X Fy
durch E ersetzt werden mufs, so bildet B eine Basis fiir eine Topologie O auf
E, d.h. das Mengensystem

(2.6.22) 0={A:A=J B, 1cB}
Bel

erfiillt die Aziome (01), (02), (03), denen eine Topologie geniigen mu3.*”

10ygl. Ziffer 2.1.23 auf Seite 108.
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(ii) In dem speziellen Falle, wo B aus den Mengen in (2.6.21) besteht,
bezeichnen wir die Topologie O auf Fh X Es als die Produkttopologie. Sie ist
die grobste Topologie, beziiglich derer die Projektionen pr; stetig sind, vgl. die
anschliefende Definition.

2.6.19. Definition. Sei E eine Menge und 01, O zwei Topologien auf E.
Dann heifit O gréber als Os und O4 feiner als 04, falls O; C Os. Topologien
mit dieser Eigenschaft nennt man vergleichbar.

Beweis von Proposition 2.6.18. ,,(i)“ Ubungsaufgabe.
,(ii) Dies folgt aus den Uberlegungen in Ziffer 2.6.17. O
2.6.20. Proposition. Versehen wir das Produkt zweier metrischer Rdu-

me mit der Produktmetrik, so stimmt die von der Metrik definierte Topologie
mit der Produkttopologie tiberein.

Beweis. Sei O; die Produkttopologie und Oy die metrische Topologie,
dann ist O grober als Oy wegen (2.6.10).

Sei andererseits 2 € Oy und z = (2%) € (2, dann existiert eine Kugel
B, (z) C {2, die nach (2.6.5) das Produkt zweier offener Mengen aus F; bzw.
Es ist, d.h. 2 € 04. O
2.6.21. Aufgaben.

1 Man beweise Proposition 2.6.6 und Proposition 2.6.7.
2 Man beweise Proposition 2.6.10.

3 Man beweise Teil (i) von Proposition 2.6.18.

4 Seien F, F metrische Rdume und f : £ — F. Dann gilt
(i) Wenn f stetig ist, so ist graph f abgeschlossen in F x F' und

PI1 |papn ; 1St €in Hombomorphismus von graph f auf E.

(ii) Wenn F kompakt ist und graph f abgeschlossen in E x F', so ist f
stetig.
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2.7. Stetige lineare Abbildungen

Wir wollen in diesem Abschnitt stetige lineare Abbildungen A : E — F
zwischen normierten Rdumen F und F etwas ndher untersuchen. Die Be-
trachtungen bleiben allerdings oberflichlich; eine eingehendere Behandlung
erfolgt in Band II.

2.7.1. Proposition. Seien E,F normierte Riume tiber K und sei A :
E — F ein linearer Operator. Dann sind dquivalent
(i) A ist stetig in 0.
(ii) A ist stetig.
(iii) Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dafs

(2.7.1) |Az| < ¢||z| Veek.
Beweis. ,,(i) = (ii)“ Wegen der Linearitit ist

(2.7.2) [Az — Ay[| = [|A(z = y)|.

»(il) = (iii)“ Angenommen, (iii) wére falsch, dann gébe es zu jedem
n € N* z,, € E, so dafl

(2.7.3) [Azp|| = n|jzy||-
Setze
1 x,
(2.7.4) Yp = — 0,
n ||zl
so folgt
(2.7.5) L<[[Aynl  Vn
im Widerspruch zu (ii), da y, — 0.
L(ii)) = ()¢ Klar. O

2.7.2. Definition. (i) Sei A : E — F stetig und linear, so definieren wir
als Norm von A

[ Az]]

(2.7.6) 4] = sup 1270 — g s = sup 4z
eep |zl <t lz]=1
z#0 z7#£0

(ii) Wir bezeichnen die Menge aller stetigen linearen Abbildungen von
E nach F mit L(E,F). L(E, F) ist ein Vektorraum iiber K, mit der eben
definierten Norm versehen, sogar ein normierter Raum.
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2.7.3. Proposition. (i) Ist F' ein Banachraum, so ist L(E, F') vollstin-
dig.

(ii) Seien E,F,G drei normierte Riume und A € L(E, F), B € L(F,G),
so gilt fiir die Komposition

(2.7.7) 1B o Al < [|BI[[| Al

(iii) Sei A € L(E) und n € N, so gilt
(2.7.8) LA™ < [[A[I",

wenn wir vereinbaren, daff A° =1 = idg.
Beweis. Ubungsaufgabe.

2.7.4. Bemerkung. (i) Ist E endlich dimensional, dim F = n, so ist jede
lineare Abbildung A : E — F stetig, denn sei e;, i = 1,...,n, eine Basis von
E, so daf} jeder Vektor x sich in der Form

(2.7.9) r=3" Ne,

darstellen 148t, dann konvergiert x; genau dann nach 0, wenn die zugehérigen
Basiskomponenten (A}) nach 0 konvergieren in K", Aufgabe 2 von Aufga-
ben 2.7.5, und somit folgt

(2.7.10) Axk=ZA;Aei - 0.

(ii) Wir bezeichnen L(E,K) mit E* und nennen ihn den Dualraum von
E. Die Elemente ¢ € E* heiflen stetige Linearformen. Statt ¢(z) mit z € E
schreiben wir oft (¢, x), also

(2.7.11) (p,2) = p(z).
(+,+) heifit die zu E, E* gehorende kanonische Bilinearform.
Die Norm auf E* wird auch als duale Norm bezeichnet.

(iii) Fiir den Kern von A € L(E, F) verwenden wir das Symbol N(A)
(Nullraum). N(A) ist immer abgeschlossen, wenn A stetig ist, das Bild von
A, R(A), hingegen in der Regel nicht.

(iii) Im Gegensatz zum endlichen dimensionalen Fall sind fiir A € L(E) =
L(E,E) die Bedingungen , A injektiv¢ bzw. ,A surjektiv® nicht immer
gleichzeitig erfiillt. Betrachte zum Beispiel im Folgenraum [y die shift Opera-
toren S, und Sj, die definiert sind durch

(2.7.12) Sr (o, x1,...)  —  (0,20,%1,...)
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bzw.

(2713) Sl : (.T(),{I,‘l,...) — (!,L‘l,CUQ,...>.

S, ist injektiv, sogar eine Isometrie, aber nicht surjektiv, wiahrend .S; surjektiv
aber nicht injektiv ist.

2.7.5. Aufgaben.

1
2

Beweisen Sie Proposition 2.7.3.

Sei E ein endlich dimensionaler normierter Raum mit Basise;, i = 1,...,n,
dann konvergiert
T = E AL€E;
i

genau dann nach 0, wenn die Basiskomponenten (\) in K" nach 0 kon-
vergieren.

Sei E ein Banachraum und A € L(E). Dann gilt

n

(i) Die Reihe ((‘2—,)) konvergiert absolut in L(E).

(i) Setze e = >0 (4o so gilt ede? = eATE falls A, B kommutie-

ren, d.h. falls der sog. Kommutator von A, B

[A,B] = AB — BA

n

gleich 0 ist.
Sei E ein Banachraum und A € L(FE) mit ||A]| < 1. Dann gilt

(i) Die Reihe ((A™)) konvergiert. Man nennt sie Neumannsche Reihe.

(ii) I — A ist stetig invertierbar, d.h. (I — A)~! existiert und ist stetig,
wobei I = idg . Geben sie die Inverse an.

(iii) Die Menge der stetig invertierbaren Operatoren ist offen in L(E).
Die Determinante ist stetig auf L(K™).

Sei E ein normierter Raum iiber C, dann kénnen wir E auch als Vektor-
raum iiber R auffassen; bezeichnen wir diesen Raum mit Eg. Sei ¢ € Ef,
dann existiert eine komplexe Linearform ¢ auf E, so dafi ¢ = Re ¢.

Man zeige,

¢(x) = p(x) —ip(ir),
@ ist eindeutig bestimmt, ¢ € E* und ||| = ||¢||-
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2.8. Halbstetige Funktionen

2.8.1. Sei E ein metrischer Raum und f : E —R. Aus der Definition
der Stetigkeit in einem Punkt zy € E folgt, daB f genau dann stetig ist in
ro € F, falls

2.8.1 N = N <

( ) r<f(xo) UeU(zo) zeU " f(‘r)
und

(2.8.2) v 3 v f@) <t

t>f(xo) VEU(xo) TEV
Wenn nur eine der Relationen zutrifft, so nennen wir f halbstetig in .
2.8.2. Definition. Sei E ein metrischer Raum und f : E —R. f heifit

unterhalbstetig (wh.s.) in xy € E, falls (2.8.1) zutrifft und oberhalbstetig
(o.h.s.) in zy € E, falls (2.8.2) gilt.

f heiit unterhalbstetig (oberhalbstetig) in E, falls f in allen Punkten u.h.s.
(0.h.s.) ist.

2.8.3. Bemerkung. (i) f ist genau dann stetig in z¢ € E, wenn f sowohl
u.h.s. als auch o.h.s. in x ist.

(ii) f wh.s. in g ist dquivalent zu — f o.h.s. in xy.
2.8.4. Proposition. (i) f: E — R ist genau dann u.h.s. in xo € E, falls

(2.8.3) NX%) 7 H((r, 00]) € U(xo).

(i) f ist genau dann u.h.s. in E, falls
(2.8.4) TZR 7 ((r,00]) € Op.

Beweis. Ubungsaufgabe.

2.8.5. Corollar. Fine Teilmenge A C E ist genau dann offen bzw. ab-
geschlossen, wenn die charakteristische Funktion x ,'' w.h.s. bzw. o0.h.s. ist.

Beweis. Ubungsaufgabe.

1, z€ A
11 _ ) s
Xa () {0’ zd A
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Die halbstetigen Funktionen lassen sich auch mittels Limes inferior und
Limes superior charakterisieren.

2.8.6. Proposition. Sei f: E =R, dann gilt
(i) f ist genau dann w.h.s. in xg € E, falls
(2.8.5) Tn, =20 =  f(zo) <lm f(zy).

(ii) f ist genau dann o.h.s. in xo € E, falls
(2.8.6) T, —xo = limf(z,) < f(z0).

Beweis. Es geniigt (i) zu beweisen, wegen Bemerkung 2.8.3 und wegen
der Beziehung

Wir verweisen auch auf Aufgabe 8 auf Seite 120 von Aufgaben 2.2.29.

»(1) =% Seialso f uwh.s. inzg € E und z, — 2. Wir diirfen 0.B.d.A.
annehmen, da§ —co < f(xg), denn sonst brauchen wir nichts mehr zu bewei-
Sem.

Sei r < f(zo), dann existiert U € U(xy), so daf

(2.8.8) r< f(x) Vaxel.
Da f.a. x,, in U liegen, folgt

(2.8.9) r < lim f(z,)
und somit

(2.8.10) F(w0) < lim f ().

w<=“ [ geniige der Implikation (2.8.5). Sei r < f(z¢) (wir diirfen wieder
0.B.d.A. annehmen, dal —co < f(zg)). Wenn dann die Bedingung (2.8.1)
nicht erfiillt ist, so existiert in jeder Kugel Bi(zg) ein z, mit f(z,) < r,
woraus wir schlieffen !

(2.8.11) f(xo) <lim f(2y) <73
im Widerspruch zur Annahme r < f(zo). O

2.8.7. Theorem. Sei E kompakt und f : E =R wu.h.s., dann existiert
xo € E mit

(2.8.12) f(zo) = inf f(z).

zeER
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Beweis. Betrachte eine Minimalfolge'? z,, € E, d.h.
(2.8.13) f(xn) —>Tlrelgf(x)
Da E kompakt, existiert eine konvergente Teilfolge, die wir nicht umbenen-
nen, so da} z,, — zg. Es gilt dann
(2.8.14) (o) < lim f () = lim f () = inf f(2) < f(x0).
|

2.8.8. Bemerkung. Sei f; : E =R, i € I, eine Familie von Funktio-
nen. Wir erweitern unsere frithere Definition von sup,c; f; und inf;c; fi, vgl.
Definition 0.4.41 auf Seite 48, indem wir setzen

(sup fi)(z) = sup fi(z),
(2815) el el
(ig fi)(z) = inf fi(z),

siehe auch Bemerkung 0.4.39 auf Seite 46.

2.8.9. Theorem. Sei (f;)ic; eine Familie von Funktionen f; : E =R,
die in xy € E u.h.s. sind, dann ist auch f =sup, f; u.h.s. in zg.
Beweis. Sei r < f(zg), dann existiert f; mit

(2.8.16) r < fi(zo) < f(zo)

und weiter—wegen der Unterhalbstetigkeit von f;— eine Umgebung U €
U(xo), so daB

(2.8.17) r < fi(x) < f(z) Vazel.
]

2.8.10. Corollar. Sei f; : E =R, i € I, eine Familie von stetigen
Funktionen, so ist f =sup, fi; u.h.s. auf E.

2.8.11. Aufgaben.
1 Man beweise Proposition 2.8.4 und Corollar 2.8.5.

2 Man verifiziere (2.8.7).

12Eine solche Minimalfolge existiert immer: wenn infg f HP von f(FE) ist, dann finden
wir eine nichttriviale Minimalfolge, ist inf g f kein HP von f(F), dann existiert g € F, so
daB f(xzo) = infg f und die stationére Folge x,, = z¢ ist Minimalfolge.
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3 Sei f; : E =R, i€ I, eine endliche Familie von Funktionen, die in zq € E
u.h.s. sind, dann ist auch f = inf; f; in z¢ u.h.s..
Man zeige durch ein Gegenbeispiel, dafl diese Behauptung im Falle einer
unendlichen Indexfamilie nicht zu gelten braucht.

4 Seien f,g: E — R u.h.s. Funktionen, dann sind auch die Funktionen f + g
und—falls f, g > 0—, fg in allen Punkten uh.s., in denen die Summe bzw.
das Produkt definiert sind.






KAPITEL 3

Differentiation in einer Variablen

3.1. Differenzierbare Funktionen

Wir betrachten Abbildungen f : {2 — F', die eine offene Teilmenge 2 C K
in einen Banachraum F abbilden, wobei F' natiirlich ein Vektorraum iiber K!
ist.

3.1.1. Definition. f: 2 — F heifit in x¢ € 2 differenzierbar, falls

(3.1.1) lim 1) = f(20)
S a

existiert. Den Limes der Differenzenquotienten bezeichnen wir mit f’(xo),
f(zg) oder %(wo) und nennen ihn die Ableitung von f an der Stelle xq.

f'(zg) ist ein Vektor in F' und

- f@) = fxo)

! _

(3.1.2) (o) = mlg.rrlo pr—

r#xo

ist gleichbedeutend damit, dafl

(3.1.3) HM ff’(wo)H -0,
T — X0

falls x — xg.

Ist f in jedem Punkt z € §2 differenzierbar, so heif8t f differenzierbar in
(2. Die Abbildung

fli02—=F,
z— f'(z)

nennen wir dann Ableitung von f. Wenn die Ableitung f’ stetig ist, so heif}t
f stetig differenzierbar.

(3.1.4)

WWir erinnern daran, dafl K = R oder K = C.

159
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Aus der Definition folgt unmittelbar

3.1.2. Bemerkung. (i) Ist f in z( differenzierbar, so ist f auch stetig
in xg.

(ii) Die in {2 differenzierbaren Funktionen mit gleicher Zielmenge F' bilden
einen Vektorraum {iiber K.

3.1.3. Das Symbol % fiir die Ableitung geht auf Leibniz? zuriick und wird
daher auch als Leibnizsches Symbol bezeichnet. Kiirzen wir die Differenzen
f(@)—=f(xo) bzw. z—xz¢ mit Af bzw. Az ab, so ergibt sich im Grenziibergang

Af_d

315 _ 4
(3.1.5) Arso Az da

3.1.4. Definition (Landausche Symbole). (i) Seien E, F' Banachrdume,
2 C F offen und f : 2 — F eine Abbildung. Wir sagen ,, f verschwindet in
o von hoherer Ordnung als a“ mit einem « > 0, falls
(3.1.6) Jim L)a —0
vl — ol
Um diesen Sachverhalt einfach beschreiben zu kénnen, fithren wir das
Landausche Symbol ,0“ (,Klein-0“) ein und schreiben anstelle des Limes

(3.1.7) F(@) = ol — wo|)-

Wir kénnen o als Funktion auffassen, die eine Umgebung der 0 in R7
nach F' abbildet und die die Eigenschaft besitzt, dafl

t
(3.1.8) im 28 _ g,
t—0 ¢
t>0

Gelegentlich ist es niitzlich, eine Funktion € = €(¢) zu definieren durch

o(t)

t>0
3.1.9 t) = t ’
(3.1.9) (1) {07 o

um dann (3.1.7) auszudriicken als

(3.1.10) f(z) = e(lz — zo||*) |z — 2o
oder einfach

(3.1.11) F(a) = elle — ||,

2Nicht nur das Symbol geht auf Leibniz zuriick, sondern die ganze Differentialrechnung.
Leibniz und Newton haben sie unabhéngig voneinander begriindet.
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wobei die Funktion e die Bedingung

(3.1.12) lim e() = 0
t>0
erfiillt.

(i) Wenn f so beschaffen ist, daf eine Konstante ¢ und eine Kugel
B, (zg) C 12 existiert, so dafl

(3.1.13) [f @) < ellz —zol* V2 € Br(xo),

so fithren wir zur Abkiirzung dieses Sachverhalts das Landausche Symbol
»,O“ (,GroB-0“) ein, indem wir schreiben

(3.1.14) 1(@) = Ol — a0]|*).

(iii) Wenn wir formal in den obigen Definitionen v = 0 setzen, so ist
|z — zo]|* = 1, und wir vereinbaren, daf

(3.1.15) Fl@)=o(1) (z — o)
bedeutet

(3.1.16) Jim f(x) =0

und

(3.1.17) f(z)=0(1) (z— ),

daB f in einer Umgebung von xg beschriankt ist.

(iv) Diese Definitionen sind auch sinnvoll, wenn f nicht in 2 definiert ist,
sondern nur in einer punktierten Umgebung

(3.1.18) By (x0) = Br(zo)\{zo}-

3.1.5. Beispiele. (i) Sei £ = F =K und f(z) = (x — z0)",n € N*, ein
Polynom, so ist

(3.1.19) f(x) = o|x — zo|™) Vo<a<n
und
(3.1.20) f(z) = O(|x — xo|™)

(ii) Sei £ =F =R, 2 =R} und f(z) = y/x, so ist

(3.1.21) flz)=o(z%) VO<a<j
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und
(3.1.22) f(z) = 0(Vx).

(iii) Sei E =R? F =R und f(z) = 2'2? 2 = (2!, 2?), so ist

(3.1.23) f(x) = o(|z]%) Vi<a<?2
und
(3.1.24 Fw) = O(la)

3.1.6. Proposition. f : 2 — F st genau dann in xq differenzierbar,
wenn ein Vektor u € F existiert, so dafs

(3.1.25) f(x) = f(zo) + ulx — zo) + o(||lx — z0]]) Ve
Es gilt dann u = f'(x0).

Beweis. ,—“ Wihle u = f’(z() und definiere

(3.1.26) ollz = oll) = f(x) = f(wo) — u(z — wo).

»<="“  Wenn (3.1.25) richtig ist, so erhalten wir fiir z # z

(3.1.27) HM _ “H _ lloflz = oDl
T — o |z — 2ol
falls © — xg. Daher ist f differenzierbar in 2o und f'(z9) = u. 0

3.1.7. Eine lineare Abbildung A : K — F 148t sich immer in der Form
(3.1.28) Az = ANz = uzx
mit einem Vektor u € F' darstellen.

Umgekehrt ist fiir festes u € F' die Abbildung « — uz linear und stetig.

Wir kénnen daher Proposition 3.1.6 auch so formulieren:

3.1.8. Proposition. Fine Abbildung f : 2 — F ist genau dann in zg
differenzierbar, wenn eine stetige lineare Abbildung A : K — F existiert, so

dafs
(3.1.29) f(x) = f(xo) + A(z — o) + o(||z — z0l|) Ve 2.
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3.1.9. Es ist gebrduchlich, und im Hinblick auf spétere Verallgemeine-
rungen auch sinnvoll, die Ableitung f’(zg), die ein Vektor ist, mit der ihr
zugeordneten linearen Abbildungen zu identifizieren.

Die Ableitung einer Funktion f im Punkte x¢ ist dann eine (lokale) stetige
lineare Approximation von f — f(xg), so daf der Fehler, den wir auch als
Restglied bezeichnen, ein o( ||z — z¢||) ist.

Beachte, daf} fiir eine beliebige stetige lineare Abbildung A : K — F wir
f ,approximieren“ koénnen in der Form

(3.1.30) f(x) = f(xo) + Az — o) + R

mit einem geeigneten Restglied R, das jedoch nur dann ein o(||z — zo|) ist,
wenn A = f/(xg).

Im Falle R = K = F kénnen wir die lineare
Approximierung auch graphisch veranschaulichen.
Sei (z) = f(zo) + f'(x0)(xz — o), so ist ¢ ei-
ne affine Abbildung und graph ¢, der eine Gera-
de ist, beriihrt® graph f im Punkte (x¢, f(20)), d.h.
graph ¢ ist Tangente an graph f in dem betreffen-
den Punkt.

Y

Die Identifizierung einer linearen Abbildung mit einem Vektor in ihrem
Bild geht natiirlich nur, wenn der Definitionsbereich eindimensional ist. Wir
wollen daher, um der begrifflichen Klarheit willen und auch wegen der bereits
angesprochenen Verallgemeinerungen, folgende Definition einfiihren:

3.1.10. Definition. (i) Ist f : {2 — F in x¢ differenzierbar, so bezeichnen
wir mit D f(zq) die stetige lineare Abbildung, die in (3.1.29) mit A abgekiirzt
ist.

(ii) Seien E,F normierte Rdume iiber einem gemeinsamen Korper, so
bilden die stetigen linearen Abbildungen von E nach F' einen Vektorraum,
fiir den wir das Symbol L(E, F') verwenden.

(iii) Ist f in £2 differenzierbar, so bezeichnen wir als Ableitung* von f, in
Zeichen, D f, die Abbildung

(3.1.31) Df: 02— LK, F), - Df(x).

3Unter berihren verstehen wir immer tangential berithren im Gegensatz zu schneiden.

4Die Ambiguitit mit der fritheren Verwendung von Ableitung fiir f/, kann durch die
Identifizierung von L(K, F)) mit F' aufgehoben werden. Eine Verwechslung ist jedenfalls
wegen der unterschiedlichen Symbole f/ und D f ausgeschlossen.
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3.1.11. Proposition. Seien f,g: 2 — K in xq differenzierbar, so gilt
) (f +9) (x0) = f'(x0) + ¢'(20),
v () (@) = Af'z)  YAEK
Diese Regeln gelten auch fiir vektorwertige Funktionen.

(i) (f9)'(zo) = f'(z0)g(x0) + f(z0)g'(z0) (Produktregel)
(iii) Ist g(zo) # 0, so gilt die Quotientenregel

(i)/(x ) = [ (@o)g(zo) — f(xo)g' (x0)
g/ 9(20)?

Beweis. ,,(i)“ Folgt unmittelbar aus der Definition und den Grenzwert-
sétzen.

,»(11)“ Es gilt die Identitét
f(@)g(z) = f(zo)g(zo) = (f(z) — f(x0))g(x)
+ (g9(2) — g(20)) f (x0).

Dividiere dann durch x — zg, * # xg, und gehe zum Limes {iber.

(3.1.32)

,»(iii)“ Folgt aus (ii), wenn wir beachten, dafl aus Stetigkeitsgriinden g
auch in in einer Umgebung von zy nicht verschwindet, so daf in dieser Um-
gebung

(3.1.33) 11 g(w) —g(@)

g(x) glxo)  g(x)g(wo)

Bilden wir nun den Differenzenquotienten und lassen x — x( streben, so
erhalten wir

(3.1.34) G)/(%) __9(@)

Aus der Produktregel schlieen wir induktiv

3.1.12. Corollar. Die Potenzfunktionen f,(x) =a™,n € N*  sind diffe-
renzierbar in K und ihre Ableitung ist

(3.1.35) fh(x) = na" L.

n



3.1. Differenzierbare Funktionen 165

Beweis. Fiir n = 1 ist die Behauptung klar; sei sie also schon fiirn—1 > 0
bewiesen, dann folgt aus der Produktregel, angewandt auf f, = f,._1f1,

frn=fhafi+ faafi

(3.1.36)
=(n—1)2" %z +2" ! =na"

_1.
(]

3.1.13. Theorem (Kettenregel). Sei g : 2 — K in xy und f :
B.(g9(x0)) — F in g(xg) differenzierbar, so ist die Komposition f o g in
einer Umgebung Bs(xo) definiert und in xo ebenfalls differenzierbar mit

(3.1.37) (fo g)l(fﬂo) = f’(g(xo))g’(xo)

Beweis. (i) Da g in xz( stetig ist, bildet g eine kleine Kugel Bs(xg) in
B (g(x0)) ab. Fiir solche Werte von x erhalten wir dann aus (3.1.29), ange-
wandt auf f = f(y), y = g(z) und yo = g(zo),

fog(x)— foglxe) = flg(z)) — f(g(x0))
(3.1.38) = f"(9(20))(9(x) — g(z0))
+o(|g(x) — g(xo)|)-

Nun ist
(3.1.39) 9(z) — g(x0) = g (20)(x — o) + o(|z — 20l),
so dafl
(3.1.40)  fog(z) — fog(xo) = f'(9(x0))g (xo)(x — o)
+ f'(g(x0))o(|z — x0]) + o(|g(z) — g(xo)))-

(ii) Das Restglied
(3.1.41) F'(g(zo))o(lz — zol) + ollg(x) — g(wo)])

ist ein o(]z — x,|): Dies trifft sicherlich auf den ersten Summanden zu. Um
den zweiten Term abzuschétzen, verwenden wir die Uberlegungen in (3.1.9)
und (3.1.10), d.h. wir schreiben

(3.1.42) o(lg(x) — g(z0)|) = €(lg(x) — g(z0)|)|g(z) — g(x0)|

und sehen, dafl nach Division durch x — zg und anschlieBendem Grenziiber-
gang x — xg, die rechte Seite nach €(0)|g’(xo)| = 0 konvergiert. O
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3.1.14. Bemerkung. Man kann sich die Kettenregel mittels der Leib-
nizschen Symbole sehr einfach merken. Bezeichnen wir die Variable von f
mit y und die von ¢ mit z, so ist, wenn wir der Ubersichtlichkeit halber die
Argumente weglassen,

o _drdy

1.4 ===
(3.1.43) der dydzx

Die Verkniipfung f o g fassen wir als Variablentransformation auf, y =
g(z), und die Ableitung bez. der neuen Variablen erhélt man, indem man
zunéichst f nach der alten Variablen differenziert und dann die alte Variable
nach der neuen. Das Ergebnis ergibt sich auch formal durch Kiirzung von
»Zahler und ,Nenner“ in den jeweiligen , Briichen* .

3.1.15. Beispiele. (i) Sei f(y) = siny und y = g(z) = €%, 2,y € R,
dann ist die Ableitung von f o g°

(3.1.44) (fog) = ﬁ% = cos(e”)e”.

(ii) Sei f(x) = e**, N,z € K, so gilt
(3.1.45) f'(z) = xe ™.

(iii) Sei f(y) = e¥ und y = g(x) = logz. Nehmen wir einmal an, wir
wiilten zwar, dafl g die Inverse der Exponentialfunktion ist und differenzier-
bar, aber noch nicht, daf g’ = <.

Dann 148t sich der Wert der Ableitung von g mittels der Kettenregel sehr
leicht ermitteln, ndmlich, aus = (f o g)(z) schlieen wir

df dg dg
1.4 1= 9 oyd
(3.1.46) (fog) =g s ="
und damit
d 1 1
(3.1.47) A

dx ey T

Diese Folgerung aus der Kettenregel gilt auch allgemein.

3.1.16. Corollar. Seien (2, {2 offene Teilmengen von K, f : 2 —
invertierbar mit Inverser g : 2" — 2, und nehme an, daf8 f in xo differen-
zierbar ist und g in f(zo), dann gilt

(3.1.48) 9 (f(wo)) = (f'(w0)) ™"

5Wir unterstellen im Augenblick, dal die Ableitungen der elementaren Funktionen
bekannt sind. Eine Herleitung wird spéter erfolgen.
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Beweis. Aus id = g o f schlieflen wir mittels der Kettenregel

(3.1.49) 1= g'(f(20))f (o).
Daher sind beide Ableitungen von 0 verschieden und die Behauptung bewie-
sen. (|

3.1.17. Definition (hohere Ableitungen). (i) Sei f : 2 — F. Wir de-
finieren dann induktiv die hoheren Ableitungen von f durch f(© = f, und
f) = (f=DY n > 1. Wenn f(™ existiert, so heiBt f() die n-te Ableitung
von f; f selbst heifit n-mal differenzierbar.

Es ist auch die Bezeichnung Z;f anstelle f("™ gebriuchlich.

f heidt n-mal stetig differenzierbar, wenn die n-te Ableitung stetig ist.

Wenn beliebig hohe Ableitungen von f existieren, so nennen wir f un-

endlich oft differenzierbar.

(ii) Wir fithren noch folgende Funktionenrdume ein

CU,F)={f: f: 02— F, fstetig},
CUR,F)={f:f: 02— F, fstetig},
C*(02,F) = { f: f k-mal stetig differenzierbar },
C*(2,F)={feCkNF): O<\Z/<k £ stetig fortsetzbar auf 2},
C®(R2,F)= () C"(%2, F),

neN
C®(R,F)= ) C™(2,F).

neN

Falls F = R, so schreiben wir meist C°(£2) anstelle von C°(£2, F), ent-
sprechend fiir die anderen Riume.

3.1.18. Bemerkung. Die oben definierten Funktionenrdume sind Vek-
torrdume iiber K. Wir werden spéter auf einigen eine Norm einfithren und
sehen, daf sie Banachrdume sind.

3.1.19. Proposition. f: 2 — K", f = (f?), ist genau dann in xo € §2
differenzierbar, wenn die Komponenten f* differenzierbar sind in xo. Es gilt
dann

(3.1.50) f'(@o) = ((f')'(w0))-

Beweis. Ubungsaufgabe.
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3.1.20. Aufgaben.

1 f(5) = Oz — 2oll*) = f(z) = ol — zol®) V0 <f<a.
2 Sei f: 2 — F n-mal differenzierbar, n > 1, so folgt f € C"~1(2, F).
3 Man beweise, daf f(z) = |z|,z € R, im Ursprung nicht differenzierbar ist.
4 Man zeige, daf die Funktion f(z) = z,z € C, nirgends differenzierbar ist.
5 Man bestimme die Ableitung der reellen Funktionen

(i) a*,a >0

(ii) loglog(l+x), >0

(iii) (z®)*, x>0
6 Man zeige, dafl

zu C?(R)\C3(R) gehort.
7 Beweisen Sie Proposition 3.1.19.

8 Sei f : 2 — F differenzierbar in g und sei ¢ : I — K ein stetiges
lineares Funktional, dann ist ¢ = ¢ o f differenzierbar in zg, und es gilt

9'(zo) = o (f'(x0))-
9 Sei 2 C K offen und beschréinkt und /' ein Banachraum {iber K, dann
definieren wir in C™ ({2, F') eine Norm

11l = sup sup||f*) ()]
0<k<nzef?

Im Falle F' = K = R schreiben wir |f|,, o anstelle von || f||,, 5. Man zeige,
daB C™(£2, F) beziiglich dieser Norm ein Banachraum ist.

3.2. Der Mittelwertsatz und seine Folgerungen

In diesem Abschnitt wollen wir besonders reelle Funktionen untersuchen,
d.h. Funktionen f : I — R, die auf einem offenen oder abgeschlossenen
Intervall I C R definiert sind. Die Eigenschaft von R, ein geordneter Korper
zu sein, wird uns zusétzliche Informationen iiber differenzierbare Funktionen
liefern.

Wir definieren zunéchst
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3.2.1. Definition. Sei E ein metrischer Raum und f : F — R eine
reellwertige Abbildung. Wir sagen, f besitze in 29 € F ein lokales (globales)
Minimum, falls eine Umgebung U = U(xg) existiert, so daf§

(3.2.1) f(zo) < f(x) VeelU
bzw., falls
(3.2.2) flzo) < f(x) VzekE.

Vollig analog wird definiert, wann ein lokales (globales) Mazimum vor-
liegt. Minima oder Maxima nennt man zusammengefafit Extrema und die
entsprechenden Punkte, in denen sie angenommen werden, Fxtremalstellen.

Gelten in (3.2.1) bzw. (3.2.2) fiir z # z( die strikten Ungleichungen, so
sprechen wir von einem strikten lokalen (globalen) Minimum; analog wenn
ein Maximum vorliegt.

3.2.2. Proposition. Nehme an, dafy f : (a,b) = R in z¢ € (a,b) ein
lokales Extremum besitze. Wenn dann f in xq differenzierbar ist, so mufs
notwendigerweise f'(xzq) =0 gelten.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, daf in z( ein lokales Minimum
vorliegt (bei einem Maximum betrachte — f anstelle von f).
Gelte also

(3.2.3) f(zg) < f(x) V& € Be(zo),
dann folgt
(3.2.4) F@=1@0) oo vy <a<mote

Tr — X
und daher ist f'(zg) > 0.
Betrachten wir den Differenzenquotienten fiir x < zy und gehen dann
zum Limes {iber, so erhalten wir f/(zg) <0, d.h. f/(xq) = 0. |

3.2.3. Punkte in denen die Ableitung einer differenzierbaren Funktion
verschwindet, nennen wir kritische Punkte (der Funktion). Das Ergebnis, das
wir eben bewiesen haben, 148t sich daher auch so ausdriicken: Extremalstellen
von reellen, differenzierbaren Funktionen sind kritische Punkte.

Die folgenden Abbildungen zeigen zwei Funktionen, von denen die eine
drei lokale Extrema besitzt, wihrend die andere zwar einen kritischen Punkt
hat, der jedoch keine Extremalstelle ist.
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WANIR ;

ST /

Extrema Wendepunkt

3.2.4. Proposition (Rolle). Sei f € C%a,b]) differenzierbar in (a,b)
und gelte f(a) = f(b), so existiert & € (a,b) mit f/(§) = 0.

Beweis. Setze
(3.2.5) m = inf f([a,b]) und M =sup f([a,b]).

Infimum und Supremum werden angenommen, da [a,b] kompakt ist, vgl.
Theorem 2.3.17 auf Seite 126. Wenn m = M = f(a), so ist f = const und
ff=o.

Nehme daher z.B. an, dafi M # f(a), dann wird das Maximum im Innern

angenommen, d.h. es existiert £ € (a,b) mit f(§) = M, woraus nach dem
oben bewiesenen f/(£) = 0 folgt. |

3.2.5. Theorem (Mittelwertsatz (MWS)). Sei f € C%(a,b]) differen-
zierbar in (a,b), dann ezistiert £ € (a,b), so dafs

(3.2.6) f(b) = f(a) = F(§)(b—a).
Beweis. Wende den Satz von Rolle auf die Funktion
(3.2.7 o(@) = f@) - LU= )

an. |

Fiir vektorwertige Funktionen nimmt der MWS die Form einer Unglei-
chung an.

3.2.6. Theorem. Sei F' ein reeller Banachraum und f : [a,b] — F stetig
in [a,b] und differenzierbar in (a,b), dann gilt

(3.2.8) 1£) = fla) < sup [If'(@)II(b— a).

z€(a,b

Beweis. Sei ¢ € F* ein beliebiges Element mit ||| = 1. Definiere g :
[a,b] = R durch

(3.2.9) 9(x) = (o, f(z)).
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Dann ist g € C°([a, b]), differenzierbar in (a,b) und als Ableitung erhélt
man

(3.2.10) g'(x) = (p, f'(2)),

wie man leicht sieht, vgl. Aufgabe 8 von Aufgaben 3.1.20 auf Seite 168. Be-
achte auch, daf§ wir die Schreibweise in (2.7.11) auf Seite 152 benutzen, um
@ o f(x) auszudriicken.

Wenden wir den MWS auf g an, so folgt
(3.2.11) (0, f(b) = f(a)) = (¢, f'(£))(b—a)

mit einem geeigneten £ € (a,b), oder, nach Definition der dualen Norm

(3.2.12) (e, £(0) = F(aN] < IF' N —a) < sup [If'()][(b - a).

z€(a,b
Die Behauptung ergibt sich nun aus dem anschliefenden Lemma 3.2.7. O

3.2.7. Lemma. Sei E ein normierter Raum tiber K, dann gilt fir alle

uek

(3.2.13) [ull = sup (o, u)|.
pEE™
lll=1

Beweis. Offensichtlich ist wegen |{¢, u)| < ||¢]|||u]]

(3.2.14) sup [(p,u)| < ul],
pEE"
llell=1

so da8 wir nur noch die umgekehrte Abschétzung beweisen miissen.

Diesen Teil des Beweises konnen wir aber im Augenblick nur fithren, wenn
FE ein Hilbertraum ist. Den allgemeinen Fall werden wir spéter in Band I
beweisen, wenn uns einige funktionalanalytische Hilfsmittel zur Verfiigung
stehen, wie z.B. der Satz von Hahn-Banach, vgl. Theorem ?? und insbeson-
dere Corollar ?? von Analysis II.

Sei also E ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -), dann kénnen wir jeden
Vektor v € E auch als Element ¢ € E* auffassen, indem wir definieren
(3.2.15) p(u) = (u,v) VuekE,

wobei wir jetzt ¢(u) schreiben anstatt (p,u), wegen der Verwechslungsmog-
lichkeit mit dem Skalarprodukt.

Fiir diese Einbettung j: E — E*, j(v) = ¢, gilt ||¢|| = ||v||, wie man sich
leicht iiberlegt, vgl. Aufgabe 6 von Aufgaben 3.2.16.

Zum Beweis der Abschéitzung
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(3.2.16) sup |o(u)| > [[uf,
pEE™
llell=1

diirfen wir annehmen, dafl u # 0, denn sonst brauchen wir nichts zu beweisen.

Wihlen wir nun ¢ = j(m), so sehen wir, daf3

(3.2.17) lull = ¢(u)  und el =1,

Damit ist alles bewiesen. O

Wir kénnen auch eine Variante des Mittelwertsatzes herleiten fiir differen-
zierbare Funktionen, die eine offene Teilmenge von C in einen Banachraum
abbilden.

3.2.8. Theorem. Sei 2 C K offen und konver,® F ein Banachraum iiber
K und f: 2 — F differenzierbar. Dann gilt fiir beliebige Punkte x, xo € {2

(3.2.18) 1f(x) = flzo)ll < sup [If'(y)l[|z — ol

y€lzo,x

Beweis. Wir wenden Theorem 3.2.6 auf die Funktion

(3.2.19) g(t) = f(tx + (1 — t)zo), 0<t<1,
und beachten dabei, dafl nach der Kettenregel
(3.2.20) g @t) = f(tx + (1 —t)zo)(z — x0).

Aus diesem Resultat kénnen wir zwei Folgerungen ziehen

3.2.9. Corollar. Unter den Voraussetzungen von Theorem 3.2.8 gilt die
Abschitzung

(3.2.21) [[f(x) = f(zo) = f'(zo)(x — wo)|| <
sup ||f(y) = f'(xo) |||z — xol.

ye[mo,x]

Beweis. Fixiere xg € {2 und wende Theorem 3.2.8 auf die Abbildung

(3.2.22) 9(a) = f(x) - f'(z0)a
an. O

3.2.10. Corollar. Sei 2 C K ein Gebiet, f: 2 — F differenzierbar und
gelte f' =0, so ist f = const.

6vgl. die Definition in FuBnote 7 auf Seite 141.
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Beweis. Sei y € 2 ein beliebiger Punkt. Setze A = {2 € 2: f(x) =
f(y)}. A#0, day € A und wir werden zeigen, dal A sowohl offen als auch
abgeschlossen ist und damit gleich (2, vgl. Bemerkung 2.5.22 auf Seite 142.

Die Abgeschlossenheit von A folgt sofort aus der Stetigkeit von f (differen-
zierbare Funktionen sind stetig), so daf§ wir nur noch die Offenheit beweisen
miissen.

Sei g € A; wihle r so, dafl B, (xo) C 2 und wende Theorem 3.2.8 auf f
in B,(zo) an. Dann erhalten wir B,.(xo) C A. O

Monotone Funktionen

3.2.11. Definition. Sei I C R eine Intervall. Eine Abbildung f: 1 — R
heiflt monoton wachsend bzw. monoton fallend, falls fiir alle x1, x5 € I gilt

(3.2.23) r1 <z = f(x1) < fla)
bzw.
(3.2.24) r1 <z = f(x1) > f(22).

Bleiben die Implikationen richtig, wenn ,<“ bzw. ,,>“ durch die strik-
ten Ungleichungen ersetzt werden, so heifit die Abbildung strikt monoton
wachsend bzw. strikt monoton fallend.

3.2.12. Proposition. Sei f : (a,b) — R differenzierbar, so ist f genau
dann monoton wachsend bzw. fallend, wenn f'(x) > 0 bzw. f'(x) <0 Vaz €

(a,b).
Gilt f' > 0 bzw. f' <0, so ist die Monotonie strikt.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dafl f monoton wéchst.

,=“ Sei f monoton wachsend, dann ist fiir x > zo der Differenzen-
quotient nicht-negativ und somit f’(zg) > 0.

,<=“ Die Umkehrung und der letzte Teil der Behauptung folgen aus
dem MWS. 0

3.2.13. Theorem (Existenz der Inversen). Sei f : I = (a,b) — R diffe-
renzierbar und gelte f' # 0 in I, dann ist J = f(I) ein offenes Intervall und
es existiert eine differenzierbare Inverse von f, f~':J — I, mit

(3.2.25) (@)= (@)™ Vael



174 3. Differentiation in einer Variablen

Beweis. ,,(i)* Aus dem Satz von Rolle erhalten wir, da8 f injektiv ist.

»(i1)* J = f(I) ist ein Intervall, da f stetig ist und stetige Bilder von
zusammenhédngenden Mengen wieder zusammenhéngend sind, vgl. Proposi-
tion 2.5.3 auf Seite 136 und Theorem 2.5.4. Gehorte einer der Endpunkte von
J zu J, so hiele dies, dafl f sein Maximum oder sein Minimum in I ann&éhme
im Widerspruch zu f’ # 0 (siehe Proposition 3.2.2). Daher ist J offen.

Die gleiche Schlufiweise zeigt, da3 f offene Teilintervalle von I in offene
Teilintervalle von J abbildet und somit offen ist, d.h. f=1 :.J — I ist stetig
und f ein Homéomorphismus von I auf J.

,»(1i)“ Da f ein Homomorphismus ist, gilt

(3.2.26) r—xg = f(x) = f(zo)

Setze £ = f(x), dann ist

O =) w0 (f(:v) f(xo))_l
(3220 &% T@—J@) \ o-a )
woraus wegen (3.2.26) die Behauptung folgt. a

Wir kénnen auch eine Variante dieses Theorems fiir komplexe Funktionen
beweisen.

3.2.14. Theorem. Scien 2, C C offen und f : 2 — ' ein differen-
zierbarer Homdomorphismus, so daf f'(z) £ 0V z € 2. Dann ist die Inverse
F7L: 02 — 2 ebenfalls differenzierbar und es gilt

(3.2.28) (@) =(f(2)"" Veen
Beweis. Da wir jetzt voraussetzen, dafl f ein Homéomorphismus ist, folgt
die Behauptung direkt aus Teil (iii) des vorigen Beweises. O

3.2.15. Beispiele. (i) Die Potenzfunktionen f,, : Rt — R* mit f,(z) =
" erfiillen die Voraussetzungen von Theorem 3.2.13, so daf§ die Ableitung

der Wurzelfunktionen g, (z) = z» existiert und ¢/, () = %m%’l.

(ii) Wir werden bald beweisen, dafi die Exponentialfunktion f(z) = e”

differenzierbar ist und f’ = f. Daraus folgern wir, daf} die Inverse log z, = > 0,

differenzierbar ist mit log'(z) = L.

3.2.16. Aufgaben.

1 Sei f: (a,b) — R injektiv und stetig, so ist f monoton.

2 Beweisen Sie, dafl unter den Voraussetzungen von Theorem 3.2.13 f strikt
monoton ist und daher f’ ein Vorzeichen besitzt.
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3 Bestimmen sie die Ableitung von f(z) = a®, a > 0, und von der Inversen
von f.

4 Zeigen Sie, daf} die Funktion
z% sin %, x#0
0, z=0
iiberall differenzierbar ist, dafl aber f’ im Ursprung unstetig ist.
5 Man beweise, ohne die Exponentialfunktion zu benutzen, dafl die Funktion
f(z) =aP, z € RY, p € Q, differenzierbar ist und f’(z) = paP~1.

6 Sei H ein Hilbertraum iiber Kund j : H — H* die in (3.2.15) beschriebene
Identifikation von einem Vektor v € H mit einem Element ¢ = j(v) € H*.
Man zeige, daB j eine injektive, semilineare” und normtreue Abbildung ist,
dh. [j()] = o] Vv e H.

3.3. Die Regeln von de "Hospital

Aus der Reihendarstellung von e® sehen wir sofort, dafl der Limes

x
1
(3.3.1) lim <
x—0 €T
z#0

existiert, ohne dafl wir ihn formal durch

(3.3.2) limg (€ = 1)

limx_m T

darstellen kénnen, da wir dann einen undefinierten Ausdruck der Form %
erhalten.

In diesem Abschnitt wollen wir ganz allgemein untersuchen unter welchen
Bedingungen die Grenzwerte

(3.3.3) }11)1% Lz)
v2a g(x)
existieren, wenn sowohl f als auch g in a verschwinden oder unendlich werden.
a ist dabei ein Element von R und die Konvergenz ist ebenfalls im Sinne von
R zu verstehen.
Das entscheidende Hilfsmittel ist der sog. verallgemeinerte Mittelwertsatz

"Seien E, F Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung j : EE — F heifit semilinear, falls
JOx + py) = Nj(x) + fij(y) V o,y € B, A, p € K.
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3.3.1. Theorem (verallgemeinerter MWS). Seien die Funktionen f,g €
C%[a,b]), a,b €R, in I = (a,b) differenzierbar und gelte g'(xz) #0V z € I.
Dann existiert € € I, so dafs

(3.3.4) -

Da ¢’ in I nirgends verschwindet, ist insbesondere g(b) # g(a) (Satz von
Rolle), so dafl der Quotient wohldefiniert ist. Wendeten wir auf Zahler und
Nenner getrennt den bekannten MWS an, so folgte

f) = fla) _ f'(€)

(339 o0 —g@) g "

Das Besondere an (3.3.4) ist daher, dafl wir £ = n wahlen konnen.

Beweis von Theorem 3.3.1. ,(i)“ g ist stetig und injektiv und somit
monoton, Aufgabe 1 von Aufgaben 3.2.16 auf Seite 174. Nehmen wir 0.B.d.A.
an, daff g monoton wichst, so folgt g([a,b]) = [, 8] mit o = g(a), 8 = g(b)
und ¢’ > 0, Aufgabe 2 von Aufgaben 3.2.16.

»(i1)* Nach Theorem 3.2.13 auf Seite 173 existiert daher die Inverse ¢
von ¢ und ist differenzierbar in J = («, 5) mit

(3.3.6) Pga) =(¢'(x))™" Vel

Wenden wir nun den gewohnlichen MWS auf die Komposition A = fo ¢
an, so erhalten wir

(3.3.7) h(B) — h(a) = 1’ ()(8 — «)

mit a <y < S.
Damit ist bereits alles bewiesen, denn

h(B) = f(b),  h(a) = f(a)

3.3.8
(335 B =g(b), a=g(a)
und
/ Y / Y 1
(3.3.9) () = fle))e' () =f (w(w))ig,w(v))
& = () ist daher die gesuchte Zahl. O

Dem gerade durchgefiihrten Beweis entnehmen wir auch, dafl eine vektor-
wertige Variante des verallgemeinerten MWS existiert
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3.3.2. Theorem (vektorwertige Variante). Sei F' ein reeller Banach-
raum, f € C%[a,b], F) und g € C%Ia,b]), a,b € R, und nehme an, f,g
seien in I = (a,b) differenzierbar und gelte ¢’'(x) A0V x € I. Dann ist

L gt - g0

Beweis. Der Beweis ist weitgehend identisch mit dem vorherigen. Der
einzige Unterschied ist, daB} wir auf die Funktion h = f o ¢ den MWS fiir
vektorwertige Funktionen, Theorem 3.2.6 auf Seite 170, anwenden. ([

(3.3.10) (@) = F®)] < sup|
el

3.3.3. Proposition. Sei U = U(a) eine einseitige Umgebung® von a € R
und seien f,g € CO(U) differenzierbar in U = U\{a}. Gelte ferner f(a) =
g(a) =0 und ¢'(x) # 0V x € U. Dann existiert

f(z)

3.3.11 im ,
( ) 228 9(x)
wenn

f'(z)
(3.3.12) lm 5

r#a

existiert, und die beiden Limites stimmen tiberein.

Beweis. Wir nehmen an, die Voraussetzungen ligen in dem Intervall

I = [a,b] C U,a < b, vor, wenden dann den verallgemeinerten MWS im
Intervall [a, 2] fiir ein beliebiges « € I\{a} an und erhalten
fx) _ f(E) :
3.3.13 —z = mit a <<z
(3:319) o) 7
Daraus folgen aber die Behauptungen unmittelbar. O

3.3.4. Proposition. Sei U eine einseitige Umgebung von a € R und
seien f,g € CO(U) differenzierbar in U mit g'(x) # 0V x € U. Gelte ferner

(3.3.14) lim f(z) = lim g(z) = oo,
dann existiert

lim M

(3.3.15) lim

)

8Damit meinen wir U = [a,a + €) oder U = (a — €, a].
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falls

f'(x)

(3.3.16) lim 70

existiert, und die beiden Limites stimmen tiberein.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, daf§ a der linke Endpunkt von U ist
und dafl I = [a,b] C U. Fiir beliebige Paare (z,20), a < & < xy < b folgt
dann nach dem verallgemeinerten MWS

J(@) = f@o) _ £(©)

(3.3.17) 7@ —g@e) ~ 7 mit x <& < xo.
Sei
o= lim L@
(3.3.18) i—m 7(@)

Zu beliebigem € > 0 gibt es dann g, so daf

f'(©)

3.3.19 <a-+te Va<é&<uxg.
( ) g,(g) f 0
Mit dieser Wahl von zg folgt nun aus (3.3.17)

(3.3.20) o L@ =F@0)

e—a g(z) — g(xo)
Aus der Identitéit
f(x) = f(zo) _ f(x) g(xo) _ f(zo)
B3 g = 30 T o) —stw) )~ oG
und der Annahme lim,_,, g(z) = oo schliefen wir andererseits

— f(@) — flzo)  +— f(z)
(3.3.22) lim g(x) — g(xo) i g(x)’
und somit
=@
(3.3.23) @) =

Entsprechend beweist man, daf3

(3.3.24) a < lim M;
z—a 9(T)
man mufl dazu nur anstelle der Ungleichung (3.3.19) die Abschiitzung

(3.3.25) >a—e VYa<i<uzg
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mit einem geeigneten xy betrachten und analog zu eben weiterschliefen. [

3.3.5. Proposition. Seien f,g in einer Umgebung U von oo definiert
und differenzierbar und gelte ¢'(x) 20V x € UNR, sowie

(3.3.26) xlg{)lo f(x) = xlggo g(z)=0
bzw.
(3.3.27) Tli}n;o flx)= Tlgrolo g(x) = oc.

Dann existiert

im @
(3.3.28) xl_mo (@)
falls

@)
(3.3.29) mlﬁOO 7 ()

existiert, und die beiden Limites stimmen tiberein.

Beweis. Wende Proposition 3.3.3 bzw. Proposition 3.3.4 auf die Funk-
tionen

(3.3.30) ola) = fla™), 2(0) = lim ()
(3.3.31) () = gla™), (0) = lim g(x)

an, die in einem Intervall I = [0,b] definiert, stetig” und im Innern differen-
zierbar sind mit v’ # 0.
Dann erhalten wir

o f@) () ¢ (x f'(@)
3.3.32 lim —% = lim = lim = lim
( ) voo g(x) wm0d(x) a0 (z)  emee g'(2)

9Wenn (0) = ¥(0) = oo, so diirften wir eigentlich wie in Proposition 3.3.4 nur von
@, € C%((a, b]) sprechen.
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3.3.6. Bemerkung. (i) Die Behauptungen in den obigen Sitzen gelten
entsprechend, wenn das Verhalten fiir £ — —oo untersucht werden soll, oder
wenn eine der Funktionen nach —oo konvergiert.

(ii) Ergibt sich bei der Berechnung von lim,_,, § :ég wieder ein unbe-

stimmter Ausdruck, so kann dieser Grenzwert durch lim,_,, ;,—Eg ausge-
driickt werden, sofern ¢g”(z) # 0 in einer Umgebung von a und sofern f, g
zweimal differenzierbar sind, usw..

(iii) Unbestimmte Ausdriicke der Form ,,0 - co“ bzw. ,00 — 00“ mufl man

durch Umformen auf die Gestalt ,,%“ oder ,,22* bringen.

3.3.7. Beispiele.

sinz __
nr 1,

1. llmm*}O

2. lim, o0 1982 = 0.

3. Definiere ¢ in [0, 1] durch

1 1
z  sinz’ O<I§1’
0, z =0,

(o) =
so ist p € C([0, 1]).

Beweis. Wir betrachten nur das dritte Beispiel. Zunéchst formen wir ¢

um
sinz —x

(3.3.33) o(x) = prprmnt
um im Limes einen unbestimmten Ausdruck zu erhalten, den wir behandeln
konnen. Der Quotient der ersten Ableitungen liefert im Limes wieder einen
unbestimmten Ausdruck, so daf erst die zweiten Ableitungen ein Ergebnis
liefern

. . cosx — 1
lim p(z) = im —
z—0 z—0 SIN X + X COS T
(3.3.34)
- lim o™ty ©(0).

z—0 2cosxr — xrsinx

3.3.8. Aufgaben.

1 Man verifiziere die ersten beiden Aussagen in Beispiele 3.3.7.

2 Man bestimme die folgenden Grenzwerte
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4 lim, o zlog(1 + %) =1.

2

5 lim, _,o(y/cosaz — v/cos br)a—2 = Lo,

3.4. Differentiation von Funktionenfolgen

Wir wollen zunéchst ein friiheres Ergebnis, Theorem 1.6.5 auf Seite 91,
umformulieren, so dafl es sich besser in unsere jetzigen Uberlegungen inte-
grieren 1a8t.

3.4.1. Theorem. Seien E,F metrische Raume, F zudem vollstindig,
und f, : E — F eine Folge von stetigen Funktionen, die gleichmdfig nach
einer Funktion f konvergieren, dann ist f stetig.

Beweis. Sei zp € E und (x,,) eine Folge, die nach z( konvergiert, dann
miissen wir f(xg) = lim f(z,,) nachweisen oder gleichbedeutend damit, die
Vertauschbarkeit die Grenziibergéinge

(34.1) limlim fy, (%) = lim lim f,, (z,).
Dies ist aber gerade die Aussage von Theorem 1.6.5. O

Wie frither, Theorem 1.6.8 auf Seite 93, gilt auch jetzt eine entsprechende
Aussage fiir Reihen.

3.4.2. Theorem. Sei E ein metrischer Raum, F ein Banachraum und
fn + E — F eine Folge von stetigen Funktionen. Nehme an, die Reihe
((fn(x))) konvergiere gleichmdfig nach f(z)V x € E, dann ist f stetig.

Beweis. Wende Theorem 3.4.1 auf die Folge der Partialsummen

n

(3.4.2) sn(r) =Y fr(x)

an. |
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3.4.3. Theorem. Sei 2 C K, F ein Banachraum tiber K und f,, : 2 — F
eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen, die folgende Bedingung'®
erfillen

fn = f

fn = g

Dann ist auch f stetig differenzierbar und f' = g.

(3.4.3)

Um den Beweis etwas transparenter zu machen, fithren wir zunéchst den
Stetigkeitsmodul einer Funktion ein.

3.4.4. Definition (Oszillation, Stetigkeitsmodul). Seien E, F' metrische
Réaume, f : F — F eine Abbildung und () # A C F, dann definieren wir die
Oszillation von f in A, in Zeichen, wy(A), durch

(3.4.4) wr(A) = sup d(f(x), f(y))-

z,y€A

Wenn A eine Kugel ist, A = B, (), so bezeichnet man w¢ (B, (z¢)) auch
als den Stetigkeitsmodul von f in B,(x¢) und schreibt dafiir wy(xo,r). Wir
definieren noch

(3.4.5) wr(z) = limwy(z, 7).

r—0

Eine andere gebrduchliche Bezeichnung fiir wy(A) ist oscy(A).

3.4.5. Bemerkung. f ist genau dann stetig in xg, wenn

(3.4.6) wyr(xo) =0.

Beweis. Ubungsaufgabe.

Beweis von Theorem 3.4.3. Da die Stetigkeit von g aus Theorem 3.4.1
folgt, geniigt es nachzuweisen, dafl g die Ableitung von f ist.

Sei zy € §2 ein beliebiger Punkt und B, (zq) C 2. Wir wenden dann Corol-
lar 3.2.9 auf Seite 172 auf f,, an und erhalten fiir € B,.(z¢) die Abschétzung

fn(x) = fu(20)

r — X

(3.4.7) ‘

A T VAR ACH]

y€lzo,]

10Wir erinnern an die Definition 1.6.1 auf Seite 89 des Symbols f,, = f (gleichméBige
Konvergenz). Mit dem einfachen Pfeil f,, — f wollen wir ausdriicken, daf f, punktweise
nach f konvergiert.
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Gehen wir zum Limes iiber, so erhalten wir wegen der punktweisen Kon-
vergenz von f, und der gleichméfligen Konvergenz der Ableitungen

Hf(x) — f(=o)

3.4.8
(3.4.8) pra—

—g(@o)|| < sw lgly) = gleo)]|."
yElwo,x]

Die rechte Seite von (3.4.8) konnen wir durch den Stetigkeitsmodul
wq(zo,T) von g nach oben abschétzen, d.h.

Hf(x) — f(20)

4.
(3.4.9) pr——

- g(wo)| < wylwo,r) V€ Byao),
woraus wir sofort ablesen, dafi f in xg differenzierbar ist und f/(z¢) = g(xo),
da wegen der Stetigkeit von g lim,_.owq(zo,7) = 0. O

3.4.6. Theorem. Sei 2 C K, F ein Banachraum tiber K und f,, : 2 — F
eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen. Nehme an, daf$ fiir jedes
x € §2 die Reihe ((fn(x))) konvergiert, so daff hierdurch eine Funktion f
definiert wird

(3.4.10) flz) = an(x) x € 2.

Nehme weiter an, daf ((f](x))) gleichmdifig nach einer Funktion g(x) kon-
vergiert V. x € 2, dann ist f differenzierbar und f' = g.

Beweis. Wende Theorem 3.4.3 auf die Partialsummen der Reihe an und
beachte Theorem 3.4.2. O

3.4.7. Bemerkung. Wir haben bis jetzt nur Potenzreihen der Form
((anz™)) mit & € R betrachtet, doch kénnen wir natiirlich auch z € C zulas-
sen. Die Definition des Konvergenzradius, vgl. Definition 1.2.22 auf Seite 69,
dndert sich nicht und es bleibt auch richtig, dal eine Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius r > 0 innerhalb einer jeden Kugel B, (0), ro < r, gleichméafig
absolut konvergiert, vgl. Beispiel 4 in Beispiele 1.6.2 auf Seite 90.

3.4.8. Lemma. Sei ((a,2™)) eine Potenzreihe in K mit Konvergenzra-
dius 7 > 0 und ((napz™ 1)),>1 die Potenzreihe, die wir durch gliedweise
Differentiation erhalten. Dann besitzt diese Reihe den gleichen Konvergenz-
radius.

Dje Konvergenz der rechten Seite von (3.4.7) nach der von (3.4.8) soll in Aufgabe 1
von Aufgaben 3.4.11 bewiesen werden.
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Beweis. Da die Multiplikation mit  # 0 an dem Konvergenzradius einer
Potenzreihe nichts dndert, geniigt es zu zeigen, dafl der Konvergenzradius p
der Reihe ((na,z™)) gleich r ist.

Nun gilt
(3.4.11) p~ ! =Tim(nla,|)* =limn= Tm(|a,|)* =71,
denn fiir n > 1 ist
(3.4.12) ny = et
und
1
(3.4.13) 98T o
n
nach der Regel von de I’'Hospital, vgl. Beispiel 2 von Beispiele 3.3.7 auf Sei-
te 180. O

3.4.9. Proposition. Sei ((a,z™)) eine Potenzreihe in K mit Konver-
genzradius v > 0, dann ist die durch die Potenzreihe definierte Funktion

(3.4.14) f(z) = Z anz" x € B,(0)

in B-(0) differenzierbar und f' erhdlt man durch gliedweise Differentiation
(3.4.15) f(z) = Znanxnfl.
n=1

Da f'(z) ebenfalls eine Potenzreihe ist mit gleichem Konvergenzradius
wie f(x), folgt insbesondere, dafi eine Potenzreihe innerhalb ihrer Konver-
genzkugel unendlich oft differenzierbar ist.

Beweis. Setze zur Abkiirzung f,(x) = a,2", x € B,(0). Dann konver-
giert die Reihe ((f!(x))) in jedem B, (0), 1o < r, gleichmiBig nach einer
Funktion g(z), vgl. Lemma 3.4.8 und Bemerkung 3.4.7. Der erste Teil der
Behauptung folgt daher aus Theorem 3.4.6.

Die restlichen Aussagen sind offensichtlich. O

3.4.10. Beispiel. Wir definieren die Exponentialfunktion auch fiir kom-
plexe Argumente durch die Potenzreihe

oo

(3.4.16) expx = Z <

n!

n
z e C.
n=0

Dann folgt fiir die Ableitung
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e n—1 X ,.n
(3.4.17) exp = Z nmn' = Z % = expz.
n=1 ’ n=0

3.4.11. Aufgaben.

1 Beweisen Sie bitte, daf die rechte Seite der Ungleichung (3.4.7) nach der
von (3.4.8) konvergiert.

2 Man beweise Bemerkung 3.4.5.

3 Sei ((anx™)) eine in 2 = Br(0) C K absolut konvergente Potenzreihe und
f = f(z) ihre Summe, dann gilt

F(0)
n!

4 Sei 2 C K offen, konvex und beschriankt, F' ein Banachraum und f, :
2 — F eine Folge von differenzierbaren Funktionen, deren Ableitungen
gleichméBig in 2 konvergieren. Nehme an, f,, konvergiert in einem Punkt
xo € {2, dann konvergiert f, gleichméfig in (2.

VneN.

ap =

3.5. Die Differentialgleichung & = Ax

Sei E ein reeller Banachraum und A € L(E). Wir wollen dann die lineare
Differentialgleichung erster Ordnung & = Az zu vorgegebenem Anfangswert
xg € F losen, d.h. wir suchen ein Intervall I = [0,T),T > 0, und eine Funkti-
on z = xz(t) € C*((0,T), E)NC°([0,T), E), die das sog. Anfangswertproblem
(AWP)

&= Ax in I,
(3.5.1)
z(0) = zo
16st.

Solche Differentialgleichungen haben ihren Ursprung in physikalischen,
chemischen oder biologischen Problemen und der Parameter ¢, von dem
die gesuchte Funktion abhéngt, steht meist fiir die Zeit. Aus historischen
Griinden ist es dann iiblich die Ableitung nach ¢ mit einem Punkt zu sym-
bolisieren.

Die Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung, d.h. wenn
x,y zwel Losungen der Differentialgleichung sind, so ist auch x+y eine Lésung
und entsprechend bei der Multiplikation mit einem Skalar. Man beachte, dafl
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wir unterscheiden zwischen der Differentialgleichung & = Az und der Vorga-
be des Anfangswertes x(0) = xg, d.h. verschiedene Lisungen der Differenti-
algleichung werden verschiedene Anfangswerte besitzen. In der Tat werden
wir beweisen, dafl dies so sein muf, es sei denn, die Losungen sind identisch.

Wir werden in Band II ausfiihrlicher auf gewdhnliche'® Differentialglei-
chungen eingehen—auch auf nichtlineare.

Die eindeutige Losbarkeit des AWP (3.5.1) wird im ndchsten Abschnitt
benutzt werden, um die Existenz und wichtige Eigenschaften von gewissen
elementaren Funktion nachzuweisen, so dafl es sinnvoll ist, diese Differenti-
algleichung jetzt schon zu behandeln. Es ist zudem eine schone Anwendung
der abstrakten technischen Fertigkeiten, die in den vorangegangen Kapiteln
erworben wurden.

Ein wichtiges Hilfsmittel zum Nachweis der eindeutigen Losbarkeit ist das
sog. Gronwallsche Lemma.

3.5.1. Lemma (Gronwallsches Lemma). Sei I = [0,T], T > 0, und
gentige die beschrinkte Funktion ¢ : I — R, der Ungleichung

(3.5.2) o(t) < p(to) +c(t—1to) sup (1) YO0<ta<t<T
to<7t<t

mit einer positiven Konstanten c, dann gilt
(3.5.3) o(t) < 2p(tg)2%00) v <ty <t<T.
Insbesondere ist ¢ = 0, wenn p(0) = 0.

Beweis. (i) Definiere fiir 0 <t <t <T
(3.5.4) (' t) = sup (7).

<7<t

1 ist wohl definiert, da ¢ beschriankt, monoton wachsend in ¢t und monoton
fallend in ¢'.

Fixiere tg, 0 < tg < T. Fiir beliebige Punkte s, s aus [tp,T] mit s’ < s
erhalten wir dann aus (3.5.2)

(3.5.5) o(t) < (s +c(s — s )(s, s) Ve <t<s,

oder, wenn wir zum Supremum iibergehen,

(3.5.6) (s, s) <Y(s', ') +ce(s—s)(s',s)  Vig<s <s<T,
wobei wir beachten, dafl p(s") = ¥(s', s').

(ii) Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

12Das sind solche, in denen nur nach einer reellen Variablen differenziert wird.
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a) Wenn T — ty < 5-, dann schlieflen wir aus (3.5.6)
(357) (p(S) < lb(to, 8) < 2’(/J(t0,t0) = 2(,0(250) v to <s< T,
und haben in diesem Fall die Abschétzung (3.5.3) hergeleitet.

b) Wenn T — ¢y > 2%, so wahlen wir n € N minimal, so daf}

T —tg 1
<
n = 2c

(3.5.8) ¢ —

und zerlegen das Intervall [tg, T in n Teilintervalle [s;, $;+1] mit Endpunkten

(3.5.9) s; = to + 1, i=0,...,n.
Es gilt dann sg = tg, s, =71 und
1 1
0.1 —<e< —.
(3.5.10) de == 2
Letztere Abschitzung folgt aus der Minimalitdt von n, die T;L:tlo > i

impliziert; beachte, dafi n > 2.
Aus (3.5.6) erhalten wir nun die Rekursionsformel
Y(si,8i41) < (84, 8:) + c(Si41 — 8:)1 (i, 5i41)
(3.5.11) = (54, 8;) + ce(ss, Si41)
< (si, 8i) + 39(si, Sig1)
oder
(3512) 1/1(51',51'4,_1) S 21/}(82',81'), i:O,...,n—l.
Da (s;,8;) < (si—1, ;) fir 1 <4 < n, schlieflen wir weiter
(3.5.13) Y(8iy si41) < 29(si-1, 8i), i=1,...,n—1L

Setzen wir s_1 = g, so stimmt diese Rekursionsformel auch fiir i = 0, wie
man sofort aus (3.5.12) abliest, d.h. es gilt

(3.5.14) (s, 8i401) < 277 M0(s0,50) = 20T p(tg) VO <i<n—1.

Sei nun s € [tg,T) beliebig, so existiert ¢, so daf

(3515) S5 <8< Sit1,
und wir erhalten dann aus (3.5.14)
(3.5.16) () < (s, si41) < 27 o(to).

Andererseits gilt
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(3.5.17) so+ie=15; <s

und damit

(3.5.18) i < e s —sp),

so dafl

(3.5.19) o(s) < 20(t)2° %) Vg <s<T.

Die endgiiltige Abschitzung (3.5.3) folgt nun mittels (3.5.10). O

3.5.2. Bemerkung. Die Aussage und der Beweis des Gronwallschen
Lemmas #ndern sich iibrigens nicht, wenn wir statt des Intervalls [0, 7] ein
beliebiges Intervall [T7,Ts], —co < T1 < T» < oo, betrachten.

3.5.3. Theorem. Sei E ein reeller Banachraum, A € L(E) und xg € E,
dann besitzt das AWP
T = Ax,
(3.5.20)
z(0) = xo
eine eindeutig bestimmte Losung © € C®(R, E). Die Losung lift sich dar-
stellen als

(3.5.21) z(t) = ez,
wobei
AT
tA __
(3.5.22) et =3" -
n=0

Die Reihe und ihre gliedweise Ableitung konvergieren in L(E) gleichmdfig
absolut, wenn t sich in kompakten Teilmengen von R bewegt.

Beweis. , Existenz® Wegen der Abschitzung (2.7.8) auf Seite 152 kon-
vergiert die Reihe ((£:4")) absolut in L(E); die Konvergenz ist gleichmBig
absolut, solange |¢| beschriinkt bleibt nach Lemma 1.6.3 auf Seite 90.

Setzen wir zur Abkiirzung f,(t) = tnn‘?"7 so gilt die gleiche Aussage auch

fir die Reihe ((f/,(¢))), so dafl nach Theorem 3.4.3 auf Seite 182 die opera-
torwertige Funktion

(3.5.23) O:R— L(E), &)=
stetig differenzierbar ist und man die Ableitung durch gliedweise Differentia-

tion der Reihe in (3.5.22) erhélt.
Es folgt dann

(3.5.24) (e!1) = Ae!t = et 4,
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da A und die Partialsummen der Reihe ((tn",1 )) kommutieren.
Durch Iteration folgt hieraus @ € C*(R, L(E)).
Definieren wir nun z(t) = ez, so ist € C°(R, E) und

(3.5.25) i(t) = Aetlzy = Az."3

,Eindeutigkeit® Zum Beweis der Eindeutigkeit der Losung wollen wir
nur abgeschwichte Existenz und Regularitéitsforderungen an die Losung stel-
len, d.h. wir nehmen an, in dem Intervall I = (0,7),T > 0 wiirden zwei
Losungen x,y € C°(I, E) N CY(I, E) des AWP (3.5.20) existieren. Die Diffe-
renz z = x —y 16st dann das AWP mit Anfangswert z(0) = 0 und wir werden
jetzt mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas und des MWS hieraus schlieflen,
da8 z = 0.

Zunichst erhalten wir fiir 0 < tg < t < T aus Theorem 3.2.8 auf Seite 172

[12(8) = 2(to) || < ) S<qu<t||2'f(T)|| (t —to)

sup [|Az(7)|[(t —to)
to<t<t

IA]l sup [|z()[[( — to).
to<7t<t

(3.5.26)

IN

Mit der Dreicksungleichung schlieflen wir weiter
(3.5.27) 2@ < llz(to) [l + [[A[[(E — to) sup [z(7)]|.

to<7<t
Nun ist ¢ = [|z]| € C°(I) , so daB die Ungleichung (3.5.27) fiir alle 0 <

to < t < T richtig ist und die Behauptung ¢ = 0 aus dem Gronwallschen
Lemma folgt. |

3.5.4. Bemerkung. Die Eindeutigkeit der Lésung von (3.5.20) gilt auch,
wenn wir annehmen, die Lésung wére in einem Intervall (—=7,0), " > 0
definiert. Durch die Transformation y(t) = z(—t) erhalten wir nédmlich ein
AWP in (0,T) mit Operator —A und Anfangswert zg.

3.5.5. Aufgaben.

1 Wenn man nur die Teilaussage ,,o = 0, wenn ¢(0) = 0“ des Gronwallschen
Lemmas beweisen moéchte, so gibt es einen einfacheren Beweis, wenn man
noch ¢ € C°([0,T]) zulifit.

13Man iiberzeugt sich leicht, dal, wenn @ : R — L(FE) in ¢¢ differenzierbar ist und
zo € E fest, die Abbildung x = ®xq ebenfalls in tg differenzierbar ist und &(to) = &' (to)zo-
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2 Sei 2 € CY(R, E) eine Losung der Gleichung & = Az, A € L(E), so folgt
x =0, falls z(tp) = 0 fiir ein ¢y € R.

3 Man beweise die Formeln (3.5.24) und (3.5.25).

4 Sei 2 C K offen, E ein Banachraum und A € C°(2, L(E)). Nehme an,
A(zo) sel stetig invertierbar, dann existiert eine Umgebung U von zg, so
dafl A(x) stetig invertierbar ist fiir alle € U. Die Abbildung B(x) =
A(z)~! ist dann stetig in U. Sei dariiber hinaus A in zg differenzierbar, so
ist auch B in x( differenzierbar und es gilt

B'(x0) = —A(wo) " A (w0) A(zo) "

3.6. Die elementaren Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die Potenzfunktionen, die Exponential-
funktion und die trigonometrischen Funktionen eingehend analysieren, auch
wenn dies teilweise schon in den vorangegangenen Kapiteln geschehen ist.

3.6.1. Die Potenzfunktionen. Die Funktionen f,(z) = 2™,z € R,
n € N*, sind unendlich oft differenzierbar, strikt monoton wachsend, da

(3.6.1) fi(x)=nz""t'>0 Va>0,

und bilden daher R, homéomorph auf sich selbst ab.

Die Umkehrfunktionen g, (z) = z» sind in R . stetig und in R% unendlich
oft differenzierbar, Theorem 3.2.13 auf Seite 173, siehe auch Beispiele 3.2.15,

().
Fiir a > 0 und n,m € N* gilt
(3.6.2) (a™) 7w = (aw)™,
wie man durch Potenzieren mit m beweist.
Wir definieren dann

(3.6.3)

Es gelten die Potenzgesetze
a® v = a%a¥,
(3.6.4)
(@) = 0"

fiir a > 0 und z,y € Q, vgl. Aufgabe 2 von Aufgaben 1.5.16 auf Seite 88.
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3.6.2. Die Exponentialfunktion. Die Exponentialfunktion exp ist be-
reits frither durch die Potenzreihe

oo

(3.6.5) expT = Z z

nl’

n
r eR,

n=0

definiert worden, die auf kompakten Teilmengen gleichméfig absolut konver-
giert.
Nach (1.5.38) auf Seite 87 gilt

(3.6.6) exp(r +y) = expxexpy Vz,y€eR,
sodaB expr #0 Vx € R, denn

(3.6.7) 1 =exp0 =expzexp(—x)
und weiter
(3.6.8) expr = exp(5)exp(z) >0 vV eR.

Die Exponentialfunktion ist unendlich oft differenzierbar und exp’ = exp,
Beispiel 3.4.10 auf Seite 184.

exp /7 Die Umkehrfunktion, der Loga-
i 1 rithmus log : Rl — R, ist eben-
7
T / 08 . falls une;ndlich1 oft d.iffe’renz“ierbar
’ > und log’ = -, Beispiel (ii) von
L7 / Beispiele 3.2.15 auf Seite 174.

3.6.3. Lemma. Firz e R undy € Q gilt

(3.6.9) (expx)? = exp(zy).
Setzen wir x =loga, a > 0, so folgt
(3.6.10) a’ = exp(yloga) VyeQ.

Beweis. Wir brauchen nur (3.6.9) zu beweisen.

Fassen wir die linke Seite der Gleichung als Funktion f = f(x) und die
rechte als Funktion g = g(x), so folgt aus Aufgabe 5 von Aufgaben 3.2.16
auf Seite 174 und der Kettenregel f/ = yf und ¢’ = yg. f und g losen
daher die gleiche lineare Differentialgleichung und stimmen somit iiberein,
da f(0) = g(0), vgl. Theorem 3.5.3 auf Seite 188.
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Eine zweite Beweismoglichkeit wire, die Positivitdt von f, g zu benutzen
und zu schliefen, dafl (log f)’ = y = (logg)’ und daher log f = logg oder
f = g wegen Corollar 3.2.10 auf Seite 172. |

Wir kénnen jetzt Potenzen mit irrationalem Exponenten definieren, indem
wir
(3.6.11) a” = exp(rloga)
vereinbaren fiir r irrational und a > 0. Wir erhalten dann
(3.6.12) a” = exp(zloga) VzeR.
Speziell fir a = e = exp 1 folgt
(3.6.13) e’ =expux.

3.6.4. Proposition. Fir die Fxponentialfunktion gilt

(3.6.14) lim — =00, neN,
x—o0 M

und

(3.6.15) li)r_n e’lz|" =0, n € N.

Beweis. ,,(3.6.14)¢  Folgt sofort aus der Reihendarstellung:
e* > % fiir z > 0.

»(3.6.15)“  Setze y = —x und wende dann die erste Behauptung an. [

3.6.5. Proposition. Fir den Logarithmus gilt

(3.6.16) log zy = log x + log v, Vz,y€R,
A *
(3.6.17) logz® = Alog x, VzeR,AER,
1
(3.6.18) lim —2% — g, Ye>0.

rz—oo €

Beweis. Die beiden ersten Relationen verifiziert man durch Anwendung
der Exponentialfunktion.

Die dritte folgt aus der Regel von de I’'Hospital, Proposition 3.3.5 auf
Seite 179. |
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Die trigonometrischen Funktionen

Betrachten wir in R? die lineare Abbildung A, die als Matrix ausgedriickt,

A = (a}),"* die Form hat

ai a} 0 1
(3.6.19) s o] = ,
aj as -1 0

d.h. fiir einen Vektor z = (27) ist

(3.6.20) (Az)' = Zaéw-j.

Aus Theorem 3.5.3 auf Seite 188 erhalten wir dann

3.6.6. Proposition. Die Differentialgleichung
i = Az,
(3.6.21)
z(0) = (0,1)

besitzt eine eindeutig bestimmte Losung x € C°(R,R?). Die erste Kompo-
nente nennen wir Sinus, x'(t) = sint, und die zweite Cosinus, x*(t) = cost.

3.6.7. Bemerkung. Die Differentialgleichung @ = Az lautet in Kompo-
nenten zerlegt

(3.6.22) it = a2 i? = —a!,
d.h. es ist
(3.6.23) sin’ t = cost, cos't = —sint.

3.6.8. Proposition. Fs gilt
(3.6.24) sint +cos’t=1 VteR.

Hierbei verwenden wir die Schreibweise sin®t = (sint)? und entsprechend fiir
den Cosinus.

14Der obere Index i ist der Zeilenindex, der untere Index j der Spaltenindex. Wir
werden spéater den oberen Index auch als kontravarianten und den unteren als kovarianten
Index bezeichnen.
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Beweis. Setze

(3.6.25) ©(t) = sin®t + cos? t
und differenziere. Dann folgt wegen (3.6.23) ¢ =0, d.h.
(3.6.26) o(t) =¢p(0)=1 v t.
(|
)
sint I
N
cost

3.6.9. Proposition. Sinus ist eine ungerade Funktion und Cosinus eine
gerade, d.h.
sint = —sin(—t),
(3.6.27)
cost = cos(—t).

Beweis. Setze ¢(t) = —sin(—t) und ¢ (t) = cos(—t). Dann geniigen die
Funktionen der Gleichung (3.6.22); weiter ist ¢(0) = 0, ¢(0) = 1. Wegen der
Eindeutigkeit der Losung folgt daher die Behauptung. O

o N

3.6.10. Proposition (Additionstheoreme). Seien z,y € R beliebig,
dann geniigen Sinus und Cosinus den Additionstheoremen

(3.6.28) sin(z + y) = sinz cosy + cos z siny,

(3.6.29) cos(z +y) = cosx cosy — sinz siny.
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Beweis. Fassen wir (sin(z+y), cos(z+y)) zu einer vektorwertigen Funk-
tion zusammen

(3.6.30) &(z) = (sin(z + y), cos(xz + y))

und entsprechend die rechten Seiten der Gleichungen zu einer Funktion ¥ =
W (x), so sehen wir, dafl beide Losungen der Differentialgleichung in (3.6.21)
sind mit Anfangswert

(3.6.31) &(0) =¥ (0) = (siny, cosy).
Daher gilt ® = V. |

Aus (3.6.24) folgt
(3.6.32) [sinz] <1 und |cosz| <1 Vel

Wir werden jetzt beweisen, daf die Bilder von Sinus und Cosinus mit dem
Intervall [—1, 1] iibereinstimmen.

Als erstes zeigen wir
3.6.11. Lemma. Fs existiert x > 0, so daff cosx = 0.

Beweis. Angenommen die Behauptung wére falsch, dann wire wegen
des ZWS und wegen cos0 = 1

(3.6.33) cosz >0 Va>0,
d.h. sinz wire auf R, strikt monoton wachsend (sin’ 2 = cosz) und somit
(3.6.34) 0=sin0<sinl <sinz Va>1.

Wende jetzt den MWS auf den Cosinus im Intervall [1, z] an
(3.6.35) cosz —cosl=siné(x—1), 1<é<u.

Hieraus wiirde dann wegen (3.6.34)

(3.6.36) 'li_>m cosx = 00
folgen, im Widerspruch zu (3.6.32). O

3.6.12. Definition (Die Zahl 7). Nach dem gerade bewiesenen Lemma
ist die Nullstellenmenge M des Cosinus in R, nichtleer

(3.6.37) M={xeR,:cosz=0}#0.
M ist abgeschlossen und daher existiert 0 < & € M mit
(3.6.38) ¢ =inf M.

Wir definieren 7 (Pi) durch
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(3.6.39) ™= 2,
d.h. es gilt
(3.6.40) cosg = 0.

3.6.13. Proposition. Auf dem Intervall [0, %] ist der Sinus strikt mo-
noton wachsend und es gilt

(3.6.41) O:sin0<sinx<sin%:1 V0<m<g.

Beweis. Die strikte Monotonie folgt aus

(3.6.42) sinffz=cosz >0 V0<z< g
Ferner folgt aus (3.6.24), sin® x 4 cos® x = 1, daf sin® 5 = 1. Wegen der
Monotonie ist daher sin § = 1. (]

Aus den Additionstheoremen, Proposition 3.6.10, erhalten wir dann
sinm = 0, cosm = —1,
(3.6.43)
sin 2w = 0, cos2m =1,

oder allgemein

3.6.14. Proposition. Fir alle x € R gilt

(3.6.44) sin(x + g) =cosz, cos(z + g) = —sinuz,
(3.6.45) sin(x + ) = —sinz, cos(z + m) = —cos x,
(3.6.46) sin(x + 27) = sinx, cos(z + 27) = cos .

3.6.15. Corollar. Die Bilder von Sinus und Cosinus stimmen mit dem
Intervall [—1,1] dberein.

Beweis. Folgt aus Proposition 3.6.14, (3.6.24) und (3.6.43) mit Hilfe des
ZWS. O

Die Relation (3.6.46) besagt, daf Sinus und Cosinus periodisch sind mit
Periode 2m.
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3.6.16. Definition. Sei E ein Vektorraum und F' eine Menge. Eine Ab-
bildung f : E — F heif3t periodisch mit Periode &, falls 0 # £ € E existiert,
so dafl

(3.6.47) fle+¢) = f(x) VzekE.

Es gilt dann natiirlich auch

(3.6.48) flx+n) = f(x) VezeE, neN.

3.6.17. Proposition. Die Abbildung
(3.6.49) @ :[0,21) = R?,
o t — (cost,sint)

ist injektiv und beschreibt die Einheitssphire S* in R?, vgl. hierzu auch die
Abbildung nach dem Beweis von Proposition 3.6.8.

Beweis. (i) Nach Proposition 3.6.13 wichst der Sinus in [0, §

von 0 nach 1 und der Cosinus ist positiv, daher folgt aus (3.6.24)

] monoton

T _
(3.6.50) o([0, 5]) =8'nrz,
wobei wir definieren
(3.6.51) I''={r=(x"eR":2">0,i=1,....,n}
(ii) Im Intervall [F, ] féllt der Sinus monoton von 1 nach 0 und der

Cosinus ist negativ, wie aus (3.6.44) folgt. Daher bildet ¢ das Intervall [F, 7]
auf die Einheitssphéire im zweiten Quadranten ab.

(iii) Aus diesen Uberlegungen und (3.6.45) schliefen wir weiter, daf auch
der Teil von S*, der im unteren Halbraum {z? < 0} liegt, von ¢ iiberdeckt
wird und dariiber hinaus, dafl ¢ injektiv ist. ]

Eine Verkniipfung der trigonometrischen Funktionen mit der Exponen-
tialfunktion liefert die sog. Fulersche Formel

3.6.18. Proposition (Eulersche Formel). Fir allet € R gilt
(3.6.52) e = cost +isint.

Beweis. Wir fassen C als Vektorraum iiber R auf, so dafl wir formal

Theorem 3.5.3 auf Seite 188 anwenden koénnen.
Sei z(t) = €%, dann ist z differenzierbar und nach der Kettenregel gilt

(3.6.53) i =ie' =iz
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Dies ist eine lineare Differentialgleichung, deren Losungen zu vorgegebenem
Anfangswert eindeutig bestimmt sind.
Nun 16st

(3.6.54) C(t) = cost+isint

ebenfalls diese Differentialgleichung und die Anfangswerte stimmen iiberein

2(0) = ¢(0). O

Aus der Eulerschen Formel erhalten wir sofort eine Reihenentwicklung fiir
Sinus und Cosinus

3.6.19. Proposition. Sinus und Cosinus lassen sich durch (reelle) Po-
tenzreihen darstellen, deren Konvergenzradius oo ist.

> x2n+1
(3.6.55) gnx::}jc—n"EZ;ijﬁ
n=0
und
o IQn
(3.6.56) cosa:zzj{j(—l)"(Qn)r
n=0

Beweis. Aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion folgt fiir
reelle z

(3.6.57)

Zerlegen wir diese Reihe in zwei Reihen, indem wir die geraden bzw. die
ungeraden Indizes zusammenfassen, so ergibt sich

) e 2n+1
3.6.58 =
(36.:58) ¢ 2;( "1
und damit die Behauptung wegen (3.6.52). |

Eine weitere Folgerung aus der Eulerschen Formel ist
3.6.20. Proposition.
(i) e* =1 < z=2min, n € Z.

(ii) e* = -1 <= z=1ir+2min, n€Z.
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Beweis. Schreiben wir z = = + iy, so folgt cvs

(3.6.59) e = e%e',

d.h.

(3.6.60) le?] = e®|e] = e®.

Es gilt daher

(3.6.61) el=1 <= Rez=0.

Demnach miissen wir nur herausfinden, fiir welche y € R
(3.6.62) eV =1 bzw. eV =-1

gilt.

Wegen der Periodizitit von Sinus und Cosinus und wegen (3.6.27), dies
entspricht den Termen 2min, n € Z, in den obigen Relationen, diirfen wir
uns darauf beschrinken, (3.6.62) in [0,27) zu 16sen. Zu diesem Zweck ist es
ratsam, e als Vektor in R? zu schreiben

(3.6.63) e = (cosy,siny), y € [0,27).

e” stimmt dann mit der Funktion ¢ in (3.6.49) iiberein, die [0, 27) bijektiv
auf S abbildet. Daher sind y = 0 bzw. y = 7 die einzigen Losungen in [0, 27)
von (3.6.62). O

Als Corollar erhalten wir

3.6.21. Corollar. Die Ezxponentialfunktion ist periodisch mit Periode 27

(3.6.64) e* = e,
Tangens und Cotangens

3.6.22. Definition. (i) Wir definieren in (=%, %) den Tangens, in Zei-
chen, tan z, durch

sinx

(3.6.65) tanx =

cosx
(ii) Der Cotangens, in Zeichen, cot x, ist in (0, 7) definiert durch

(3.6.66) cotx =
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Y
Y

[SIE
ME

Tangens Cotangens

3.6.23. Bemerkung. Tangens und Cotangens sind unendlich oft diffe-
renzierbar und bilden ihren jeweiligen Definitionsbereich bijektiv auf R ab.
Es gilt

=1+ tan® x,

tan’ x = Ny
(3.6.67)

cot' z = — =—1—cot?z.

sin’

Beweis. Ubungsaufgabe.

Die trigonometrischen Umkehrfunktionen

3.6.24. Die Arcusfunktionen. Fiir die trigonometrischen Funktionen
gilt

sin’ x = cosx # 0,

(3.6.68)
tan’ z =

5 #0

COS* X
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cos’ z = —sinx # 0,
(3.6.69) .
cot'z = ——5—#0
sin® z
fir z € (0, ).

Daher existieren nach Theorem 3.2.13 auf Seite 173 die Umkehrfunktio-
nen, die Arcusfunktionen oder auch zyklometrische Funktionen genannt wer-
den. Wir bezeichnen sie mit

arcsin = (sin|(7%%))_1 o (-1,1) — (—g, g)7
arccos = (coskw))_1 : (-1,1) = (0,m),
(3.6.70)
arctan = (tan| _, L) R%(—%,%L
2’2
arccot = (cot ‘(O,-n—))il : R — (0,m).

Die folgenden Abbildungen zeigen ihre graphische Darstellung.

-~
VS E
= L 2
2
N
: — >
-1 1
Cx T
: =
Arcussinus Arcustangens
-~ A
h \
z s
i \ ’ \K
i b >
-1 1

Arcuscosinus Arcuscotangens
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3.6.25. Proposition. Fiir die Ableitungen der Arcusfunktionen gilt

1
.
arcsin’ @ = ——,
V1—2z2
(3.6.71) X
arccos’ ¥ = —————,
V1—22
und
1
arctan’ z = T3 22
x
(3.6.72)
1
arccot’ v = ————.
1+ 22

Beweis. Ubungsaufgabe.

Polarkoordinaten

3.6.26. Polarkoordinaten in R?. Wir kénnen jeden von 0 verschiede-
nen Vektor z € R? darstellen als

(3.6.73) o=z =re, €eS,r>0.

|z

Das Paar (r, &) charakterisiert den Vektor 0 # x € R? eindeutig. Andererseits
kénnen wir nach Proposition 3.6.17 jeden Einheitsvektor ¢ € S! eindeutig
durch einen Wert ¢ € [0, 27) beschreiben, die Abbildung ¢(t) = (cost,sint) =
& ist bijektiv und unendlich oft differenzierbar.

Wir bezeichnen (r,t),r € R%, ¢ € [0,2n), als Polarkoordinaten in R?.

Da C als Menge mit R? identisch ist, konnen wir diese Darstellung
natiirlich auch auf eine komplexe Zahl z # 0 anwenden und wir nennen

(3.6.74) z=re’, r=|z|,t =argz

eine Polarkoordinatendarstellung von z, vgl. Teil ii von Bemerkung 1.7.4 auf
Seite 95 und die dortige Abbildung.

Die hyperbolischen Funktionen

Aus der Eulerschen Formel erhalten wir fiir z € R
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1 T —1ix
cosx = 5(6 +e '),
(3.6.75)

: _ —(pitx _ —ix
smx—%(e e~),

so dafl wir die komplexen trigonometrischen Funktionen definieren kénnen
durch

1 1z —1iz
cosz = 5(6 +e %),
(3.6.76)

3 iz —iz
sinz = —(e* —e
21( ),
wobei z € C.

Die komplexen trigonometrischen Funktionen erfiillen die gleichen Regeln
(Additionstheoreme, Ableitungen, etc.) wie die reellen.
Setzen wir speziell z =iz, z € R, in (3.6.76) ein, so erhalten wir

cosz:zzzi(e +e™ "),

(3.6.77) 1
sinix = —Z(ex —e 7).

3.6.27. Definition (hyperbolische Funktionen). Die reellen Funktionen
cosix bzw. —isiniz nennen wir coshz (Cosinus hyperbolicus) bzw. sinhx
(Sinus hyperbolicus). Wir definieren auch Tangens hyperbolicus, in Zeichen,
tanh z, durch

sinh x

(3.6.78) tanhz = z € R.

coshz’

A A

\/ tanh
cosh 1

sinh 1

Y
Y
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3.6.28. Proposition. FEs gilt
(3.6.79) cosh? z — sinh?z = 1,

cosh(z 4+ y) = cosh x cosh y + sinh z sinh y,

(3.6.80)
sinh(z + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh y,
und
1
(3.6.81) sinh’z = coshz, cosh’z =sinhz, tanh'z = ——5—.
cosh” z

Beweis. Ubungsaufgabe.

Der komplexe Logarithmus

Die komplexe Exponentialfunktion ist im Gegensatz zu ihrem reellen Ana-
logon nicht injektiv, da sie 27¢ periodisch ist, wie wir in Corollar 3.6.21 ge-
sehen haben.

Wenn wir daher ihre Umkehrfunktion definieren wollen, miissen wir uns
auf Zweige beschrénken. Betrachten wir zunéchst die Einschrinkung der Ex-
ponentialfunktion auf den Streifen

(3.6.82) S={z=z+iy: 0<y<2r}
3.6.29. Lemma. Die Abbildung z — e bildet S bijektiv auf C* ab.
Beweis. (i) , Injektivitédt® Seien z = x + iy und 2’ = 2’ + iy’ aus S, so
daB e* = ¢*', d.h.
(3.6.83) e =% e
Dann folgt * = 2’ und y = y wegen Proposition 3.6.20 und der Vorgabe
z, 2z € S, die bedingt
(3.6.84) ly — | < 2.

(i) ,Surjektivitdt“ Sei z € C*, dann besitzt z nach (3.6.74) eine ein-
deutige Polarkoordinaten Darstellung

(3.6.85) z = |z|e' 7, 0 <argz < 2m.
Wéhlen wir
(3.6.86) x = log]z|, Yy = arg z,

soist w=2x+iy € S und e” = z. |
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Wir kénnten daher folgende Definition des Logarithmus versuchen

3.6.30. Sei z € C* in Polarkoordinaten dargestellt als z = |z|e‘®&7 so
definieren wir log z, durch
(3.6.87) log z = log|z| + i arg z.

Diese Definition hat aber den Nachteil, dafl der Logarithmus auf der po-
sitiven reellen Achse unstetig ist. Nihern wir uns z.B. (1, 0) durch die Folgen

zn = (1, 1) bzw. 2, = (1,—1), so konvergieren die Logarithmen nach 0 bzw.
2mi. Der reelle Logarithmus hingegen ist dort stetig.

Wenn der komplexe Logarithmus eine stetige Fortsetzung des reellen Lo-
garithmus sein soll, so miissen wir die Argumentfunktion arg anders definie-
ren, denn sie ist die Ursache fiir die Unstetigkeit des komplexen Logarithmus.

3.6.31. Definition. Wir definieren eine andere Argumentfunktion arg; :
C* — (—m, | durch folgende Festsetzung: Sei 0 # z = x + iy, so ist

; 20,
(3.6.88) arg, z = {argz v=
argz —2m, y <O0.

3.6.32. Bemerkung. Diese Argumentfunktion ist auf der negativen re-
ellen Achse unstetig und auf der positiven stetig.
Beachte, dafl e?®'8% = e?218:1% 5 ¢ C*.

Analog zu Lemma 3.6.29 gilt

3.6.33. Lemma. Die Ezponentialfunktion bildet den Streifen
(3.6.89) Si={z=c+iy: —r<y<nmw}
bijektiv auf C* ab.
Beweis. (i) ,,Injektivitédt“ Die Argumentation ist identisch zu der frii-
heren.
(ii) ,,Surjektivitédt® Sei z € C*, so definieren wir
(3.6.90) x = log|z|, = arg; z,

dann ist w =z + iy € S; und e* = z. (]

Wir konnen jetzt den komplexen Logarithmus definieren.
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3.6.34. Definition (komplexer Logarithmus). Der kompleze Logarith-
mus, log : C* — S}, ist definiert durch

(3.6.91) log z = log|z| + i arg; z.

Er ist die Umkehrfunktion von exp ls, des sog. Hauptzweiges der Exponen-
tialfunktion.

Die Unstetigkeitsstellen des komplexen Logarithmus liegen auf der Ach-
se {z € C*: argz = w}. Daher ist die Exponentialfunktion im offe-

nen Streifen S ist nicht nur bijektiv, sondern auch ein differenzierbarer
Homoomorphismus auf X = {z € C*: argz # 7 } mit exp’ z = expz # 0, so
daB wir nach Theorem 3.2.14 auf Seite 174 schliefen kénnen

3.6.35. Proposition. Der komplexe Logarithmus ist in X unendlich oft

differenzierbar und es gilt log’ z = %

log

5 /\

—T

3.6.36. Aufgaben.

1 Man weise nach, dafi Proposition 3.6.10 auch fiir komplexe Argumente
richtig ist.

2 Man beweise die Formel von de Moivre
(cosz 4 isinz)” = cosnz + isinnz VzeCVneN
3 Man beweise Proposition 3.6.25.
4 Man beweise Proposition 3.6.28.
5 Sein € N* und 3= ¢ 7Z, so gilt
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2sin £
k=1 2
L sin % sin 2+l
g sinky = ———~=—
sin Z
k=1 2

3.7. Polynome

3.7.1. Definition. Sei F ein Vektorraum iiber K mit dim £ > 1. Ein
Polynom in x € K mit Koeffizienten in E ist eine Funktion f : K — E, die
sich in der Form

(3.7.1) flx) = iakxk‘, z €K,
k=0

schreiben 148t mit konstanten Koeffizienten ay, € E. Der grofite Exponent k €
{0,...,n} mit der Eigenschaft ay # 0 heiit Grad von f, in Zeichen, Grad f,
und den zugehorigen Koeffizienten nennen wir den fihrenden Koeffizienten
von f, in Zeichen, lc(f, ).

Ist f =0, so setzen wir Grad f = —oo0.
Polynome f mit Grad f < 0 bezeichnen wir auch als konstante Polynome.

Die Menge aller Polynome von K nach E bezeichnen wir mit dem Symbol
P(K,E). P(K,E) ist ein Vektorraum iiber K. Gilt E = K, so schreiben wir
P(K) anstelle von P(K,K).

3.7.2. Bemerkung. Eine Funktion der Form
n
(3.7.2) flx) = Z ap(z — z0)*, z €K, ax € FE,
k=0

xg € K fest, ist natiirlich auch ein Polynom, aber kein Polynom in x sondern
eins in (x — xo). Wir sagen auch, f sei um z¢ € K entwickelt. Den fithrenden
Koeffizienten eines solchen Polynoms kiirzen wir mit le(f, z, z¢) ab.

3.7.3. Lemma. Sei 0 # f € P(K, E) vom Grade n und xg € K. Dann
laft sich f als Polynom in (x — xo) schreiben

(3.7.3) f(x) = Zak(x—xo)k.

mit a, # 0.
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Beweis. Nach Voraussetzung gilt

(3.7.4) flo)=> bea®, by #0.
k=0
Die Substitution z = (x — zp) + o und die verallgemeinerte binomische

Formel liefern dann—wir nehmen 0.B.d.A. zg # 0 an—

x) = ibk((a: — Zo) —s—aco)Lc

k=0
(3.7.5)

n

= b, i (Z)(x:ro)mw’g ",

k=0 m=0

Setzen wir () = 0, falls m > k, so erhalten wir

flz) = f: f:bk (T’;)x’gm(fg — )™

m=0 k=

(3.7.6) ’
= am(x — o)

m=0

mit
= k k—m
(3.7.7) A = Z b, (m) A
k=0

so daf} a,, = b,. O

3.7.4. Lemma. Sei f € P(K, E), dann sind lc(f,z) und Grad f eindeu-
tig bestimmt. Auch bei einer Entwicklung um einen Punkt 0 # x¢ € K gilt

lC(f’ LE) = lC(f, I7IO)'

Beweis. (i) Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dafl F ein Banachraum ist,
denn seien

n
() = Z apaz®
k=0
m
Z T — SCO
=0

zwei Darstellungen von f mit von 0 verschiedenen fithrenden Koeffizienten
an und b,,, von denen wir zeigen wollen, dafl n = m und a,, = b,, gelten

(3.7.8)
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muf}, so kénnen wir annehmen, dafl f eine Abbildung von K in einen end-
lich dimensionalen Vektorraum F' C FE ist, der von den Koeffizienten ay, b;
aufgespannt wird.

Sei dimF = p > 1, dann ist F' isomorph zu KP, d.h. es existiert eine
bijektive lineare Abbildung A : F — KP?. Sei nun |-| die kanonische Norm auf
KP?, so ist

(3.7.9) |lz|| = |Az], zeF

eine Norm auf F. A ist beziiglich dieser Norm eine Isometrie und F' daher
vollstandig, wie iibrigens jeder endlich dimensionale normierte Raum.

(ii) Sei also E ein Banachraum. Betrachte zwei beliebige Darstellungen
von f wie in (3.7.8). f ist unendlich oft differenzierbar und wir erhalten, wenn
wir die erste Darstellung zugrunde legen,

(3.7.10) f™ =nla,
und bei der zweiten Darstellung
(3.7.11) ) = mlb,,.

Wire nun 0.B.d.A. m < n, so folgte aus (3.7.11) (™ = 0, im Widerspruch
zu (3.7.10) und der Annahme a,, # 0. Daher gilt n = m und folglich a,, = b,
wegen (3.7.10) und (3.7.11). O

3.7.5. Theorem. Sei f € P(K,E), n = Grad f > 1, und z9 € K eine
Nullstelle von f, so kénnen wir f als Produkt darstellen

(3712) f(CC) = (13 - IO)gv g€ P(Ka E)7
wobei
(3.7.13) Gradg=Grad f —1 und le(f,z) =lc(g,x).

Beweis. Zunichst entwickeln wir f um zq

n

(3.7.14) fz) = Zak(x — z0)"

k=0

mit a, # 0.

Wegen f(xg) = 0 folgt ag = 0, d.h.
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f@) =Y ax(a — o)
(3.7.15) =

n—1

= (x — x0) Z aps1(z — 20)F.

k=0

Damit haben wir alle Behauptungen bewiesen bis auf le(f, ) = le(g, ),
doch ergibt sich diese Aussage unmittelbar aus der Aufspaltung und Lem-
ma 3.7.4. 0

3.7.6. Bemerkung. Sei f € P(K,E), Gradf = n > 1, und z( eine
Nullstelle, so da§ wir den Linearfaktor (z — xg) abspalten kénnen wie in
(3.7.12). Wenn z auch eine Nullstelle von g ist, so kénnen wir diesen Prozef§
wiederholen und erhalten nach einer endlichen Anzahl von Schritten eine
Darstellung der Form

(3.7.16) f(z) = (z —z0)™g,
wobei 1 < m < n, Grad g =n —m und z keine Nullstelle von g ist.
Wir nennen dann m die Vielfachheit der Nullstelle zg.

Es gilt ferner le(f, x) = lc(g, ).

3.7.7. Proposition. Sei f € P(K, E) vom Grade n > 1. Dann besitzt f
hochstens n Nullstellen, wenn wir die Vielfachheiten mitzihlen.

Beweis. Folgt sofort per Induktion aus Bemerkung 3.7.6; Ubungsaufga-
be.

3.7.8. Bemerkung. Ein Polynom vom Grade n > 1 kann auch gar keine
Nullstelle besitzen, wie im Falle K = E = R das Beispiel f(x) = 22 + 1 lehrt.

3.7.9. Proposition. Sei f € P(K, E) ein Polynom vom Grade n > 1

n
(3.7.17) f(x) = Zakxk, an # 0,
k=0
und nehme an, dafi f n Nullstellen, z1,...,z,, habe unter Beriicksichtigung

threr Vielfachheiten. Dann lafit sich f als Produkt von Linearfaktoren dar-
stellen

(3.7.18) fl@)=an(x —z1) - (x — zp).
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Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Sei sie
also schon fiir Gradg < n — 1 bewiesen und sei x; eine Nullstelle von f der
Vielfachheit m; > 1. Dann spalten wir f nach Bemerkung 3.7.6 auf

(3.7.19) f(x) = (& —21)™g(),

wobei Grad g = n—my und x; keine Nullstelle von g ist. Die anderen n —m;
Nullstellen von f miissen daher Nullstellen von g sein. Nach Bemerkung 3.7.6
gilt ferner le(f, z) = le(g, z). Wende dann die Induktionsvoraussetzung an.

O

3.7.10. Proposition (Identitétssatz fiir Polynome). Seien f,g Polyno-
me aus P(K, E) und gelte Grad f = m, Grad g = n mit m < n. Nehme an,

dafs

f(z) = Z apzh,
k=0
(3.7.20)

glx) =Y bpa®,
k=0

an n + 1 verschiedenen Punkten tbereinstimmen, dann folgt m = n und
(3.7.21) ap = by, VO<k<n.

Beweis. Betrachte das Polynom h = g — f; es gilt Gradh < n. Wenn
Grad h > 1, so erhalten wir einen Widerspruch zu Proposition 3.7.9.

Sei also Grad h = 0, so bedeutet dies, dal m = n und
(3.7.22) ay = by, V1<k<n,
so dal h = by — ag. Andererseits soll A Nullstellen besitzen, d.h. ag = by. 0O

Der Fundamentalsatz der Algebra

Wir wollen diesen Abschnitt mit dem sog. Fundamentalsatz der Algebra
und einigen Folgerungen hieraus schlieflen.

3.7.11. Theorem (Fundamentalsatz der Algebra). Fin nichtkonstantes
Polynom f € P(C) besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Wir werden zeigen, daf die Funktion ¢(z) = |f(z)| ihr Infimum
in C annimmt und daf} es gleich 0 sein muf.
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Sei
(3.7.23) flz) =) az",  an #0,
k=0
dann kénnen wir ¢ nach unten abschétzen durch

n—1
#(2) 2 lanll2]" = | > anz*|
k=0
(3.7.24)

)

1 n—1 B
Z|Z|n(|an|*m‘zakzk+l n
k=0

woraus wir schlieffen

(3.7.25) lim ¢(z) = 0.

|z| =00
Daher nimmt ¢ sein Minimum an, d.h. es existiert zgp € C mit

(3.7.26) w(z0) < @(2) vzeC.
Wegen des nachfolgenden Lemmas bedeutet das aber ¢(z9) = 0. O

3.7.12. Lemma. Sei f € P(C) ein nichtkonstantes Polynom und zy € C
ein Punkt mit f(z9) # 0. Dann gibt es in jeder Umgebung von zy Punkte z
mit

(3.7.27) |f(2)] < [f(20)l-

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dafl zo = 0 und f(0) = 1, sonst
transformierem wir die Variablen geméfl z — z — zg und ersetzen f durch
f(0)~1f. Nehme weiter an, daf f die Gestalt wie in (3.7.23) hat, so daf}

apg = f(O) =1.
Sei m > 1 der erste Index, der der Bedingung a,, # 0 geniigt, so daf} also

(3.7.28) flz)=1+ i a2
k=m

Fiir kleine |z| dominiert in der Summe der Term a,,2™. Schreiben wir z
in Polarkoordinaten, z = re®, so kénnen wir ¢ so wahlen, dafl

(3.7.29) ame™ = —|an|,

denn, sei a,, = |a,|e'”, so wihle
) )
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= 0<7<m,
(3.7.30) t_{ "

3”7*7, T T <27,

Mit dieser Wahl von ¢ und fiir hinreichend kleine r erhalten wir aus
(3.7.28)

(3.7.31) 1(2)] < ’1 _ (\am\ —T§H|am+k\rk)rm’ <1

k=1
]

Kombinieren wir nun Theorem 3.7.5 und Theorem 3.7.11, so folgt mit
einem einfachen Induktionsschlufl

3.7.13. Corollar. Jedes Polynom f € P(C) vom Grade n > 1 besitzt
genau n Nullstellen, wenn wir die Vielfachheiten mitzdihlen, und lifit sich als
ein Produkt von Linearfaktoren schreiben wie in (3.7.18).

Rationale Funktionen

3.7.14. Definition. Seien f, g € P(K), g # 0, so heifit ein Ausdruck der
Form h = % rationale Funktion (in K).1®

In den Nullstellen von g ist h nicht definiert, doch abgesehen von diesen
endlich vielen Stellen ist jede rationale Funktion unendlich oft differenzierbar.

Eine rationale Funktion h heifit echt rationale Funktion, falls in der Dar-
stellung h = 5 Grad f < Grad g gilt.

3.7.15. Proposition (Divisionsalgorithmus). Seien f, g € P(K) und
g # 0, dann existieren zwei eindeutig bestimmte Polynome p, ¢ € P(K),
so daj

(3.7.32) f=pg+q und Gradq < Gradg.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir ein einfaches Lemma

3.7.16. Lemma. Seien f, g € P(K), dann gilt
(3.7.33) Grad(fg) = Grad f + Grad g.

Beweis. Ubungsaufgabe.

15Um MiBverstindnisse zu vermeiden, sprechen wir gelegentlich auch von einer reellen
bzw. komplexen rationalen Funktion.
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Beweis von Proposition 3.7.15. (i) ,,Existenz* Sollte der Grad von
f kleiner sein als der Grad von g, so wihlen wir p =0 und ¢ = f.

Sei also n = Grad f > Gradg = m und a,, = lc(f, ), by, = le(g, z). Wir
setzen dann p, (r) = b, ta,2" ™ und ¢, = f — p,g. Dann ist ¢, ein Polynom
mit Grad g, < Grad f.

Gilt nun immer noch Gradgq, > Gradg, so wiederholen wir den ersten
Schritt, wobei wir f durch g; ersetzen und dann ¢; durch ¢o, usw., bis wir
nach endlich vielen Schritten Polynome p und ¢ erhalten, die (3.7.32) geniigen.

(ii) , Eindeutigkeit“ Seien (p,q), (p,q) zwei Paare von Polynomen, die
(3.7.32) erfiillen. Bilden wir die Differenz, so folgt

(3.7.34) (p—Dg=a-4q
Ist nun p — p # 0, so schlieBen wir aus Lemma 3.7.16
(3.7.35) Grad g < Grad(q — ¢) < Grad g;
Widerspruch. Daher ist p = p und ¢ = q. O

3.7.17. Corollar. Jede rationale Funktion in K lifit sich als Summe ei-
nes Polynoms und einer echt rationalen Funktion ausdriicken, wobei Zihler
und Nenner der echt rationalen Funktion keine gemeinsamen Nullstellen ha-
ben.

3.7.18. Definition. Unter einem Teilbruch in K verstehen einen Aus-
druck der Form

(3.7.36) c,r,£ €K, meN,

(x—&m’

wobel z variabel ist.

3.7.19. Proposition (Partialbruchzerlegung). Jede komplexe echt ratio-
nale Funktion h = £ laft sich als Summe endlich vieler Teilbriiche darstellen.
Sind (;, 1 < i < m, die Nullstellen des Nenners mit Vielfachheiten m;, so
treten nur Teilbriche der Form

Ciq .
(3.7.37) ﬁ 1<j<m,
auf, d.h.
3.7.38 AT o NI
(3.7.38) =22

Die Zerlegung ist eindeutig.
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Beweis. (i), Existenz Wir fithren einen Induktionsbeweis nach Grad g.

Ist Grad g = 1, so ist h bereits ein Teilbruch.

Sei daher Grad g = n > 1 und die Behauptung bereits fiir Gradg < n —1
bewiesen. Sei ¢ eine Nullstelle von ¢ mit Vielfachheit m, dann gilt nach
Bemerkung 3.7.6

(3.7.39) 9(z) = (2 = Q)"a1(2),  q1(Q) #0.
Wir werden jetzt zeigen, dafl der Ausdruck
flz) ¢
(3.7.40) 9z G=0Om

bei geeigneter Wahl von ¢ € C, ein echt rationaler Bruch ist, auf den die
Induktionsvoraussetzungen anwendbar sind.
Wir formen zunéchst um

(3.7.41) fle) e fB)-en?)

9(z)  (z=Om  (z=Oma(z)

Wihlen wir nun ¢ so, daf3

(37.42) F0) = en(©) =0, aso =28,
dann ist das Polynom f — c¢g; durch (z — () teilbar, und somit
(3.7.43) LG 1(2)

02 G0 GO g

Der zweite Summand auf der rechten Seite ist nun eine echt rationale
Funktion, auf die die Induktionsvoraussetzungen anwendbar sind.

(ii) ,,Eindeutigkeit“ Sei g = all”,(z — (;)™ und einmal h zerlegt wie
in (3.7.38) und sei

(3.7.44) ZZ — &

=1 j= 1
eine andere Zerlegung von h in Teilbriiche, wobei die &; alle verschieden sind.
Man sieht sofort, dafl die &; alle Nullstellen von ¢ sind und dafl umgekehrt
alle Nullstellen von ¢ in der Zerlegung auftauchen miissen. Die Vielfachheiten
miissen sich auch entsprechen, d.h. es muf3 gelten

(3.7.45) n=m und n;=m; V1<i<m.
Wir miissen daher nur noch nachweisen, daf die Koeffizienten c;; und d;;
iibereinstimmen bei entsprechender Nummerierung, d.h. wenn (; = &;.

Es geniigt zu zeigen, dafl
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(3746) dlj = C1j5, 1 S] S my.

Zu diesem Zweck multiplizieren wir die Gleichung

(3.7.47) ZZ C” ii
=1 j=1 i=1 j=1

mit (z — ¢1)™* und lassen z — (1, dann folgt ¢1.4m, = di m,-

Entsprechend erhilt man sukzessive die Gleichheit

(3.7.48) c1,j = dy 4, Vmy>j>1

3.7.20. Aufgaben.

1 Man beweise Proposition 3.7.7.

2 Man zerlege die rationalen Funktionen f(z) = 1+Z4 und g(z) =

in Teilbriiche.

3z+4
— (2=1)(2-3)

3 Sei f € P(C) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann gilt fiir jede

Nullstelle z, dafl auch Z eine Nullstelle von f ist.

4 Sei f € P(R) ein Polynom mit Grad f ungerade. Man gebe zwei Beweise
fiir die Behauptung an, dal f eine reelle Nullstelle besitze.

3.8. Taylorsche Formeln

In diesem Abschnitt wollen wir die polynomiale Approximation von Funk-
tionen f € C™(f2, E) untersuchen, wobei E ein Banachraum ist und 2 C K

offen.

Betrachten wir zunichst ein Polynom f € P(K, E),Grad f = n > 0, und
entwickeln wir es um einen Punkt zy € K, vgl. Lemma 3.7.3 auf Seite 207,

(3.8.1) f@) = ax(a — o),
k=0

dann gilt

3.8.1. Lemma. Sei 0 # f € P(K,E), Grad f =

Entwicklung von f um einen Punkt o € K, so ist

1
(3.8.2) ap = Ef(k)(ato) VO0<k<n.

n, und (3.8.1) eine
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Beweis. Wir betrachten sukzessive die k-ten Ableitungen beider Seiten
in (3.8.1) in aufsteigender Reihenfolge von k = 0 bis k = n und werten sie in
T = x( aus, woraus sich die Behauptung ergibt. |

Es liegt daher nahe, eine beliebige Funktion f € C™(§2, E) durch ein
Polynom der Form

(3.8.3) > %f (z — x0)F
k=0

zu approximieren, so dafl die Ableitungen bis zur Ordnung n im Punkte
To € {2 iibereinstimmen.

Wir betrachten zunédchst den Fall, dal f von einer reellen Variablen
abhéngt.

3.8.2. Lemma. Sei E ein reeller Banachraum, I = (a,b) ein Intervall,
das die Zahlen 0 und 1 enthdlt, und sei f € C™(I,E), n > 1. Dann gilt

(3.8.4) £ =32 2 FO0) + Ru(7,0)(1),
k=0’

wobei das Restglied'® sich abschitzen lifit durch

sup [/ (8) = F(0)]].

1
(3.8.5) 18 (£ 0)I < =757 s,

Beweis. Definiere fiir ¢t €

(3.8.6) 2 l )1 =)k — 1(0) (1—1t)™
k=0

P n!
Dann gilt
(3.8.7) ©(0) = Ru(£,0)(1), (1) =0,
und
(3.8.8) o' (t) = (M) = M) -t

(n—l)

da die Ableitungen der anderen Terme sich alle aufheben. Aus dem MWS,
Theorem 3.2.6 auf Seite 170, schliefen wir dann

16pas Restglied ist nichts anderes als die Differenz von f und dem Polynom. Die
spezielle Schreibweise wird in Definition 3.8.4 erklért.
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17 (£, 00D = lle(1) = »(0)]] < Oiltlglllw’(t)\\

(3.8.9)
<

() () _ ()
(n71)!0i§“<)1”f (t) = f(0)]].

O

Den allgemeineren Approximationssatz fithren wir auf dieses Lemma
zuriick.

3.8.3. Theorem (Taylorsche Formel). Sei 2 C K offen und konvex, E
ein Banachraum dber K, f € C™"(£2,E), n > 1, und z¢ € {2 ein beliebiger
Punkt. Dann laft sich f darstellen in der Form

(3.8.10) Flx) = 32 W ) — w0)* + Ba(f,20)(2),
k=0

wobei das Restglied sich abschdtzen lifft durch

G g 19O = S ol e =l

(38.11) [[Ra(f,m0)(@)]] <

Hierbei bezeichnen wir mit (xo,x) die offene Verbindungsstrecke zwischen xq
und x, (xg,z) ={txzo+ (1 —t)z: 0 <t <1}.

Beweis. Betrachte in {2 die konvexe Kombination
(3.8.12) xy =tx + (1 —t)zo, 0<t<1,

die wegen der Offenheit von (2 auch noch fir ¢t € I = (—¢,1+¢€), € > 0,
definiert ist, und setze

(3.8.13) p(t) = f(xy), tel.

Es gilt ¢ € C™(I, E) und

(3.8.15) o) = 0 () (@ — 20)F,
(3.8.16) R (9,0)(1) = R (f,w0) ().

Daher folgt die Behauptung des Theorems aus Lemma 3.8.2 angewandt auf
®- O
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3.8.4. Definition (Taylorsche Polynome). (i) Sei 2 C K und f €
C™(2,E), n > 1, so definieren wir das Taylorsche Polynom n-ten Grades
von f im Punkte g € {2, in Zeichen, T, (f, zo), durch

n

(38.17) T(f,w0) () = 3 2 F® (o) — 20)"

k=0
Es gilt dann T,,(f, zo) € P(K, E) und Grad T, (f, zo) < n.
(ii) Das n-te Restglied, R, (f,xo), ist in {2 definiert als
(3.8.18) R.(f,z0) = f — Tu(f, o).

(iii) Sei f € C*°(£2, E), so definieren wir die Taylorreihe von f in z¢ € {2
als die Potenzreihe (< £ (20)(z — 20)")), deren n-te Partialsumme gerade
T,.(f,zo) ist. Wir bezeichnen die Taylorreihe in xg mit T'(f, zo) und setzen

(38.19) T(f,w0)(w) = 3 2P o) @ — 7o),
k=0

wenn die Reihe in « konvergiert.

Wir konnen jetzt die Taylorsche Formel auch so ausdriicken

3.8.5. Proposition. Sei 2 € K offen und konvex, f € C*(2,E), n > 1,
und xg € 2. Dann lqfit sich f darstellen in der Form

(3.8.20) f(@) = To(f, 20)(2) + o[ — zol|").

Das Taylorsche Polynom T, (f,zo) ist die einzige polynomiale Approzimation
vom Grade kleiner oder gleich n mit der Figenschaft, dafi das Restglied ein
o(|lx — xo||™) ist.

Beweis. Wir brauchen nur die Eindeutigkeit zu beweisen. Betrachte eine
andere polynomiale Approximation vom Grade kleiner oder gleich n um z

n

(3.8.21) f@) =" ar(z — 20)* + o ||z — zo|").

k=0

Bilden wir die Differenz der rechten Seiten von (3.8.20) und (3.8.21), so er-
halten wir eine Relation der Form

(3.8.22) Zbk(fﬂ — x0)" = o(||lx — xo|™),
k=0

aus der wir schliefen wollen, daf3 die Koeffizienten by alle verschwinden.



220 3. Differentiation in einer Variablen

Nehme an, sie verschwinden nicht alle, dann sei 0 < m < n der kleinste
Index mit der Eigenschaft, da8 b,, # 0. Dividieren wir nun (3.8.22) durch
(x — 209)™ und gehen zum Limes iiber, so folgt b,,, = 0; Widerspruch. O

3.8.6. Bemerkung. (i) Die Konvergenz der Taylorreihe T'(f,xo) einer
Funktion f in einem Punkt z € {2 besagt noch nicht, daf}

(3.8.23) f(x) =T(f,z0)(x).
Betrachte z.B. die reelle Funktion
_1
(3.8.24) fay=4¢ 7 270
0, z = 0.

f ist unendlich oft differenzierbar und
(3.8.25) f®O)y=0 VkeN

(Ubungsaufgabe). Daher ist T'(f,0) = 0 und f 1d8t sich nicht durch seine
Taylorreihe in 0 darstellen. Wir werden spéiter sehen, dafl sich f in keiner
Umgebung des Ursprungs durch eine Potenzreihe darstellen 1a8t.

(ii) Das hinreichende und notwendige Kriterium das sichert, dafi sich
f € C>®(£2,E) in einer kleinen Umgebung Bc(z¢) durch seine Taylorreihe
T(f,x0) darstellen 148t, lautet, dafl die n-ten Restglieder R, (f, zo) in Bc(zo)
punktweise nach 0 konvergieren

(3.8.26) nh_}rrgc R, (f,x0)(x) =0  Vz € B(xg).

3.8.7. Beispiel. In B1(0) C C ist die Funktion f(2) = log(1 + z) durch
ihre Taylorreihe um 0 darstellbar

(3.8.27) f(z) = i %/ﬁ

k=1

Beweis. Nach Proposition 3.6.35 auf Seite 206 ist der komplexe Loga-
rithmus in C*({z € C*: argz # 7w }), so daB f € C*(B4(0)), sogar in
C*(B1(0)), da Re(1+ z) > 0, falls |z| < 1.

Man beweist dann per Induktion

(n—1)!

8.2 M(z) = (1)1 ——= >1
(3:5.25) O = (T e Yezt
und schlie3t aus der Taylorschen Formel, Theorem 3.8.3,
(3.8.29) f(2) =Tu(f,0)(2) + Rn(f,0)(2)

mit
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1
(3.8.30) |R,.(f,0)(2)] < sup | ———— — 1]|2|™.
<3 A+ Q"
Nun ist
(3.8.31) | n| < <2 Vi<,
1+~ 1=
so dafl
(3.8.32) R, (f,0)(2)] < (1+2™)|2|" V2| < 3,
und somit lim,, ., R, (f,0)(z) = 0. O

Lagrangesche Restgliedabschdtzung

Wenn wir voraussetzen, dafi f (n+1)-mal differenzierbar ist, dann erhalten
wir eine etwas bessere Abschitzung des Restglieds R,,(f, xo).

Wir beweisen auch diese Abschétzungsversion zunéchst fiir Funktionen,
die von einer reellen Variablen abhéngen.

3.8.8. Lemma. Sei E ein reeller Banachraum, I = (a,b) ein Intervall,
das die Zahlen 0 und 1 enthdlt, und sei f : I — E (n+1)-mal differenzierbar,
n > 0. Dann lafit sich das Restglied in

(3.8.33) fm=> %f(’“) (0) + R (f,0)(1)
k=0

abschditzen gemdfs

(3.8.34) 1B (£,0) (V)] < Suplllf("+1)(t)||~

(n+1)! o<t<

Beweis. Wir betrachten die Funktionen

(3.8.35) p(t) =Y %f(’“)(t)(l —t)
k=0

und

(3.8.36) g(t) = (1 -t~

Sie sind in I differenzierbar und es gilt

P(1) = 2 P (- 1),
(3.8.37) gt =—(n+1)1-1)",

(1) = (1), (0) = Tu(£,0)(1).



222 3. Differentiation in einer Variablen

Da ¢'(t) # 0 in (0,1), konnen wir den verallgemeinerten MWS fiir vek-
torwertige Funktionen, Theorem 3.3.2 auf Seite 177, anwenden, und erhalten

(3.8.38)  le(1) —@(0)]| < JSup

H j:éf)) | < (n+1)! sup £

]

3.8.9. Theorem (Lagrangesche Restgliedabschitzung). Sei 2 C K of-
fen und konvex, E ein Banachraum dber K und f : 2 — E (n+ 1)-mal
differenzierbar, n > 0. Dann lifst sich zu xg € 2 das Restglied R, (f,xo) in
der Entwicklung

(3.8.39) f(@) = To(f, 20)(x) + Ru(f, z0)(2)

abschdtzen gemdyfs

(3.8.40) 1B (f; 20) ()| < sup [|F" D) | — ol

1
(n+ D! eemon)
Beweis. Der Beweis ist weitgehend identisch mit dem Beweis von Theo-
rem 3.8.3. Wir betrachten in (2 die konvexe Kombination
(3.8.41) xy =tx + (1 —t)zo, 0<t<1,

die auch noch in einem etwas grofieren Intervall I = (—e, 14+€), € > 0, definiert
ist. Auf die Funktion

(3.8.42) o(t) = f ()
wenden wir dann Lemma 3.8.8 an und erhalten die Behauptung unter
Beriicksichtigung von (3.8.14), (3.8.15) und (3.8.16). O

Wir werden spéter mit dieser Beweismethode—man betrachte ¢(t) in
(3.8.42)—eine Taylorsche Formel auch fiir Funktionen herleiten, die von meh-
reren Variablen abhéingen und in einer offenen, konvexen Menge definiert
sind.

3.8.10. Aufgaben.

1 Man zeige, daf} sich die Funktion log(1 + 2) in dem abgeschlossenen Halb-
kreis K = {z € B1(0): Rez > 0} in eine Potenzreihe um 0 entwickeln
158t

o (=D,
log(l—&-z):;Tz VzeK,
und dafl insbesondere log2 dem Wert der alternierenden harmonischen
Reihe (((_Tl)))nzl entspricht.
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Man entwickle die folgenden reellen Funktionen in Potenzreihen um den
Ursprung

log(1 1 .
og(l+z), log—o

Fiir welche reellen x konvergieren die Reihen? Wie 148t sich log« fiir be-
liebige > 0 berechnen?
Fiir die hyperbolischen Funktionen gilt die Potenzreihenentwicklung

X 2k+1

Sinhl‘ZZm, r €R,
k=0
e .’L’2k
COShZ’:;)w7 z € R.

Man zeige mittels der Lagrangeschen Restgliedabschitzung, dafl die Eu-
lersche Zahl e irrational ist.

Man beweise, dafl die Funktion in (3.8.24) von der Klasse C'*° ist und daf§
alle Ableitungen im Ursprung verschwinden.

Sei E ein Vektorraum iiber R und 2 C FE eine konvexe Menge. Eine
Funktion f : 2 — R heift konvez, falls

fltz+ (1 —-t)y) <tf(x)+ (A -1)f(y) Va,ye, Vtel0,1]
f heilit konkav, falls
ftz+ 1 —t)y) >tf(x)+ A —-t)f(y) Vax,yeR Yielo1].

Offensichtlich ist f genau dann konvex, wenn — f konkav ist.

Sei I C R ein Intervall. Man zeige, da8 f € C?(I) genau dann konvex ist,
wenn [ > 0.

Man zeige, daf} der reelle Logarithmus eine konkave Funktion ist und be-
weise mit seiner Hilfe die sog. Youngsche Ungleichung

1 1,
zy < =xP 4+ —y?  Va,y eRF,
p-p

hierbei sind p, p’ sog. konjugierte Exponenten, d.h.
1 1
p,p € (l,00) und -+ =1
p P






KAPITEL 4

Raume stetiger Funktionen

4.1. Satz von Dini

Der Satz von Dini liefert ein hinreichendes Kriterium, um von punktweiser
Konvergenz einer Funktionenfolge auf gleichméflige Konvergenz zu schlieen.

4.1.1. Theorem (Satz von Dini). Sei E ein kompakter metrischer Raum
und f, : E — R eine monoton wachsende (oder fallende) Folge von steti-
gen Funktionen, die punktweise nach einer stetigen Funktion g konvergieren,
dann konvergiert die Folge gleichmdfsig.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, die Folge wire monoton wachsend,
d.h.

(4.1.1) (@) < frg1(x) VeeE, VneN

Sei € > 0 vorgegeben. Wir wollen dann beweisen, daf3

(4.1.2) 3 YV g(a) = fla)] < 26

noEN z€E m>ng

Wir wissen

(4.1.3) Vo3V gle) — fml@)] < e

z€E n(xz) m>n(x)

Da f,,(») und g stetig sind, gibt es ferner zu jedem x € E eine Umgebung
U(x), so dal

(4.1.4) | fr(z) (W) = fa@ (@) +19(y) —g(@)| <e VyeU(r)

und wir folgern
(4.1.5) [9(y) = fa@ @) < l9(y) — 9(2)| + |9(2) = fag) ()]

225
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Wegen der Kompaktheit von E iiberdecken endlich viele (U(x;)), 1 <4 <
k, E; wir setzen ng = max; n(z;).

Sei nun = € F ein beliebiger Punkt, dann ist x € U(x;) fiirein 1 <i < k
und fiir alle m > ng erhalten wir aufgrund der Monotonie und wegen (4.1.5)

0<g(x) = fm(z) < g(2) = fno (@)

(4.1.6)

O

4.1.2. Bemerkung. (i) Auf die Stetigkeit der Grenzfunktion kann nicht
verzichtet werden, wie man am folgenden Beispiel sieht:
Sei E =[0,1], fn(x) = 2™ und
0, 0<x<1,
(4.1.7) g(x) = B
1, z=1

dann konvergiert f,, Y\, g punktweise, aber nicht gleichméflig, denn der
gleichméflige Limes von stetigen Funktionen ist wieder stetig, Theorem 3.4.1
auf Seite 181.

(ii) F muB auch kompakt sein, wie eine leichte Modifizierung des obigen
Beispiels zeigt:

Wihle E = [0,1), fn(z) = 2™, g = 0 und beachte Beispiel 2 von Beispie-
le 1.6.2 auf Seite 90.

4.2. Satz von Arzela-Ascoli

Im folgenden sei E ein metrischer Raum und F' ein Banachraum {iber K.
Wir fithren zunéchst zwei Funktionenrdume ein.

4.2.1. Definition. Wir setzen
(4.2.1) CHE,F)={f: f:E— F, f stetig und beschrinkt },

(4.2.2) CUE,F)={f: f:E— F, fstetig}.

Beide Funktionenréiume sind Vektorrdume iiber K. In CP(E, F) kénnen wir
eine Norm einfiihren, die Supremumsnorm, oder kurz, sup-Norm,

(4.2.3) 11l = [Iflloc = sup]|f(z)]].
relE
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Wenn F = R, so schreiben wir CP(E) statt CP(E,R), entsprechend fiir
CY(E), und wir bezeichnen die sup-Norm mit |f|o &z oder auch nur mit | f]o.

Wenn E kompakt ist, so stimmen C°(E, F) und CY(E, F) iiberein und wir
vereinbaren, daf§ wir in diesem Falle C°(E, F) immer als normierten Raum
betrachten.

4.2.2. Proposition. C’g(E,F) versehen mit der sup-Norm ist ein Ba-
nachraum.

Beweis. Ubungsaufgabe.
4.2.3. Definition (gleichgradige Stetigkeit). Wir nennen eine Teilmenge
A C CP(E, F) gleichgradig stetig, falls

2. — <
@24 ¥ 3 ¥ Y dey) <6 = |f@) - S0l <

d.h. jede Funktion f ist gleichméBig stetig und § kann unabhingig von f
gewahlt werden.

Eine wichtige Klasse von gleichgradig stetigen Funktionen sind solche, die
gleichméflig Hdélder-stetig sind.

4.2.4. Definition (Holderstetigkeit). Eine Funktion f : E — F heiflt
Hoélder-stetig mit Exzponent a, 0 < a < 1, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert,
so daf

(4.2.5) [f(z) = fW) < cd(z,y)*  Va,y€ k.
Falls a = 1, so nennt man f meist Lipschitz-stetig.

Man bezeichnet

(4.2.6) Mo = sup. W
y ’

1

als Holderkonstante oder Hélderhalbnorm™ von f.

Im Falle o = 1 bezeichnet man entsprechend [f], , als Lipschitzkonstante

von f.

0,1

Eine Familie (f;);c; von Holder-stetigen Funktionen mit Exponent o heifit
gleichmdfig Hdélder-stetig, falls eine Konstante ¢ existiert, so dafl

(4.2.7) [fily. <c Viel.

1Sei E ein Vektorraum. Eine Abbildung ¢ : E — R, heifit Halbnorm, wenn sie alle
Eigenschaften einer Norm besitzt aufler der positiven Definitheit, d.h. p(z) =0 =% = = 0.
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Analog ist gleichmdflige Lipschitzstetigkeit definiert.

4.2.5. Bemerkung. Sei A C CP(E, F) gleichmiBig Holder-stetig mit
Exponent «, dann ist A gleichgradig stetig.

Beweis. Sei ¢ eine obere Schranke fiir die Hélderhalbnormen der f € A
1

und € > 0 vorgegeben, so wihle in (4.2.4) § = (ec™!)a. O

4.2.6. Lemma. Sei f,, € Cp(E,F) eine gleichgradig stetige Folge, die
punktweise nach einer Funktion g konvergiert, dann ist g gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei € > 0 gegeben, dann existiert 6 > 0, so daf3
(4.2.8) VoV o dzy) <0 = [[ful@) = fu(y)ll <€

n z,yck

Gehen wir nun bei festen aber beliebigen Punkten z,y mit d(z,y) < ¢
zum Limes {iber, so erhalten wir ||g(z) — g(y)|| < e. O

4.2.7. Lemma. Sei A C CP(E,F) gleichgradig stetig, so gilt dies auch
fiir den Abschlufi A.

Beweis. Jede Funktion g € A ist gleichmiiBiger Limes einer Folge f,, € A.
Sei daher € > 0 vorgegeben und § > 0 so gewihlt, daf A (4.2.4) geniigt, so
erfiillt A ebenfalls diese Relation. O

4.2.8. Proposition. Sei (f,,) eine gleichgradig stetige Folge in C{(E, F),
D C E dicht und nehme an, daff die (f,) punktweise auf D konver-
gieren, dann konvergiert die Folge auf ganz E punktweise. Setze g(x) =
lim f,(z), © € E, so ist g gleichmdfig stetig.

Beweis. Die gleichméfige Stetigkeit von g folgt aus Lemma 4.2.6, so dafl
wir nur noch die punktweise Konvergenz auf ganz E zeigen miissen.

Wegen der Vollstiandigkeit von F' geniigt es nachzuweisen, daf f,,(x) eine
C.F. ist fiir alle x € E.

Sei € > 0 und z € F, dann existiert § > 0, so dafl
(4.2.9) 1fal@) = fal S Yy Bsla), ¥neN.

Da D dicht liegt, gibt es y € D N Bs(x); fiir diese y ist (f,.(y)) eine C.F.,
d.h. es existiert ng € N, so daf§

(4.2.10) 1fn(y) = fm(@)l <€ ¥ n,m = mng,

woraus wir mit der Dreiecksungleichung und (4.2.9) schliefien
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(4211)  |[|fn(@) = frm(@) || < [ fn(@) = fa@)] + [ fn(y) — Fm W)

+ 1 fm(@) = fm(y)ll <3e ¥V n,m > no.
(|
4.2.9. Proposition. Sei E kompakt und (f,) eine gleichgradig stetige
Folge in C°(E, F), dann gilt
(4.2.12) fn—=9 =  fanz3g.
Beweis. (i) Konvergiere (f,) punktweise nach g, dann ist g gleichméfig

stetig, Lemma 4.2.6, und somit ist auch A = {J, { fn }U{g} gleichgradig stetig,
wie man sich leicht iiberlegt.

(i) Sei nun € > 0 vorgegeben, dann existiert 6 > 0, so daf
(1.2.13) da,y) <6 = |f@) - f@ll<e Vfed
Als kompakte Menge 148t sich E' von endlich vielen Kugeln Bs(x;), ¢ =
1,...,k, iiberdecken und zu jedem 17 existiert ein Index n;, so daf3
(4.2.14) I fn(xs) — gla)|| < e YV >mn,;.
Setze ng = max; n;.

Sei nun x € F beliebig, dann liegt « in einem Bs(x;) und wir erhalten aus
(4.2.13) und (4.2.14) mittels der Dreiecksungleichung fiir alle n > ny

[fn(@) = g(@)|| < 1fu(2) = fu(@)ll + ([ fn(z:) — g(z2)|

(4.2.15)
+ llg(@) — g(zi)| < 3e.

Wir kénnen jetzt den Satz von Arzela-Ascoli beweisen.

4.2.10. Theorem (Satz von Arzela-Ascoli). Sei E kompakt, dann ist eine
Teilmenge A C C°(E, F) genau dann relativ kompakt, wenn sie gleichgradig
stetig ist und wenn fir jedes x € E die Menge

(4.2.16) Alx)y={f(x): feA}

relativ kompakt in F ist.
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Beweis. ,—“ Sei A relativ kompakt. Wir zeigen zunéchst

A(z) ist relativ kompakt ¥V x € E.

Wir miissen beweisen, dal A(x) kompakt ist. Nun ist nach Theorem 2.3.10
auf Seite 124 ein metrischer Raum genau dann kompakt, wenn er prikompakt
und vollsténdig ist. Da F vollstindig, ist A(x) ebenfalls vollstindig, so daf
wir nur noch zeigen miissen, daf§ A (x) prikompakt ist, oder dquivalent hierzu,
dafl A(z) prakompakt ist, vgl. Aufgabe 1 von Aufgaben 2.3.25 auf Seite 130.

Aus dem gleichen Grund ist A genau dann relativ kompakt in C°(E, F),
wenn /A prakompakt ist. Daher existieren zu vorgegebenem e¢ > 0 endliche
viele f; € A, 1 < i <k, so daf} es zu jedem f € A ein i gibt mit

(4.2.17) |f = fill = sup|f(z) — fi(z)]l <e.
rzeFE

Dann folgt natiirlich insbesondere

(4.2.18) |f(z) = fi(z)] <€ VaeE.
Das heifit aber, daf§ jedes A(zx) prikompakt ist.

A ist gleichgradig stetig.

Wir nutzen wieder die Prikompaktheit von A aus. Sei € > 0 gegeben und
wie eben (Bc(f;))i<i<k eine endliche Uberdeckung von A. Die f; sind nicht
nur stetig, sondern sogar gleichméflig stetig wegen der Kompaktheit von F,
Proposition 2.3.14 auf Seite 125, daher existiert § > 0, so dafl

(4.2.19) dlz,y) <d = |filx)— fily)]|<e V1<i<k.

Sei nun f € A beliebig, f € B.(f:), und gelte d(z,y) < §, dann schlieflen
wir aus (4.2.18) und (4.2.19)

1 (@) = Fl < 1F (=) = falx) | + I fi(x) = Fi(w)l

(4.2.20)
+[Ifity) = )l < 3e.

,<=“ Um die Kompaktheit von A zu beweisen, geniigt es zu zeigen,
da8 A folgenkompakt ist, vgl. Theorem 2.3.10 auf Seite 124, oder fquivalent
hierzu, dafl jede Folge (f,) aus A eine in CY(E, F) konvergente Teilfolge
enthilt, siehe Aufgabe 2 von Aufgaben 2.3.25 auf Seite 130.

Als kompakter Raum ist F separabel, Proposition 2.3.13 auf Seite 125,
d.h. es existiert eine h.a. dichte Teilmenge D. Da die folgenden Uberlegun-
gen mit leichten Verdnderungen auch gelten, wenn D endlich ist, wollen wir
annehmen, dafl D abzéhlbar ist, D = {x,: n € N }.
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Sei (fy) eine beliebige Folge aus A. Wir werden jetzt eine Teilfolge kon-
struieren, die auf D punktweise konvergiert, dann folgt aus Proposition 4.2.8,
daf} die Teilfolge auf ganz E konvergiert, und zwar nach einer stetigen Funk-
tion g, und mit Proposition 4.2.9 schliefen wir weiter, da3 die Konvergenz
gleichmiBig ist, d.h. die Teilfolge konvergiert in C°(E, F) nach g.

Die Konstruktion einer auf D konvergenten Teilfolge erfolgt sukzessive:

1. Die Folge (fn(zo)) ist nach Voraussetzung relativ kompakt in F' und
enthilt daher eine konvergente Teilfolge (fon(2o))nen- Also (fon) ist eine
Teilfolge von (f,), die auf {zo} punktweise konvergiert.

2. Wir betrachten jetzt die Folge (fon(x1)), die ebenfalls relativ kompakt
ist in F, so daf} eine konvergente Teilfolge (f1,(21))nen existiert. Die Folge
(f1n) ist dann eine Teilfolge von (fo,,), die auf der Menge {z¢, 1 } punktweise
konvergiert.

3. So fahren wir sukzessive fort und erhalten Teilfolgen (fin)nen von (fi)
mit der Eigenschaft

(fin) ist T.F.von (f;n) VYO0<j<i,
(4.2.21)
(fin) konvergiert punktweise auf {zg,...,2;}.

Die Diagonalfolge (fnn)nen ist dann eine Teilfolge der Ausgangsfolge (f,),
die auf D punktweise konvergiert, denn sei z; € D beliebig, so ist (fyn)n>i
eine Teilfolge von (f;,), daher konvergiert (f,,(x;)). O

Waéhlen wir als Bildraum F = R, so kénnen wir als Corollar festhalten

4.2.11. Corollar. Sei E kompakt und f, € C°(E) eine Folge reellwer-
tiger Funktionen. Dann enthdlt (f,) genau dann eine konvergente Teilfolge,
wenn (fn) gleichgradig stetig und punktweise beschrinkt ist.

Mittels der beim Schlufl des Beweises von Theorem 4.2.10 benutzen Me-
thode, Konstruktion einer Diagonalfolge, 148t sich auch folgender Satz bewei-
sen

4.2.12. Proposition. Sei D eine abzdihlbare Menge und f, : D — R
eine Folge von Funktionen, die punktweise beschrinkt ist, dann kann man
eine Teilfolge auswdhlen, die punktweise konvergiert.

4.2.13. Aufgaben.

1 Man zeige, dal die Funktion f(z) = |2]% 0 < a < 1, auf I = [-1,1]
Holder-stetig ist mit Exponent a.



232 4. Réume stetiger Funktionen

2 Sei I = [a,b] und f,, € C°(I) eine Folge von Funktionen, die im offenen
Intervall differenzierbar sind und deren Ableitung gleichméfig beschrankt
ist, d.h. es existiert eine positive Konstante ¢, so daf3

|fr(x)| <ec V€ (a,b), Vn.

Nehme weiter an, daf f,(a) = 0 V n, dann besitzt die Folge eine auf I
gleichméBig konvergente Teilfolge.

3 Man zeige, dafl die Vereinigung von endlich vielen gleichgradig stetigen
Mengen wieder gleichgradig stetig ist.

4 Man beweise Proposition 4.2.2.

5 Seien E, F normierte Riume. Eine Abbildung A € L(E, F) heifit kompakt,
falls A beschriinkte Mengen in relativ kompakte abbildet. Sei I=[a,b]; man
zeige, daf sich C™(I) auf natiirliche Weise in C™(I) einbetten la8t, falls
0 < m < n, und dafl diese Einbettung kompakt ist, wenn wir die Rdume
mit den in Aufgabe 9 von Aufgaben 3.1.20 auf Seite 168 definierten Normen
versehen.

6 Sei E ein separabler normierter Raum iiber K und ¢, € E* eine Folge
von stetigen linearen Funktionalen, deren Normen gleichméBig beschrankt
sind, d.h. es existiert eine Konstante ¢, so dafl

lenll <c V.

Dann kann man eine Teilfolge auswéhlen, die punktweise nach einem ste-
tigen linearen Funktional ¢ € E* konvergiert.

4.3. Satz von Stone-Weierstrafl

Weierstral hat bewiesen, daf} jede stetige reelle Funktion, die auf einem
kompakten Intervall definiert ist, sich gleichméafig durch Polynome approxi-
mieren li8t.

Stone hat dann spéater diesen Approximationssatz zu einer Aussage iiber
dichte Unteralgebren von C°(E) verallgemeinert, wobei E eine kompakte
Menge ist, und insbesondere bewiesen, daf jede stetige reellwertige Funktion,
die auf einer kompakten Menge des R™ definiert ist, sich gleichméflig durch
Polynome? approximieren 1i8t.

Wir wollen zunéchst den Begriff Funktionenalgebra oder auch kurz, Alge-
bra, einfiithren.

2Wir werden gleich definieren, was ein Polynom im R" ist.
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4.3.1. Definition. Sei F # () eine Menge. Eine Menge A, deren Elemente
Funktionen f : E — K sind, heifit Funktionenalgebra, falls

(i) A ein Vektorraum iiber K ist.
(i) f,ge A = fge A3

Gelegentlich spricht man auch von einer reellen oder komplexen Funktio-
nenalgebra, je nachdem, ob K =R oder K =C.

4.3.2. Beispiele. 1. Die Menge aller Funktionen von E nach K, in Zei-
chen, F(E,K), bildet eine Algebra.

2. S ) # E C K und A die Menge aller Polynome, genauer, A =
{fiz: f € P(K)}, soist Aeine Algebra.

3. Unter einem Polynom in K™, oder auch, Polynom in mehreren Varia-
blen, verstehen wir einen Ausdruck der Form

(4.3.1) f@) = aiiait -,

wobei die n-tupel (i1, . . ., i, ) eine endliche Teilmenge von N™ durchlaufen und
die Koeffizienten a;,...;, Konstanten aus K sind. Die Menge aller Polynome
iiber K" bezeichnen wir mit P(K").

Wenn die Koeffizienten in (4.3.1) konstante Vektoren eines Banachraumes
F sind, so sprechen wir von Polynomen iiber K™ mit Koeffizienten in F' und
bezeichnen die Menge dieser Polynome mit P(K", F).

Sei ) # E C K", soist A={f|,: f e P(K")} eine Algebra.
4. Sei E = [0,2x] und A die Menge aller Funktionen f : F — R der Form

(4.3.2) f(z)=ao+ Z(ak sin kx + by, cos kx),

k=1
wobei die Koeffizienten reelle Zahlen sind, dann ist A eine Algebra, wie man
mit Hilfe der Additionstheoreme unschwer nachweist.

Man nennt die Funktionen in (4.3.2) trigonometrische Polynome.

4.3.3. Definition (Multiindex). Ein n-tupel @ = (a1, ..., ;) € N nen-
nen wir Multiindez. Wir bezeichnen || = Y7 | a; als Ordnung von a und
wir vereinbaren, daf
(4.3.3) x =aft - ann VoeK™

3Unter dem Produkt fg verstehen wir natiirlich die Funktion, die man durch punkt-
weise Multiplikation erhélt.

4Wegen der Exponenten ¢ indizieren wir hier die Komponenten eines Vektors in K™
mit unten statt oben stehenden Indizes.
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4.3.4. Ein Polynom f € P(K™) 148t sich dann in der Form
(4.3.4) flz) = Z aax”, x € K",
laf <k
darstellen.

Jeder Summand a,z®

Der Grad von f, Grad f, ist die grofite natiirliche Zahl, zu der es in (4.3.4)
einen Koeffizienten a, # 0 gibt mit |a| = Grad f.

, a fest, ist ein sog. Monom.

Man iiberlegt sich leicht, dafl der Durchschnitt von Algebren wieder eine
Algebra ist. Daher kénnen wir definieren

4.3.5. Definition. Sei F eine nichtleere Menge und M C F(E,K), dann
existiert eine kleinste Funktionenalgebra A C F(E,K), die M enthélt. Man
nennt A die von M erzeugte Algebra und schreibt A = (M). Es gilt die
Darstellung
(4.3.5) (M)={ ) a,*:9€M", neN, a, eK}.

lo]<n

4.3.6. Beispiele. 1. Sei ) # E C R" und M = {pr;|,: 1 <i < n},

beachte ' = pr; z, so ist (M) die Menge aller reellen Polynome auf E.

2.Sei E=S*CcCund M = {z,z} C F(E,C), so ist

(4.3.6) (M) =A{ Z amz"z': 2 € S, ap €C, neN}.
k,1=0

Nun gilt auf S, wegen 1 = |2|? = 27,
(4.3.7) 1 vzest,

zZ=z
so daf die Funktionen f in (4.3.6) von der Form sind

(4.3.8) fz)= Z ap 2

k,1=0
d.h.

(4.3.9) (M) =A{ i arz":neN, ap €Cl

k=—n

3. Sei E = [0,27], so ist die von M = {sin, cos} C F([0,27],R) erzeug-
te Algebra gleich der Algebra der in (4.3.2) definierten trigonometrischen
Polynome.
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4.3.7. Definition. Sei E # () und A C F(F,K) eine Algebra. Wir sagen
A enthdlt die Konstanten, wenn A die konstanten Funktionen auf F enthélt,
und A trennt Punkte, wenn zu beliebigen Punkten, x,y € E, = # y, eine
Funktion f € A existiert, so dal f(x) # f(y).

4.3.8. Die vorher definierten polynomialen Algebren iiber £ C R™ bzw.
E = S! enthalten die Konstanten und trennen Punkte, da die Koordinaten-
funktionen bereits Punkte trennen.

4.3.9. Lemma. Sei E kompakt und A C C°(E,K) eine Algebra, dann
ist auch A eine Algebra, wobei C°(E,K) mit der sup-Norm versehen ist.

Beweis. Da C°(E,K) ein Banachraum ist, verhalten sich Addition und
Multiplikation mit einem Skalar stetig, so dafl wir nur noch zeigen miissen,
dafl die Multiplikation zweier Elemente eine stetige Abbildung ist von dem
Produktraum C°(E,K) x C°(E,K) nach C°(E,K), d.h.

(4.3.10) (f.9) = fg
soll eine stetige Abbildung sein. Dies folgt aber aus der Abschitzung

(4.3.11) Ifgll < ILfIMgll, ILfIF = Slelglf(x)h
wie man sich leicht iiberlegt (Ubungsaufgabe). O

4.3.10. Lemma. Die reelle Funktion ¢(t) = v/t kann auf dem Intervall
[0,1] gleichmdfig durch Polynome @, approxzimiert werden.

Beweis. Wir definieren die Polynome induktiv: ¢y = 0 und

(4.3.12) Pni1(t) = on(t) + 5t — on(t)?).
Wir behaupten, daf3
(4.3.13) 0<on(t) <VE A wnl(t) <@ni(t)  Ytelo,l],

und beweisen die Behauptung per Induktion.

Fiir n = 0 ist die Behauptung richtig. Gelte (4.3.13) fiir n, dann schétzen
wir ab

(43.14) Vi () = (VE— ou®) (1 = L(VE+ pa(®))).
Da ¢,, der ersten Ungleichung in (4.3.13) gentigt, folgt
(4.3.15) 0 < @ni1(t) <V,

und aus (4.3.12)—mit n ersetzt durch n + 1-—schlieflen wir weiter
(4.3.16) 0 < @ny1(t) < enta(t).
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Die ¢,, bilden daher eine monoton wachsende und gleichméflig beschréinkte
Folge, die nach Proposition 1.1.9 auf Seite 55 punktweise zu einer positiven
Funktion ¢ auf [0, 1] konvergieren.

Folglich gilt wegen (4.3.12)

(4.3.17) p(t) = p(t) + 3(t — o(t)%),
d.h. p(t) = Vt. o ist daher stetig, so daB nach dem Satz von Dini, Theo-
rem 4.1.1 auf Seite 225, die Konvergenz gleichméfig ist. O

Wir konnen jetzt den Stone-Weierstrafischen Approximationssatz bewei-
sen, zunéachst die reelle Version.

4.3.11. Theorem (Stone-Weierstra$}). Sei E ein kompakter metrischer
Raum und A C C°(E) eine Unteralgebra, die Punkte trennt und die konstan-
ten Funktionen enthdlt, dann liegt A dicht.

Beweis. Nach Lemma 4.3.9 ist auch A eine Algebra. Wir nehmen daher
0.B.d.A. an, da8 A abgeschlossen ist, und miissen dann A = C°(E) zeigen.

Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte.
(i) fe A = |f| € A.

Seien ¢,, die Polynome in Lemma 4.3.10 und sei g = || f|| =1 f, wobei wir
annehmen diirfen, da$§ || f|| > 0, dann gehéren die Funktionen g, = ¢, (g?%) zu
A, da A eine Algebra ist, und sie konvergieren gleichmiBig zu |g| = || f|| = f]-

(ii) f,g € A = min(f,g), max(f,g) € A.
Diese Behauptung folgt sofort aus (i), da

(4.3.18)
max(f,g) = 5(f +g+1|f — g])-

(i) xr A2y € FE A a,be R = Tpeca h(z) =a,h(y) =0.

Da A die Punkte trennt, wissen wir, dafl ¢ € A existiert mit ¢(x) # ¢(y).
Setze dann

(4.3.19) h(z)=a+ (b— a)M.

(iv) Sei f € C°(E). Wir wollen dann zeigen, daff f € A; da wir A als
abgeschlossen vorausgesetzt haben, ist dies gleichbedeutend damit, f € A =
A nachzuweisen, d.h. zu e > 0 soll g € A existieren mit ||f — g|| < € oder
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(4.3.20) flz)—e<g(z) < f(xr)+e Vazek.

Wir werden g in zwei Schritten finden, wobei wir ausnutzen werden, daf}
E kompakt, A die Konstanten enthélt und gegeniiber Minimum und Maxi-
mumbildung abgeschlossen ist.

Fixiere ein beliebiges = € E. Dann finden wir zu jedem y € F eine Funk-
tion hy, € A, so dafl

(4.3.21) hy(x) = f(z) und  hy(y) = f(y),

denn, wenn x # y, so ist dies gerade die Aussage in (iii), und im Falle x =
y, 1aBt sich diese Forderung mit h, = f(z) erfiillen, da A die konstanten
Funktionen enthélt.

Aus Stetigkeitsgriinden gilt dann in einer kleinen offenen Umgebung U (y)
von y

(4.3.22) hy(z) < f(z)+€  YzeU(y).

Da E kompakt, iiberdecken endlich viele U(y;), 1 < i < n, E. Die zu-
gehorigen hy, geniigen

(4.3.23) hy,(x) = f(z) und hy,(2) < f(2)+e VzeU(y),
daher gilt fiir
(4.3.24) hy = min h,, € A (wegen (ii))

1<i<n

he(z) = f(z) und
(4.3.25) he(y) < f(y)+e Vye€E.

Aus Stetigkeitsgriinden existiert dann wieder eine offene Umgebung U ()
von x, so daf

(4.3.26) fly) —e < hy(y) VyeU(x).

Dies gilt fiir beliebige « € E. Endlich viele U(z;), 1 < ¢ < n, iiberdecken F;
setze

(4.3.27) g= 11;1%)(71 hy, -
g geniigt dann (4.3.20) wegen (4.3.25) und (4.3.26). O

Als Corollar folgt, wenn wir Ziffer 4.3.8 beachten,

4.3.12. Corollar. Sei E C R" kompakt, dann ldfit sich jede Funktion
f € CUE) gleichmifig durch Polynome approzimieren.
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Dieses Corollar 148t sich auch dahingehend verallgemeinern, daf§ der Bild-
raum ein endlich dimensionaler Vektorraum ist.

4.3.13. Proposition. Sei E C R"™ kompakt, dann lGj$t sich jede Funktion
f € COE,R™) gleichmiflig durch Polynome in den Variablen z',. .., z" und
Koeffizienten in R™ approzimieren.

Beweis. Wende auf die einzelnen Komponenten von f Corollar 4.3.12 an
und setze dann die m Polynome zu einem vektorwertigen Polynom zusam-
men. (]

Wenn wir den Approximationssatz im komplexen Falle beweisen wollen,
d.h., wenn A C C°(E,C), so miissen die Unteralgebren A noch eine weitere
Bedingung erfiillen, sie miissen abgeschlossen gegeniiber der Konjugation sein

(4.3.28) feA = feA
4.3.14. Theorem (Stone-Weierstrafl, komplexe Version). Sei E ein kom-
pakter metrischer Raum und A C C°(E,C) eine Unteralgebra, die Punkte

trennt, die Konstanten enthdlt und beziiglich der Konjugation abgeschlossen
ist, dann liegt A dicht.

Beweis. Sei f € C°(E,C), dann ist

(4.3.29) f=Ref+ilmf,
wobel

NS -7
(4.3.30) Re f = 5 Im f = 5
Es ist also
(4.3.31) C°(E,C) = C"(E) +iC°(E).

Eine entsprechende Aufspaltung gilt auch fiir A, da A abgeschlossen ist
beziiglich der Konjugation, und somit

(4.3.32) feAd = Ref ImfeA
Setze
(4.3.33) A ={f€A: R(f) CR},

dann ist Ag eine Unteralgebra von C°(E), die Punkte trennt und die Kon-
stanten enthilt, und daher dicht liegt in C°(E).

Folglich ist
(4.3.34) A= Ar +iAg
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dicht in CY(E, C). O

4.3.15. Corollar. Sei E C C kompakt, dann lafit sich jede Funktion
f € COUE,C) gleichmdfig durch Polynome in z,z approximieren.

Approzimation durch trigonometrische Polynome

Wihlen wir in Corollar 4.3.15 speziell E = S' C C, so wissen wir nach
(4.3.9), daB die Polynome in 2,z auf S von der Form

n
(4.3.35) Z apz®, ar € C, z € S,

k=—n

sind, d.h. zu jedem f € C°(S!,C) und € > 0 gibt es ein Polynom wie in
(4.3.35), so daB

(4.3.36) |f(z) — Z apz"|<e VzeSh

k=—n

Dieses Ergebnis konnen wir benutzen, um einen Approximationssatz fiir
reelle 27 periodische Funktionen zu beweisen.

4.3.16. Proposition. Sei f € C°(R) 27 periodisch, dann lift sich f
gleichmdfig auf R durch trigonometrische Polynome der Form

(4.3.37) ap + Z(ak sin kt + by, cos kt), a; ER, teR,
k=1
approzximieren.
Beweis. Wir benutzen, dafi S' und [0, 27) sich bijektiv aufeinander ab-

bilden lassen durch die Abbildung ¢(t) = e, vgl. Proposition 3.6.17 auf
Seite 197 und Proposition 3.6.18.

Sei f € C°(R) 27 periodisch, dann ist
(4.3.38) g=fopteC®sh),
da f(0) = f(2m), und es existiert zu € > 0 ein Polynom der Form (4.3.35), so
daB

(4.3.39) lg(e®) — Z are™| <e  Vtelo,2n].

k=—n

Schreiben wir jedes ay, als ar = ay+15; mit reellen ag, B, so folgt mittels
der Eulerschen Formel
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(4.3.40) |f(t) — z”: (apcoskt — Psinkt)| <e  Vtelo,2n].

k=—n

Da der Sinus ungerade und der Cosinus gerade ist, 148t sich die Summe
auch ausdriicken als

(4.3.41) ag + Z ((a,k + ay) coskt + (B—k — Bi) sin kt)7
k=1
d.h. als ein trigonometrisches Polynom der Form (4.3.37). O

4.3.17. Aufgaben.
1 Man vervollstiandige den Beweis von Lemma 4.3.9.

2 Man zeige, dafl die trigonometrischen Polynome eine Algebra iiber R bil-
den.

4.4. Analytische Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen, die eine offene Menge
2 C K™ in einen Banachraum F abbilden, f : {2 — E. Eine solche Funktion
heifit analytisch, wenn sie sich lokal in eine Potenzreihe entwickeln 14t—eine
genaue Definition wird spéter gegeben.

Daher wollen wir zunéchst Potenzreihen in mehreren Variablen betrach-
ten, deren Koeffizienten Elemente eines Banachraum sind.

4.4.1. Definition. (i) Ein (offener) Polyzylinder P C K™ ist das kartesi-
sche Produkt von offenen Kugeln B,,(a;) C K, d.h.
(4.4.1) P={zxeK": |v;—a;j| <m, Vi}.®
a = (a;) heifit Zentrum von P und wir schreiben gelegentlich auch P(a;, ;).
(ii) Wir definieren die Abbildung v : K® — K™ durch
(4.4.2) v@) = (fol) Vo= (2,

wobei wir das Symbol v beibehalten, wenn sich die Dimension des Raumes
dndern sollte.

(iii) Sei E ein Banachraum iiber K und P = P(0,r;) C K". Eine Potenz-
reihe beziiglich x € P mit Werten in E ist eine Reihe der Form ((aq2®))aenn.

5Wir kennzeichnen in diesem Abschnitt die Komponenten eines Vektors € K™ mit
untenstehenden Indizes, abweichend von unserer iiblichen Schreibweise.
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Die Ezponenten « durchlaufen alle Multiindizes in N", die Koeffizienten a,
sind feste Vektoren in F.

Wenn die Potenzreihe in P absolut summierbar ist, so definiert ihre Sum-
me eine Funktion f: P — F

(4.4.3) fl@) =Y aaz”.
aeN”
Wegen der absoluten Summierbarkeit ist die Summe unabhéingig von der Art

der Abzéhlung definiert, vgl. Theorem 1.5.8 auf Seite 82, z.B. kénnen wir die
Funktion f in (4.4.3) in der Form wiedergeben

(4.4.4) f(z) = Z Z anx”,

k=0 |a|=k

oder auch

(4.4.5) f@) =Y > aanish
k=0 &eNn—1

mit den leicht verstédndlichen Bezeichnungen
(4.4.6) a=(&,a,) und z=(T,z,).

Die Aufspaltung in (4.4.5) kénnen wir auch verallgemeinern.

4.4.2. Lemma. Sei P = P(0,7;) C K"; schreibe K* = KP x K¢, N" =
NP x N9 und spalte Vektoren x € K", o € N auf in der Form x = (&,%),a =
(&, @) und entsprechend P = P x P. Sei ((aqz®))aenn, Go € E, eine Po-
tenzreihe, die in P absolut summierbar ist. Dann ist fiir festes & € N? die
Potenzreihe ((a(a,6)%%))aene absolut summierbar in P.

Setze

(4.4.7) fd(i”) = Z a(&,a)faa
&GENP

dann ist fir festes & € P die Reihe ((f&(2)2%))aene absolut summierbar in
P und

(4.4.8) flx)= Z Aoz = Zf&(:%)ia VzeP

Beweis. Definiere fiir & € N9
(4.4.9) Ns={(&,a): & e NP }

dann ist (Nz)aene eine disjunkte Zerlegung von N und wir schlieflen aus
dem Assoziativitdtstheorem, Theorem 1.5.13 auf Seite 84, daf die Potenzreihe
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((a(a,a)Z%T%))aene fiir festes & € N7 und & € P in P absolut summierbar
ist, und daf

(4.4.10) flz) = Z Z (a5 = Z fal@)ze.

Zum Beweis der absoluten Summierbarkeit von ((a(,a)2%))aene wéhlen
wir ein Z € P mit #; # 0, 1 < i < ¢, und beachten, daf
(4.4.11) lagas@*2% | = v(@)*la@a@®ll, (@) >0.
]

4.4.3. Lemma (Abelsches Lemma). Wenn die Potenzreihe ((aqnx®)) in
x = y summierbar ist, wobei y; # 0V i, dann ist sie in dem Polyzylinder
P = {z:|z;| < |ys| Vi} absolut summierbar. Die Konvergenz ist in allen
Q € P gleichmdfsig.

Beweis. Aus der Summierbarkeit von ((aqy®)) schlieBen wir mittels des
Cauchykriteriums, dafl eine Konstante ¢ existiert, so daf3
(4.4.12) laay®|l = llaallv(y)* <c  Va.

Sei x € P, so folgt
v(x)®

v(y)®

xa
laaz®|| = ||aayay7|| <c

(4.4.13)

T (Ll
- CH (lyil) ’
i=1
Sei I C N™ endlich, so dafl |a| < kV a € I, dann folgt

SRS (s

a€el a€cli=1
n k _
(4.4.14) <13 (&
i=1j=0
=l
=1 Tl

Wenn die z in einer kompakten Teilmenge von P variieren, so dafl

(4.4.15) max ||Z‘|| <g<1,
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so ist die Konvergenz gleichméfig. O

Aus Theorem 3.4.2 auf Seite 181 schliefen wir auch im mehrdimensionalen
Fall, daf} die Summe einer gleichméfig absolut summierbaren Potenzreihe sich
stetig verhalt.

4.4.4. Proposition. Sei die Potenzreihe ((aax®)) in P absolut summier-
bar, so ist ihre Summe

(4.4.16) f(z) = Zaax“
«
i P stetig.

Beweis. Nach Lemma 4.4.3 ist die Potenzreihe in P lokal gleichméBig
summierbar und somit auch auf kompakten Teilmengen von P, daher ist f
stetig. O

Substitution einer Potenzreihe in eine andere.

Sei ((aqx®)) eine absolut summierbare Potenzreihe in P(0,r;) C K" mit
Koeffizienten a,, € K? und ((bgy?)) eine absolut summierbare Potenzreihe in
Q(0,s;) C KP mit Koeffizienten bg € E. Seien f = f(z) bzw. g = g(y) die
Summen von ((aqaz®)) bzw. ((bsy”)) und nehme an, daB f(P) C Q. Dann
ist die Komposition h = g o f wohldefiniert und eine stetige Funktion. Wir
wollen zeigen, dafl, wenn noch eine kleine Zusatzvoraussetzung erfiillt ist, h
ebenfalls als Summe einer Potenzreihe in z darstellbar ist.

Zum Beweis dieses Sachverhalts benutzen wir die Cauchysche Produktfor-
mel, Theorem 1.5.14 auf Seite 86, die besagt, dafl das Produkt zweier absolut
konvergenter Reihen ((a;)), ((bx)) mit reellen Gliedern sich darstellen 148t als

(4.4.17) (Xa) ()= > a,

€N keN (i,k)ENXN
und daf} die Reihe ((a;by)) absolut summierbar ist.

Diese Theorem gilt natiirlich auch, wenn der Kérper nicht R sondern C
ist, die Indexmenge braucht nicht N zu sein, sondern nur abzahlbar, und per
Induktion erweitert man den Satz unmittelbar auf das Produkt endlich vieler
absolut summierbarer Reihen.
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4.4.5. Theorem (Cauchysche Produktformel). Seien endlich viele abso-
lut summierbare Reihen ((a;),))iver., 1 < k < p, mit Gliedern in K gegeben,
dann ist die Reihe (([Th—; ai.)) ebenfalls absolut summierbar und es gilt

p P
(4.4.18) > e= > Tl
k=1 inely (i1, yip)ETT, Tx k=1

Beweis. Ubungsaufgabe.

4.4.6. Theorem (Substitutionstheorem). Seien ((aaz®)), ((bgy?)) abso-
lut summierbare Potenzreihen bez. x € P(0,7;) C K" bzw. y € Q(0,s;) C KP
mit Koeffizienten a, = (al,) € KP bzw. bg € E.° Definiere die Summen

(4.4.19) fl@) =" aaz®,

(4.4.20) g(y) = > _ by’
5

und

(4.4.21) @ (x) = |al]a”

und nehme an, dafl

(4.4.22) W(re,...,m) < Sj vV1<j<p.

Dann gilt f(P) C Q und die Komposition h = go f ist als Summe einer abso-
lut summierbaren Potenzreihe ((cox®)), x € P, darstellbar mit Koeffizienten
cq € FE.

Beweis. Die Behauptung f(P) C Q folgt sofort aus (4.4.22) und der
Dreiecksungleichung, so daf} als eigentlicher Beweis nur der, der zweiten Aus-
sage iibrig bleibt.

Wir werden den Beweis in mehreren Schritten fithren.

1. Schritt: Bei der Komposition g o f ersetzen wir in den Glieder der
Reihe ((bgy?)) y durch f(z) und miissen dann versuchen, die Terme

p

(4.4.23) v =1]w)%,  B=),

Jj=1

als unendliche Summe darzustellen.

6Beachte, daB « sich in einem abgeschlossenen Polyzylinder P bewegt.
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Betrachten wir zunéchst einen beliebigen Faktor in dem Produkt (4.4.23).
Nach Theorem 4.4.5 ist fiir festes j (37)% die Summe einer absolut summier-
baren Reihe mit Gliedern

(4.4.24) a’i(l)xa(l) . ai 242 I ‘ xa(ﬂj),

(&) a(B;)
wobei a(i) € N*, 1 <i < j;, d.h.

Bj
(4.4.25) ()P = > [1e e,

(a(1),...,a(B1))EN? x - xNm i=1

2. Schritt: Da die p Reihen in (4.4.25) absolut summierbar sind, kénnen
wir die Cauchysche Produktformel noch einmal anwenden, um y# in (4.4.23)
auszudriicken: y? ist danach die Summe einer absolut summierbaren Reihe
mit Gliedern der Form

p B N
(4.4.26) T, =,
j=1i=1
wobei a3, j) € N™; beachte, dal die Multiindizes « jetzt von zwei Parametern
anhéingen, da wir die Cauchysche Produktformel zweimal angewandt haben.

Bezeichnen wir die Matrix der Multiindizes «(i,j) mit u, so kénnen wir
die Reihenglieder in (4.4.26) mit einem Index p aus der abzdhlbaren Menge

(4427)  Iy={p=(ali,): a(i)) EN", 1<j<p 1<i<p;}

indizieren. Das allgemeine Reihenglied in (4.4.26) kiirzen wir ab mit nﬁ(m),

wenn 1 = (a(i, ).
Es gilt dann

(4.4.28) |775($)| = H H‘afx(i,j) | Z/(SL')(X(Z’])7
j=1i=1
(4.4.29) ' = f@)’ = i)

nelg
nach der Cauchyschen Produktformel, sowie
(4.4.30) pw(@)’ =Y i@l =),
nelg

nach Definition von ¢ = (7).
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3. Schritt: Setze Ag = {(B,1): pp € Ig} und A = Jgepy Ap. Wir be-

haupten nun, dafl die Reihe ((bg nﬁ (2)))(s,m)ea fiir x € P gleichmiBig absolut
summierbar ist.

Sei J C A endlich, dann miissen wir zeigen, dafl zu festem z € P
(4.4.31) > sl n (@)l
(B.m)ed
sich gleichm#Big nach oben abschitzen 148t unabhingig von J und = € P.

Sei Ny C NP eine endliche Menge, die alle Multiindizes § € pry(J) enthiilt,
dann folgt aus (4.4.30)

Y Ibsllni@l < > llbsll D Ingi ()]
£

(B.n)ed €Ny uelg

= > Ibslle(v(z)”

BENo
(4.4.32)
< Z HbﬁH o(re, ... rn)ﬁ
BENo
S Z HbBHSﬁ(Tla e 7Tn)ﬁ < OO,
BENP

denn o(r1,...,7,) € Q nach Voraussetzung (4.4.22) und die Reihe ((bgy?))
ist in () absolut summierbar.

4. Schritt:  Wir wissen nun, dafl
(4.4.33) h(z)=g(f(z))= Y bgni(z) VzeP,
(B,m)EA

und daf3 die Reihe absolut summierbar ist.

Mit Hilfe des Assoziativititstheorems, Theorem 1.5.13 auf Seite 84, wer-
den wir die Summe der Reihe als Summe einer Potenzreihe in x schreiben.

Jedes nf} (x) ist ein Monom in z, d.h.

B — BpA n
(4.4.34) N, (T) = cz”, AeN”,
vgl. (4.4.26).
Wir zerlegen daher A in h.a. viele disjunkte Teilmengen J) gemé&f
(4.4.35) Jy={(B,p) € A: Exponent von 7]5(5(:) =} AeN",

und definieren
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(4.4.36) PR DITCIAIIA banfi(x)(@*) 7Y, TN #D A 2t #£0,
0, sonst.

Dann folgt aus dem Assoziativitdtstheorem
(4.4.37) Z bgnﬁ(x) = Z ez,
(B,p)eA AeNn

d.h. h laBt sich in P als Summe einer gleichmiiflig absolut summierbaren
Potenzreihe ((cyz?)) darstellen. O

4.4.7. Bemerkung. Ersetzen wir in Theorem 4.4.6 die zusétzliche Be-
dingung (4.4.22) durch die schwéchere Annahme

so bedeutet das
(4.4.39) IF70)] = lad| = ¥ (0)| < 55, V1<j<p.

Daher folgt aus Stetigkeitsgriinden, dafl 0 < p; < r; existieren mit

d.h. die Voraussetzungen des Theorems sind dann in einem kleineren Poly-
zylinder P(0, p;) erfiillt.

4.4.8. Theorem (Isolierheit der Nullstellen). Sei ((a,x™)) eine absolut
summierbare Potenzreihe in einer Variablen x € B,(0) C K, ay, € E, und sei
f(x) =3, ana™. Dann existiert 0 < p < r, so daf$

(4.4.41) flx)#£0  YO<|z| <p,

es sei denn a,, = 0V n.

Beweis. Sei M = {n € N: a,, # 0} # 0 und sei m die kleinste Zahl in
M, dann folgt

(4.4.42) f@)=a"(am+ > apz"™).

n=m+1

Aus Stetigkeitsgriinden existiert dann 0 < p < r, so dafl
- [lam |
(4.4.43) n§+1||an|\ |z|" ™™ < ; Vx| < p.

Damit ist alles bewiesen. O
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Ein entsprechendes Resultat gibt es nicht fiir Potenzreihen, die von meh-
reren Variablen abhingen. Betrachte z.B. das Polynom f(z,y) = x in R?; es
verschwindet auf der Geraden {z = 0}.

Stattdessen gilt

4.4.9. Theorem (Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung). Seien
((aax®)), ((baz®)) absolut summierbare Potenzreihen in P = P(0,r;) C K"
und f, g ihre Summen. Dann gilt

(4.4.44) f=¢g in P = aa=0b, VaeN"

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dafl b, = 0 V «, sonst bilden
wir die Differenz. Sei also f = 0 in P. Dann werden wir per Induktion nach
n beweisen, dafl a, =0V a.

Fiir n = 1 ist die Behauptung bereits bewiesen, Theorem 4.4.8. Sei daher
n > 2 und die Behauptung schon fiir n — 1 bewiesen.

Wir spalten K" auf, K® = K"~! x K, schreiben z = (%, x,) und wenden
Lemma 4.4.2 an: Danach ist f darstellbar in der Form

(4.4.45) f)=>" ful(@)a,
k

wobei die Summe absolut konvergiert und die Koeffizienten fk sich nach
(4.4.7) berechnen

(4.4.46) @ = > a@mni®;
aeNn—1
die Reihe ist in ]5(07 r;) C K"~! absolut summierbar.

Ist nun f = 0, so miissen die fy, () zu festem aber beliebigen & € ]5(0, ;)
alle verschwinden, woraus nach Induktionsvoraussetzung folgt

(4.4.47) a@ar =0 Y (4k) e N".

Analytische Funktionen

4.4.10. Definition. (i) Sei xg € K" ein fester Punkt. Eine Potenzreihe
((aa(x—x0)%)) in den Variablen (z —x() bezeichnen wir auch als Potenzreihe
um xo.

(ii) Sei 2 C K™ offen und E ein Banachraum iiber K. Eine Funktion f :
{2 — F nennen wir analytisch, wenn es zu jedem xg € {2 einen Polyzylinder
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P(xg,7;) C §2 gibt, so dafl sich f als Summe einer in P absolut summierbaren
Potenzreihe ((aq(z — 2)®)) schreiben 14t

(4.4.48) f@) = aalz—20)*,  x € Plag,m).

Wir sagen auch, f lasse sich lokal als Summe einer absolut summierbaren
Potenzreihen darstellen.

Die analytischen Funktionen von §2 nach E bilden einen Vektorraum iiber
K, wir bezeichnen ihn mit C¥(£2, E).

4.4.11. Beispiele. (i) Sei @ = Q(0,s;) C K" und g = >4 bgy? die
Summe einer in @ absolut summierbaren Potenzreihe, so ist g € C¥(Q, E).

(ii) Die Funktion f(z) = 2! ist in K* analytisch.

Beweis. ,,(i)“ Sei yo € Q beliebig; wihle 0 < r; < s; — |y§], 1 <i < n,
dann bildet die Abbildung f(z) = = + yo den abgeschlossenen Polyzylinder
P = P(0,r;) C K" nach Q(0,s;) ab.

Wir kénnen f als Summe einer Potenzreihe deuten; bezeichnen wir mit
a; = (a]) = (8]), 1 < i < n, die kanonischen Basisvektoren des K", so ist

(4.4.49) f(x) =yo+ Z a; ;.
i=1
Die Voraussetzungen von Theorem 4.4.6 sind erfiillt, denn die Abbildung
(4.4.50) () = yg| + ) _lallwi = lyg| +z;
i=1

geniigt der Bedingung (4.4.22)
(4.4.51) G, r) =y +75<s; Y1<j<n.

Die Komposition g o f ist daher die Summe einer absolut summierbaren
Potenzreihe in x =y — yo.

»(11)“  Sei 0 # zo € K, dann ist

(4.4.52) =120+ (x —x0) = x0(1 + 25 *(x — 0)),
und somit

1 zyt
(4.4.53) - =
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d.h. f 148t sich als Summe einer konvergenten geometrischen Reihe um xg
darstellen

(4.4.54) flx)=a5t Z(—l)”x&”(m —z9)" V|x—mo| < |mo]-

n=0

O

4.4.12. Proposition. Seien 2 C K", Q2 C Kp offene Mengen, f €
C¥(02,KP), g € C¥(2, E) analytische Funktionen und gelte f(2) C 2. Dann
ist die Komposition h=go f € C¥(, E).

Beweis. Folgt aus Theorem 4.4.6 und Bemerkung 4.4.7. (]

4.4.13. Proposition. Sei 2 C K offen und f € C¥($2,E), dann ist
feC®(2,E) und f lafst sich lokal durch seine Taylorreihe ausdriicken, d.h.
zu jedem xo € £2 existiert eine Kugel B,(xo) C §2, so daf$

(4.4.55) (@) =T(f.zo)(x) V€ By(ao).

Beweis. Sei ¢ € 2, dann existiert p > 0, so daf8 f sich in B,(x) als
Summe einer absolut konvergenten Potenzreihe ((an,(z — z0)™)) darstellen
148t

(4.4.56) fz) = Z an(z — z0)".
n=0

Wie in Proposition 3.4.9 auf Seite 184 bewiesen wurde, ist die rechte Seite
unendlich oft differenzierbar, und somit gilt f € C*(§2, E).

Es bleibt zu zeigen, dafl
1
(4.4.57) ap, = ﬁf(") (zo0) Y n;

doch dies folgt sofort per Induktion und sukzessiver Differentiation von
(4.4.56). |

4.4.14. Definition (Stammfunktion). Sei 2 C K und f : 2 — E. Eine
differenzierbare Funktion ¢ : {2 — E heiflt Stammfunktion von f in (2, falls

(4.4.58) o'(x)=f(z) Vazen

4.4.15. Bemerkung. Ist {2 zusammenhingend, so unterscheiden sich
zwei Stammfunktionen von f in {2 nur durch eine additive Konstante.

Beweis. Folgt aus Corollar 3.2.10 auf Seite 172. |
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4.4.16. Proposition. Sei 2 C K und f € C¥(£2,F), dann besitzt f
lokal immer eine Stammfunktion, die zudem noch analytisch ist, d.h. zu jedem
xg € 12 existiert B,(xo) C 2 und ¢ € C¥(B,(x0), E), so daf

(4.4.59) o'(z) = f(x) V& € B,(xo).

Beweis. Sei zyp € 2 und f als Summe einer absolut konvergenten Po-
tenzreihe in B,(zo) dargestellt

(4.4.60) f(z) = Z an(x — xo)" Vx € B,(xo),
n=0
so definieren wir
(4.4.61) p(r) = hran(a — zo)"
n=0

Da die Reihe ((ﬁan(:ﬂ — x0)")) in B,(x¢) absolut konvergiert, ist
¢ € C¥(By(z0), E) und offensichtlich Stammfunktion von f in B,(zo), vgl.
Proposition 3.4.9. (]

FEindeutigkeit der analytischen Fortsetzung

4.4.17. Wenn zwei unendlich oft differenzierbare Funktionen f,g in ei-
nem Gebiet {2 C K definiert sind und in einer kleinen Kugel B,(zo) C 2
iibereinstimmen, so konnen wir nicht schliefen, dafl dann f = g in {2 gelten
muf}, wie das Beispiel

(4.4.62) fla) = {e_“'z’ z>0,

0, z <0,

zeigt. Es ist f € C*®(R) (Ubungsaufgabe).

Im Falle von analytischen Funktionen ist dies anders, wie wir sehen wer-
den.

4.4.18. Lemma. Sei I = (a,b) C R und ¢ € C¥(I, E). Nehme an, daff
¢ auf einer Kugel B,(ty) C I verschwindet, dann ist ¢ = 0.

Beweis. Wir werden nur zeigen, dafl f auf [tg,b) verschwindet; der Be-
weis, daf3 Pla.rg = 0 ist vollig analog.
Definiere

(4.4.63) A=A{te(to,0): ¢y, =0}
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Dann ist A # 0, da Ple,e) — 0.

A ist in (tg,b) abgeschlossen, da ¢ stetig, und wir werden mit Hil-
fe von Theorem 4.4.8 zeigen, dafl A auch offen ist, und somit mit (¢o,b)
iibereinstimmt.

Sei t; € A. Stelle ¢ um t; als Summe einer Potenzreihe dar

(4.4.64) p(t) = an(t—t)" Vite Bt).

Wenn die Koeffizienten nicht alle verschwinden, dann kénnen wir € so
klein wéhlen, daf

(4465) Lp(t) # 0 Vih—e<t< t1,
im Widerspruch zur Definition von A. Daher ist Plp.i,, = 0und A offen. O

4.4.19. Theorem (Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung). Sei {2 C
K™ ein Gebiet und f,g € C¥(§2, E) zwei analytische Funktionen, die in einer
Kugel B,(xo) C 2 tbereinstimmen, dann gilt f = g in {2.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dafl ¢ = 0. Sei A die Menge
aller offenen Teilmengen G' C {2 mit der Eigenschaft f|, = 0.

A#0,da B,(zg) € A, folglich existiert eine grofite offene Menge Gy C 2,
so daB f|, = 0, ndmlich,

(4.4.66) Go=|JG.

GeA

Wir werden zeigen, dafl G in {2 auch abgeschlossen ist und somit Gy = {2,
da 2 zusammenhéngend.

Sei yr € Go eine nach yo € 2 konvergierende Folge und B, (yo) C {2
eine beliebige Kugel. Wir behaupten, dafl B,(yo) C Go, insbesondere also
Yo € Go.

Sei yr € Br(yo) und z € B,-(yo) eine beliebiger Punkt. Die konvexe Kom-
bination

(4.4.67) g =tz+(1— Oy, 0<t<1,
liegt dann in B,.(yo), und wegen der Offenheit von B,.(yo) gilt dies auch fiir

xe,t €l =(—€1+¢€),e>0.
Betrachte dann die analytische Funktion ¢ € C¥(I, E)

(4.4.68) o(t) = f(ay), tel,
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vgl. Proposition 4.4.12 und Aufgabe 6 von Aufgaben 4.4.20; sie verschwindet
auf einer offenen Teilmenge von I, da z¢ € B, (y0)NGo, und ist somit identisch
0 nach Lemma 4.4.18, d.h. es ist f(x1) = f(z) = 0 oder, gleichbedeutend
damit, BT(yQ) C Go. O

4.4.20. Aufgaben.

1
2
3

Man beweise Theorem 4.4.5.
Man zeige, dafi die Funktion f in (4.4.62) unendlich oft differenzierbar ist.

Die Stammfunktion einer analytischen Funktion f € C¥(£2,E), 2 C K,
ist ebenfalls analytisch.

4 Der komplexe Logarithmus ist in X = {2 € C*: argz # 7 } analytisch.

Sei 2 C K ein Gebiet und f € C¥(£2, E). Nehme an, da} f auf einer unend-
lichen Menge A C {2 verschwindet, und dafl die Menge der Hiufungspunkte
von A in {2 nichtleer ist. Dann ist f = 0.

Identifizieren wir C" mit R?", so kénnen wir jede komplex analytische
Funktion f € C¥(2,E), 2 C C", auch als reell analytische Funktion
auffassen, wenn wir 2 als Teilmenge von R?” ansehen und beachten, dafl
FE auch ein Vektorraum iiber R ist.

Man mache sich das zunichst an dem komplexen Polynom f(z) = 22 klar.






KAPITEL 5

Integration in einer Variablen

Die Integrationstheorie entwickelte sich aus dem Bemiihen, den Inhalt
von Fléchen zu berechnen, deren Rand kein Polygonzug ist; dies fithrte zum
Riemannschen Integral fiir reelle Funktionen. Eine Verallgemeinerung dieser
Integrationstheorie auf vektorwertige Funktionen, d.h. Funktionen, die ein
Intervall in einen Banachraum abbilden, wird meist vermieden und statt-
dessen das sog. Regelintegral eingefiihrt, vgl. das Buch von Dieudonné, doch
halten wir diesen Schritt fiir unnétig und wir werden das Riemannsche Inte-
gral von Anfang an fiir Banachraum-wertige Funktionen definieren; dies ist
nicht schwieriger als wenn man nur reellwertige Funktionen betrachtet.

Das Riemannsche Integral und der damit zusammenhingende Inhaltsbe-
griff haben jedoch ihre Méngel, z.B. ist der punktweise Limes von Riemann
integrablen Funktionen i.allg. nicht mehr Riemann integrabel und der Rie-
mannsche Inhalt ist nicht o-additiv. Dies fithrte zu einer Erweiterung der
Riemannschen Integrationstheorie, zu der sog. Lebesgueschen Integrations-
theorie, die wir im zweiten Band behandeln werden.

5.1. Das Riemannsche Integral

5.1.1. Sei f eine reelle, nicht-negative und beschrénkte Funktion, die auf
einem kompakten Intervall I = [a, b] definiert ist. Wir werden versuchen den
Flacheninhalt der Menge

(5.1.1) QUf)={(z,t) eR?*:a<a<b,0<t < fz)}
zu berechnen.

Hierzu benutzen wir, daf§ der Flidcheninhalt eines Rechtecks gleich dem
Produkt der Seitenldngen ist.

Betrachten wir eine Zerlegung von I, eine sog. Partition P = {a = x¢ <
1 < -+ < &p = b}, mit n Teilintervallen I; = [z;,x;41], 0 < i <n— 1.

255
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Setze m; = infy, f, M; = sup;, f, Qi = I; x [0,m;] und Qi=1; x [0, M;].
Dann gilt

n—1 n—1
(5.1.2) Uaecoclas:
=0 =0

mit paarweise disjunkten Rechtecken QQ; bzw. @i.l Daher gilt fiir jeden sinn-
vollen Inhaltsbegriff

n—1 n—1 n—1 n—1
(5.1.3) DNQil = milL| <1QI < D IQi =Y ML),
i=0 i=0 i=0 =0

Hierbei bezeichnet |Q| den Flicheninhalt von @, vorausgesetzt, dafl ein sol-
cher Fliacheninhalt sich definieren 148t.

a x4 X2 X3 b

Wenn sich nun zeigen 148t, dal bei immer feiner werdender Unterteilung
von I, d.h., wenn die Linge der Teilintervalle nach 0 konvergiert, die linke
und die rechte Seite von (5.1.3) nach einem gemeinsamen Limes konvergieren,
dann bezeichnen wir diesen Limes als den Flicheninhalt von Q.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Limes ist, dafl zu € > 0
eine Partition P = {a = 29 < --- < @, = b} existieren muf, so daf

n—1

(5.1.4) > (M; = mi)| L] < e
1=0

lGenau genommen sind die Rechtecke nicht paarweise disjunkt, da sie gemeinsame Sei-
ten haben konnen, doch tragen die Seiten zum Flicheninhalt nichts bei. Wir hétten daher
auch eine wirklich disjunkte Zerlegung wéhlen kénnen, wenn wir statt der abgeschlossenen
Intervalle I; halboffene Intervalle [z;, z;11) betrachtet hétten.
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Diese Bedingung kénnen wir auch umformulieren zu

n—1
(5.1.5) > wiI)n| <e,
=0

wobei wy(1;) die Oszillation von f in I; ist, vgl. Definition 3.4.4 auf Seite 182.

Das Kriterium (5.1.5) 148t sich natiirlich auch fiir Banachraum-wertige
Funktionen definieren und wir werden sehen, dafl diese Bedingung, das sog.
Riemannsche Integrabilitatskriterium, hinreichend und notwendig ist, um das
Riemannsche Integral einer beschrankten Funktion iiber einem kompakten
Intervall zu definieren.

In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit E einen reellen Banachraum, es
sei denn, es ist ausdriicklich etwas anderes vermerkt.

5.1.2. Definition (Partition). (i) Eine Partition eines kompakten Inter-
valls T = [a,b] ist eine Zerlegung in endlich viele Teilintervalle. Ordnen wir
die Endpunkte der Teilintervalle in der Form a = zo < 21 < -+ < x, = b,
so wollen wir eine Partition P durch P = {zg, z1,...,2,} kennzeichnen mit
Teilintervallen I; = [z;, x;41]-

(ii) Die Feinheit einer Partition, in Zeichen, n(P), ist definiert durch

(5.1.6) n(P)= sup |zir1 —
0<i<n—1

(iii) Eine Partition P’ heifit feiner als P und P gréber als P’, falls jeder
Teilpunkt von P’ auch Teilpunkt von P ist. Wir schreiben hierfiir P < P’.

(iv) Seien Py, P, zwei Partitionen, so existiert eine gemeinsame Verfeine-
rung, in Zeichen, P; V P, ndmlich die Partition, deren Endpunkten aus der
Vereinigung der Endpunkte von P; und P, besteht.

5.1.3. Lemma. Seien P, und P, Partitionen von I, so gilt

Beweis. Klar.

5.1.4. Definition. Sei F ein Banachraum, f : I = [a,b] — E beschrinkt
und P = {xg,...,x,} eine Partition von I.

(i) Wir definieren dann

(5.1.8 of.0) = Y ws (LI
=0
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(ii) Seien &; € I; beliebige Zwischenpunkte und Z = {&; : 0 < i <n — 1},
so definieren wir als sog. Riemannsche Summe, in Zeichen, S(f, P,Z) oder
auch nur S(P, Z)

(5.19) S(.P.2)=5(P,2) = Y. S,
=0

5.1.5. Lemma. Sei f : I — E beschrinkt, P,P’ Partitionen von I,
P < P', und habe P' \ Teilpunkte mehr als P, so gilt

(5.1.10) o(f,P') <o(f,P)
und
(5.1.11) lo(f, P") — o (f, P)| < 2X|| flloon(P).

Beweis. ,,(5.1.10)¢ Seien I;, 0 < i < n — 1, die Teilintervalle von P
und [ j’ die von P’. Die Teilintervalle I; setzen sich dann aus Teilintervallen
I zusammen, so daf}

wa IH|I| = Z > wpI)|I)

i= OI’CI

st Y11

1
I:CI;

Zwa rae

(5.1.12)

IN

»(5.1.11)“  Es geniigt, den Beweis fiir A = 1 zu fithren; der allgemeine
Fall folgt dann per Induktion unter Benutzung der Dreiecksungleichung.

Verwenden wir die Bezeichnungen von eben, so existiert ein Teilintervall,
sagen wir Iy, das sich aus zwei Teilintervallen I, I}, zusammensetzt; die an-
deren Teilintervalle stimmen iiberein. Es gilt daher

o(f,P) = o(f, P') = ws(I)| L] —ws(I)| ] — wy(12) |15

(5.1.13)
< 2| flloo |1 < 2| flloon(P).
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5.1.6. Lemma. Sei f : I = [a,b] = E beschrinkt und P, P' zwei Parti-
tionen von I mit Zwischenpunkten Z bzw. Z'. Dann gilt

(5.1.14) 1S(P,Z) = S(P', Z")|| < o(f, P),
falls P < P'.
Fliir beliebige Partitionen P, P’ von I erhalten wir die Abschditzung

(5.1.15) IS(P,2) — S(P', Z")|| < o(f, P) +o(f, P')

Beweis. ,,(5.1.14)¢ Seien I;, 0 <1i < n—1, die Teilintervalle von P und
I ]’ die von P’. Betrachte ein Teilintervall I; und schreibe es als Vereinigung
von Teilintervallen J’»7 dann ist

(5.1.16) fEIL| = Z FE&I]
I'cI;
und
(5.1.17) G = > FEDITI < we (L)L)
rcr

Daraus folgt dann die Behauptung, da

(5.1.18) S(P,Z) = i > )]

T
=0 chll

und

n—1

(5.1.19) S(P,Z) =" > fEHI.
=0 I'Cl;

»(5.1.15)*  Folgt aus (5.1.14), indem wir eine gemeinsame Verfeinerung
P* = PV P’ von P, P’ betrachten mit beliebigen Zwischenpunkten Z* und
abschétzen

IS(P,2) = S(P', Z")| < |S(P, Z) — S(P*, Z7)||
(5.1.20)
+18(P*, 27) = S(P, Z')],

und dann (5.1.14) anwenden. O
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5.1.7. Lemma. Sei f : I = [a,b] = E beschrinkt, dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent

(5.1.21) 62’0 133 o(f,P)<e
und
(5.1.22) szo 530 g n(P)<d = o(f,P)<e

Beweis. ,,(5.1.21) = (5.1.22)“ Sei € > 0 und P eine Partition mit
o(f, P) < e. Nehme an, P habe A Teilpunkte und es gelte 0 # || f||co. Wihle
dann

(5.1.23) 5

€

ANl

Sei nun P* eine Partition von I mit n(P*) < § und P’ = PV P* eine
gemeinsame Verfeinerung, dann schlieflen wir aus Lemma 5.1.5

U(faP*) So’(ﬁp/)—i—‘o’(f,Pl)—o'(f,P*”

(5.1.24) S o(f, P) + 2| flleon(P")
<e+4+e=2e.
,(5.1.22) = (5.1.21)¢  Klar. 0

Wir konnen jetzt Riemann integrable Funktionen definieren.

5.1.8. Definition (Riemannsches Integrabilitdtskriterium). Sei f : I =
[a,b] — E beschriankt. Wir nennen f Riemann integrabel, wenn das sog.
Riemannsche Integrabilititskriterium erfiillt ist, d.h., wenn die Bedingung
(5.1.21) oder, dquivalent hierzu, (5.1.22) erfiillt ist.

5.1.9. Theorem (Das Riemannsche Integral). Sei f : I = [a,b] — E
Riemann integrabel und Py eine Folge von Partitionen von I, deren Fein-
heit n(Py) nach 0 konvergiert, mit zugehdrigen Zwischenpunkten Zy, dann
konvergiert S(Py, Zi). Wir setzen

b b
(5.1.25) / fE/ f(z)dz =1lim S(Py, Z)

und nennen den Limes das bestimmte Riemannsche Integral von f diber I.
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Ferner gibt es zu € > 0 ein § > 0, so daf fir alle Partitionen P mit
n(P) < 6 und fiir beliebige Zwischenpunkte Z folgt

(5.1.26) | [ -5z <

Beweis. (i) Sei Py ein Folge von Partitionen mit n(P;) — 0 und Z, eine
Folge von Zwischenpunkten. Wéhle, zu vorgegebenem € > 0, § > 0, so dafl

(5.1.27) o(f,P)<e Y P mit n(P) < 4.

Aus Lemma 5.1.6 schlieflen wir dann

1S(Pns Zn) = S(Prny Zin)|| < o(f, Pr) + o (f, Pn)
(5.1.28)
<e+e=2

fiir alle n,m mit n(P,) < § und n(P,,) < §; dies gilt aber f.f.a. n. Daher ist
S(P,, Zy) eine C.F. und konvergiert in E.

(ii) Die weitere Behauptung (5.1.26) folgt ebenfalls aus Lemma 5.1.6 an-
gewandt auf Py und eine beliebige Partition P mit n(P) < ¢ und Zwischen-
punkten Z

(5.1.29) 1S(Pr, Z) = S(P, Z)|| < o(f, Pi) + o (f, P).

5.2. Integrationsregeln

5.2.1. Proposition. Sei f : I = [a,b] = E Riemann integrabel, so ist f
auch tber jedem Teilintervall [a’,b'] C I integrierbar.

Beweis. Sei ¢ > 0 und P eine Partition von I mit o(f, P) < e. Wir
diirfen 0.B.d.A. annehmen, dafl ', Teilpunkte von P sind, sonst nehmen
wir sie noch dazu. Sei dann P’ die von P auf [a/, '] induzierte Partition, d.h.
P’ besteht aus jenen Teilpunkten von P, die in [a’, '] liegen, so folgt

(5.2.1) o(f,P)) < o(f,P) < ¢
und f erfiillt das Integrabilitdtskriterium auf [a’, V]. O

Als néchstes zeigen wir die Additivitdt des Integrals beziiglich seiner Gren-
zen.
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5.2.2. Proposition. Ist f dber [a,b] und [b,c] integrierbar, dann auch
iber [a, c] und

(5.2.2) /:f+/bcf=/:f~

Beweis. (i) Seien P, P’ Partitionen von [a, b] bzw. [b,¢] und P = PUP'?
die von beiden auf [a, ¢] induzierte, dann gilt

(5.2.3) o(f,P")=a(f,P)+o(f,P)
und wir sehen, da} f das Integrabilitétskriterium auf [a, ] erfiillt.

(ii) Mit den gleichen Bezeichnungen wie in (i) betrachte noch Zwischen-
punkte Z, Z' von P, P’ und setze Z"”" = Z U Z'. Dann gilt

(5.2.4) S(P", 2"y = S(P,Z) + S(P', Z),

woraus im Limes dann die Behauptung (5.2.2) folgt. |

5.2.3. Definition. Sei f iiber [a,b] integrierbar, so definieren wir

(5.2.5) /aaf =0

und

(5.2.6) /bafz—/abﬁ

Unter Beriicksichtigung dieser Definitionen schlieffen wir aus Proposi-
tion 5.2.2

5.2.4. Proposition. Sei f : I = [a,b] — E integrierbar, dann gilt fir
beliebige Punkte a; € I,1 < i <n,

Qn n—1 Q41
(5.2.7) / f:Z/ f.
@ i=1 "%
Beweis. Per Induktion; Ubungsaufgabe.

5.2.5. Proposition (Dreiecksungleichung). Sei f : [a,b] — E integrier-
bar, so ist auch || f]| : [a,b] = R integrierbar und es gilt

(528) | [ 7] = [usn

2Man kénnte auch das Symbol PV P’ beniitzen, wenn man aufler acht li8t, dal P
bzw. P’ Partitionen von verschiedenen Intervallen sind.
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Beweis. (i) ||f]| ist integrierbar.

Dies folgt aus der Beziehung

(5.2.9) 1£@) = If I < f (@) = FWll,
mit deren Hilfe wir schlielen
(5.2.10) o(lfIl. P) < o(f,P)

fiir beliebige Partitionen P von [a, b].

(ii) Die Abschiitzung (5.2.8) ist als Ubungsaufgabe zu beweisen. O

5.2.6. Proposition. Sei f: I = [a,b] — R", f = (f*), beschrinkt. Dann
ist f genau dann Riemann integrabel, wenn dies fiir die Komponentenfunk-
tionen zutrifft und es gilt

(5.2.11) /(ff:(/abfi) I

Beweis. (i) Aus der Abschitzung

(5.2.12) |fi(x) — fiy)] < |f(z) - fy)] < Z\f’(x) — fiy)|
folgt )
(5.2.13) o(f',P) <o(f,P) < Zo(f”}P),

und damit die Aussage iiber die Integrabilitit.

(ii) Zum Beweis von (5.2.11) betrachten wir eine Riemannsche Summe
S(f, P, Z), die sich aus den Riemannschen Summen der einzelnen f? zusam-
mensetzt, und beachten, dafl der Limes einer Folge in R™ gleich dem Vektor
ist, der sich aus den Limites der Komponentenfolgen ergibt. (|

5.2.7. Proposition. Die Riemann integrierbaren Funktionen f : I =
[a,b] — E bilden einen Vektorraum iber K, falls E ein Vektorraum dber K

ist. Wir bezeichnen ihn mit R(I,E); wenn E = R, so schreiben wir meist
R(I). Es gilt dann

(5.2.14) /ab<f+g>—/abf+/abg v f,9€ R, E),

b b
(5.2.15) /)\f:)\/ f VfeR(,E),YAeK,
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d.h. das Integral ist ein linearer Operator von R(I,E) nach E.
Beweis. (i) f+g€ R(I,E) VYf,g€ R(I,E).

Wir beachten, daf fiir beliebige Mengen A C I

(5.2.16) wrig(A) < wp(A) +wy(4)
und daher
(5.2.17) o(f+g,P)<o(f,P)+o(g,P),

d.h. die Summe zweier Riemann integrabler Funktionen ist wieder Riemann
integrabel.

(ii) Entsprechend weist man nach, da mit f auch Af, A € K, Riemann
integrabel ist.

(iii) Der Beweis von (5.2.14) und (5.2.15) ist Ubungsaufgabe. O

5.2.8. Proposition. Seien E, E' Banachriume, I = [a,b], f € R(I,E)
und ¢ : E — E' Lipschitz-stetig auf R(f), dann ist po f € R(I, E').

Beweis. Sei L die Lipschitzkonstante von ¢ in R(f), d.h.

(5.2.18) le(v) =)l < Lllv—ull  Vu,ve R(f),

so folgt fiir eine beliebige Teilmenge A C [

(5.2.19) Wpof(A) < Lwys(A),

so daf}

(5.2.20) o(po f,P)< Lo(f,P);

womit alles bewiesen ist. (]

5.2.9. Corollar. Sei I = [a,b], f € R(I,K) und 1 < p < o0, so gilt
|fIP € R(I,R).

Beweis. Ubungsaufgabe.
5.2.10. Proposition. Sei I = [a,b] und f,g € R(I,K), so gilt
(5.2.21) fg € R(I,K),

(5.2.22) S € R(I,K), falls iIIlf\g| > 0.

g
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Beweis. ,,(5.2.21)¢ Wir schétzen wieder die Oszillation von fg durch
die von f und g ab:

(5.2.23)  f(2)g(x) — fWg(y) = (f(@) = fW)g(y) + (9(x) — 9(v)) f(2)

und somit

(5.2.24) w19(A) < llgllootwr (A) + | flloctwy(4) ¥ACT.
Hieraus folgt die Behauptung.
,(5.2.22)¢  Analoger Beweis; Ubungsaufgabe. a

5.2.11. Proposition. Sei I = [a,b] und stimmen f,g € R(I,E) auf
einer dichten Teilmenge D iiberein, so gilt

(5.2.25) /abf = /abg

Beweis. Die Integrale in (5.2.25) werden durch Riemannsche Summen
S(f, P, Z) bzw. S(g, P, Z) approximiert, wobei es uns frei steht, die Zwischen-
punkte Z C D zu wihlen. In diesem Fall stimmen die Riemannschen Summen
iiberein und damit auch die Integrale. O

Integration von Folgen und Reihen

5.2.12. Theorem. Sei I = [a,b] und konvergiere f, € R(I,E) gleichm-
Big nach f, dann ist f € R(I, E) und

(5.2.26) hm/ fn—/ I

Beweis. (i) f, = f ist gleichbedeutend mit || f — f,||cc — 0. Daher ist f
beschrankt, und die Oszillation von f 148t sich wegen

f(@) = fy) = ful@) = fuly) + f(2) = fulz)

(5.2.27)
+ fuly) — f(y)

abschétzen durch

(5.2.28) wi(A) <ws, (A) +2[|f = fullo VACI.
Dabher ist
(5.2.29) o(f,P)<o(fn,P)+2(0b—a)llf — fullo

fiir eine beliebige Partition P von I und f somit integrierbar.
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(ii) Zum Beweis von (5.2.26) verwenden wir Proposition 5.2.7 und die
Dreiecksungleichung

(5.2.30) |/ Ty / iy

Damit ist alles bewiesen. O

b
g/ 17— fall < = ) If = Fulloo:

5.2.13. Theorem (Integration von Reihen). Sei I = [a,b], f, € R(I, E)
und konvergiere die Reihe ((fn)) gleichmdfig in I nach f,

(5.2.31) F@) =" falx),
n=0

dann ist f € R(I, E) und
b 0 b
(5.2.32) f= In-
=%

Beweis. Sei s, die n-te Partialsumme der Reihe, dann gilt s,, € R(I, E),
Proposition 5.2.7, und s, =% f; wende dann Theorem 5.2.12 an. |
5.2.14. Aufgaben.

1 Man beweise Proposition 5.2.4.

Man beweise die Dreiecksungleichung (5.2.8).

Man zeige Teil (iii) des Beweises von Proposition 5.2.7.
Man beweise Corollar 5.2.9.

Man verifiziere (5.2.22).

S s W N

Sei I = [a,b] und f € R(I,E). Wenn man f an endlich vielen Stellen
beliebig abéndert, so ist die neue Funktion f ebenfalls Riemann integrabel

und es gilt
b b
[r=L7

7 Sei I = [a,b], P eine Partition von I mit Teilintervallen I, f : I — FE
beschrankt und nehme an, die Einschrinkung von f auf jedes Teilintervall
I; sei Riemann integrabel, dann ist f € R(I, E).
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5.3. Monotone und stetige Funktionen sind integrierbar

Wir zeigen zun#chst, dal die stetigen Funktionen Riemann integrabel
sind. Das Haupthilfsmittel ist dabei die gleichméfBige Stetigkeit auf einem
kompakten Intervall.

5.3.1. Proposition. Sei I = [a,b], dann gilt C°(I,E) C R(I, E).

Beweis. Sei f € C°(I,E), dann ist f auf I gleichmiBig stetig, da I
kompakt ist, vgl. Proposition 2.3.14 auf Seite 125, d.h. zu € > 0 existiert
6 >0, so daB

(5.3.1) wr(Ad)<e VAe{AcCI:diamA<d}.
Das Riemannsche Integrabilitdtskriterium (5.1.22) ist daher erfiillt, denn
fiir jede Partition P mit n(P) < J gilt
(5.3.2) o(f, P) <e(b—a)
O

5.3.2. Proposition. Sei f : I = [a,b] = R monoton, so ist f Riemann
integrierbar.

Beweis. Wir wollen 0.B.d.A. annehmen, dafl f monoton wéchst. Dann
folgt insbesondere fiir jedes Intervall J = [, 8] C I

(5.3.3) wr(J) = f(B) = f(@).

Zu n € N* betrachte jetzt dquidistante Partitionen P, von I mit
b—a

(534) Tit+1 — Ty = V0 SZ S’I’L—l.

Dann erhalten wir aus (5.3.3)

n—1

boay (f(@iz1) — f(x))
=0

O—(fv Pn) = n
(5.3.5) i

= ——(f(b) - f(a)),

n

so dafl das Integrabilitdtskriterium erfiillt ist. |
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5.3.3. Definition. (i) Eine Funktion f : I = [a,b] — E heifit Treppen-

funktion, falls eine Partition P = {xq,...,2,} von I existiert, so da} f auf
den Teilintervallen I; = [z;,2;41) konstant ist. Wir konnen dann f in der
Form darstellen®

n—1
(5.3.6) =Y an.,

i=0

wobel x,  die charakteristische Funktion von I; ist, vgl. Fuinote 11 auf Sei-
te 154.

(ii) Eine Funktion f : I = [a,b] — E heifit stickweise stetig, bzw. stiick-
weise von der Klasse C™, m > 0, falls eine Partition P von I existiert, so
dafl f, bzw. alle Ableitungen von f bis zur Ordnung m, auf den (offenen)

o —
Teilintervallen I; stetig sind und sich auf jedes I; stetig fortsetzen lassen.

5.3.4. Proposition. Treppenfunktionen und stiickweise stetige Funktio-
nen sind Riemann integrabel.

Beweis. Folgt aus Aufgabe 6 und Aufgabe 7 auf Seite 266 von Aufga-
ben 5.2.14, sowie Proposition 5.3.1 und Proposition 5.3.2. (]

5.3.5. Aufgaben.
1 Sei I = [a,b], E ein Banachraum und f € C°(I, E). Fiir p € [1,00) definiere

die sog. LP-Norm
1
b P
|f||p=< / ||f||p> .
a

In der néchsten Aufgabe wird zu beweisen sein, dafl hierdurch tatséchlich
eine Norm definiert wird.

Diese Definition ist natiirlich fiir alle Riemann integrablen Funktionen
moglich, doch ist ||-||, auf R(I, E) keine Norm, da die positive Definitheit
verletzt ist.

Seien p,p’ € [1,00) konjugierte Exponenten, d.h. %Jr i = 1, und
E =K, dann beweise man die sog. Héldersche Ungleichung

b
[ ta <150 lgl
Hinweis: Vergleiche Aufgabe 1 von Aufgaben 1.4.16 auf Seite 79.

3Die Darstellung ist nicht eindeutig.
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2 Sei E ein Banachraum, so ist die LP-Norm ist eine Norm auf C°(I, E).
3 Sei f € C%I,E), so gilt
Jim | = 171 = supl 1.

5.4. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir beweisen zunéchst einen Mittelwertsatz (MWS) fiir das Riemannsche
Integral reeller Funktionen.

5.4.1. Proposition (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und f,g € R(I);
gelte 0 < g und m < f < M, so folgt

(5.4.1) m/abgé/abfgSM/abg-

Beweis. Nach Proposition 5.2.10 wissen wir, da§ fg € R([). Betrachte
dann eine Riemannsche Summe S(fg, P, Z), so erhalten wir

(5.4.2) mS(g,P,Z) < S(fg,P,Z) < MS(g, P, Z),
woraus die Behauptung folgt. O

5.4.2. Corollar (Monotonie des Integrals). Sei I = [a,b] und f,g € R(I),
so gilt

b b
(5.4.3) f[<g = /fé/g-
Beweis. Ubungsaufgabe.

Manchmal bezeichnet man auch das nachfolgende Corollar als MWS fiir
das Riemannsche Integral.

5.4.3. Corollar (MWS). Sei I = [a,b] und f € C°(I), so existiert £ € T
mat

b
(5.4.4) | r=1©e-a.

Beweis. Wihle in Proposition 5.4.1 ¢ = 1 und wende dann den ZWS
an. (|

Fiir vektorwertige Funktionen nimmt der MWS wieder die Form einer
Ungleichung an
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5.4.4. Proposition (MWS; vektorwertige Version). Sei I = [a,b] und
f€R(IE), sogilt

b
(5.45) | [ 1] <swls@ie-o.
a rEe
Beweis. Folgt unmittelbar aus der Dreiecksungleichung
b b
(5.46) | [ o)< [
und Corollar 5.4.2. O

5.4.5. Sei I = [a,b] und f € R(I,FE), so konnen wir eine Abbildung
F : I — FE definieren durch

(5.4.7) Flz) = /gE f. wel

5.4.6. Proposition. Die in (5.4.7) definierte Abbildung ist Lipschitz-
stetig.

Beweis. Seien z,y € I und gelte 0.B.d.A. x < y, so folgt aus Proposi-
tion 5.2.4 und dem MWS

irw) - r@l=| [ [ o]=] [ 1

(5.4.8) .
s/answmww—xL

Ist f nicht nur Riemann integrabel, sondern stetig in I, so gilt
5.4.7. Theorem (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Se:

I = [a,b] und f € C°(I,E), so ist die Funktion F in (5.4.7) in (a,b) diffe-
renzierbar und

(5.4.9) F'(z) = f(x) V€ (a,b).
Beweis. Seien z,x € (a,b), so gilt

|F(z) — F(xo) — f(zo)(x — o = ‘

[ (= st
< sup [[f(§) = f(zo)ll|z — xol.

£€(xo,x]

(5.4.10)
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Dividieren wir nun durch |z—x¢|, © # ¢, und lassen anschlieflend z — xq,
so folgt die Behauptung. O

5.4.8. Bemerkung. Fiir stetige Funktionen f ist daher F' eine Stamm-
funktion, vgl. Definition 4.4.14 auf Seite 250.

Da sich zwei Stammfunktion von f in einem Intervall nur durch eine
additive Konstante unterscheiden, Bemerkung 4.4.15 auf Seite 250, kénnen
wir, wenn F’ eine beliebige Stammfunktion von f ist, das bestimmte Integral
fgiz f ausdriicken durch

(5.4.11) /mf:F(xz)—F(wl)EF\m

zy’
oder allgemeiner,

(5.4.12) F(m):F(xo)—&—/xf Va,xg € 1.

5.4.9. Definition. Sei I = [a,b] und f € C°(I, E), so bezeichnen wir als
unbestimmtes Integral von f, in Zeichen, [ f, die Menge aller Stammfunktio-
nen von f.

[ f ist vollstéindig bestimmt, wenn eine Stammfunktion bekannt ist, da
die anderen sich nur durch eine additive Konstante unterscheiden.

5.4.10. Aufgaben.
1 Man beweise Corollar 5.4.2.

2 Man bestimme Stammfunktionen von
(i) cosz

(it) —

cos? x
1
2

sin” x
(iv) 1+ tan?z
1
V1-—a2
1
14 a2
sin x

COS T
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5.5. Integralsitze und Transformationsregeln

5.5.1. Theorem (Partielle Integration). Sei I = [a,b] und seien f, g €
CY(I,K), so gilt

(551) / f/g = fg}jo — / fg/ Va,xg € 1.

Beweis. Fiir festes zy € I stellen beide Seiten von (5.5.1) differenzierbare
Funktionen @ und ¥ dar. Es ist $(z¢) = ¥(x0) = 0 und

(5.5.2) P'=fg=(f9) —fg =¥
nach der Produktregel, vgl. Proposition 3.1.11 auf Seite 164, und daher ist
d=V. |

5.5.2. Beispiele.

b
(i) /tcostzcost|b+tsint|b
a a a
.s b ¢ 1 t . b
(ii) / e’ cost = ¢ (cost—i—smt)}a
a

“

Beweis. ()¢ Partielle Integration liefert

b b
/tcost:—/ sint+tsint|z
(5.5.3) a a
:cost|z—|—tsint|z.

»(i1)*  Wir integrieren wieder partiell
b ) b
/ el cost = e! cost|a + / elsint
a a
b

b . b
=e! cost’a + €t smt‘a — / et cost
a

und erhalten hieraus die Behauptung. O

(5.5.4)

5.5.3. Seien I, J Intervalle, o € C'(J) mit ¢(J) C I; sei f € C°(I,E)
und F' eine Stammfunktion von f. Dann besagt die Kettenregel, Theo-
rem 3.1.13 auf Seite 165,

(5.5.5) (Fop) =Fopy =fopy.
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Schreiben wir = ¢(t) und integrieren wir die Gleichung beziiglich ¢, so
folgt

/fosw’dt: Fop=F()|,_,q

= / R —

Auf bestimmte Integrale angewandt, erhalten wir

(5.5.6)

5.5.4. Theorem (Transformationsregel). Sei I = [a,b],J = [, f], ¢ €
CH(J) mit o(J) =1 und a = p(a),b=¢(B). Sei f € C°(I,E), so gilt

(5.5.7) /abfdx:/jfow'dt.

Beweis. Sei x die Variable in I und ¢ die Variable in J. Integriere dann
die Gleichung (5.5.5) iiber J und schliele

B
/ fogo(p/dtZFogo‘i:F’Z
«

=/abfdx,

vgl. (5.4.11). O

(5.5.8)

5.5.5. Als Gedéchtnistiitze kann man sich der Leibnizschen Regel bedie-
nen: Zur Umformung des Integrals

b
(5.5.9) / f(z)dx

setze © = ¢(t), dann ist

dr = ¢'dt,
(5.5.10) a=yp(a),
b= ¢(B)

und man transformiert das Integral in (5.5.9), indem man x durch ¢(t) er-
setzt, dz durch ¢’dt und die Grenzen a, b durch «a, 8, d.h.

b B
(5.5.11) / f() de = / Flo(t))g dt
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5.5.6. Bemerkung. Meist wird die Transformationsregel in folgender
Weise angewandt: Sei J = [, 8], ¢ € C1(J) mit ' # 0 in J, so dal ¢ ein
differenzierbarer Homoomorphismus auf I = ¢(J) ist mit stetig differenzier-
barer Inverser,? vgl. Theorem 3.2.13 auf Seite 173. Die Eckpunkte von I sind
dann a = p(«) und b = ¢(B). Wenn wir annehmen, dafl ¢’ > 0, dann kénnen
wir das Integral

B
(5.5.12) / Flo)dt

umformen, indem wir o = ¢(t), oder dquivalent, t = o~ !(x) setzen mit

dt = (wfl)ldx = de,
(5.5.13) a= (p—l(a>7

B=¢ ' (b),
so daf3

1
—1
/a ))dt = / fle )ww 1(I)dx

(5.5.14)

b 1
_ / £y

Die erste Gleichung in (5.5.13) erhélt man auch aus dx = ¢'dt, gleichbe-
deutend mit dt = %dm.

Die Formel (5.5.14) gilt auch, wenn ¢’ < 0, wie als Ubungsaufgabe be-
wiesen werden soll.

5.5.7. Beispiele. (i) Sei J = [a,], 0 < a < 8, und f € C°(R). Das
Integral [ o[j f(t?) dt 158t sich dann umformen zu

B B?
(5.5.15) / f(tQ)dt:%/2 f(z) !

Beweis. Setze x = t2, dann ist dx = 2tdt oder dt = %dx, woraus nach
(5.5.13) und (5.5.14) die Behauptung folgt. O

4Einen solchen Homéomorphismus nennt man auch Diffeomorphismus, genauer C1-
Diffeomorphismus.
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(ii) Das Integral
B
(5.5.16) / coslogtdt, 0<a<p,

transformieren wir mittels x = logt, so dafl dx = %dt oder dt = tdx = e”dx,
zZu

B log 8
(5.5.17) / coslogtdt:/ cosze’ dx
«

log

und benutzen dann Beispiel (ii) von Beispiele 5.5.2.

5.5.8. Aufgaben.
1 Man beweise (5.5.14) fiir den Fall ¢’ < 0.

2 Man zeige
(i) Sei f € CY(I,K), so gilt

A—00

b
lim / f(z)sin Az = 0.
(ii) Diese Beziehung gilt auch fiir Funktionen, die stiickweise von der
Klasse C! sind.

3 Man berechne die folgenden unbestimmten Integrale

(i)/\/m (i) /cos (2z +1) (iii)/\/%

(iv) / 2?sinz (V) / ze ™ (vi) / tan? 5

5.6. Integration rationaler Funktionen

Sei I = [a,b] und h = £ eine rationale Funktion. Wenn in I keine Nullstelle
von g liegt, so ist h in I stetig und folglich integrierbar. Wir werden zeigen,
dafl das unbestimmte Integral von h sich als elementare Funktion darstellen
148t, d.h. man kann es mittels der Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus,
der Identitét und den Umkehrfunktionen dieser Funktionen unter Anwendung
der algebraischen Verkniipfungen ausdriicken.

Nach Corollar 3.7.17 auf Seite 214 diirfen wir uns darauf beschrianken,
echt rationale Funktionen zu betrachten, d.h. solche mit Grad f < Grad g.
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Sei also h = £ eine echt rationale Funktion, wobei die Integrationsvariable
eine reelle Variable x ist, doch h durchaus komplexwertig sein kann. Natiirlich
ist h auch fiir komplexe Argumente z definiert.

Wie in Proposition 3.7.19 bewiesen wurde, existiert eine eindeutige Par-
tialbruchzerlegung von h

m m;

(5.6.1) = Z e f”cl

=1 j=1

wobei (; die Nullstellen des Nenners mit Vielfachheiten m; sind.

5.6.1. Lemma. Sei f(z) =(x—¢()™™, m>1, 2z € R und ( € C, so ist
im Falle m =1 die Funktion

{10g|x—§|, falls ( € R, z # (,
(5.6.2) F(z) =
log(xz — ¢), falls Im( # 0,

eine Stammfunktion und im Falle m > 1 die Funktion

1

(5.6.3) Fa) = ———(r - O)~mY g £

Beweis. Ubungsaufgabe.

Wir kénnen daher im Prinzip die Stammfunktion einer echt rationalen
Funktion explizit angegeben, wobei zunéichst die gefundene Stammfunktion
zumindest formal komplexwertig ist, auch wenn die rationale Funktion selber
reellwertig sein sollte fiir reelle Argumente.

Betrachten wir daher diesen Fall etwas genauer.
5.6.2. Lemma. Sei f € P(C) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und

¢ € C eine Nullstelle mit Vielfachheit m. Dann ist auch  eine Nullstelle mit
gleicher Vielfachheit.

Beweis. (i) Da f reelle Koeffizienten besitzt, gilt
(5.6.4) f(z)=f(z) Vz e C;
daher ist mit ¢ auch ¢ eine Nullstelle.

(ii) Nach Corollar 3.7.13 auf Seite 213 148t sich f als Produkt von Linear-
faktoren schreiben

n

(5.6.5) fe) =a]]z-¢)m™,

i=1
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wobei (; die Nullstellen von f sind mit Vienlfachheiten m;. Die Darstellung
ist eindeutig, wie man sich leicht iiberlegt (Ubungsaufgabe).

Wenn f reelle Koeffizienten hat, so ist auch der Koeffizient a in (5.6.5)
reell, vgl. Proposition 3.7.9 auf Seite 210, und wir schliefen aus (5.6.4)

(5.6.6) f@=a]Jz-0)m Vzec,
und damit auch
(5.6.7) fz)=a H(z — )™ VzeC,

da die Konjugation eine Bijektion in C ist.

Aus der Eindeutigkeit der Faktorisierung folgt, dafl die Vielfachheiten der
Nullstellen ¢, ¢ iibereinstimmen miissen. ]

Sei nun h = g eine echt rationale Funktion und nehme an, daf f, g Poly-

nome mit reellen Koeflizienten sind. Die Partialbruchzerlegung (5.6.1) kénnen
wir dann folgendermaflen schreiben

(5.6.8) Zn: Z G ijg + i Z ( SR iﬁé—ﬁ) '

i=1 j=1 i=1 j=1

Hierbei sind &; die reellen und (;, ¢; die komplexen Nullstellen.

5.6.3. Lemma. In der Zerlegung (5.6.8) sind die Koeffizienten a;; reell
und es gilt b; = c;5.

Beweis. Es ist h(z) = h(z), d.h.

(5.6.9) Zn:i a” i ZZ ( z— gZ E iij@)f)

21]1 =1 j=1

fiir beliebige z € C. Daher gilt diese Darstellung auch fiir beliebige z € C
anstelle von Z, und wegen der Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung liefert
ein Vergleich mit (5.6.8) die Behauptung. O

Die Aufgabe, eine reelle Stammfunktion von h zu finden, reduziert sich
daher darauf, eine reelle Stammfunktion von Ausdriicken der Form

(5.6.10) fla) =

anzugeben.
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5.6.4. Lemma. Seim > 2, dann ist eine reelle Stammfunktion von f in
(5.6.10) gegeben durch
2 Re (b(z — )™ 1)

(5.6.11) F@) == G —2Reca+ ()T

Beweis. Nach Lemma 5.6.1 ist eine Stammfunktion darstellbar in der
Form

1 b b
r@ = (g + o)
(5.6.12) _ _
R € S L L C A S L
T @ e O+ IR
Damit ist alles bewiesen. O

Betrachten wir nun den Fall m = 1. Die Funktion f in (5.6.10) la8t sich
dann darstellen als
b(x = ¢) +b(z = ¢) az +

(5.6.13) I = (T O TP - P rprta

mit reellen Koeffizienten o, 8 und p, ¢. Die Nullstellen von =2 + px + ¢ sind
dabei komplex, d.h., es muf} fiir die Diskrimante D

2
(5.6.14) D:%—q<0

gelten, da die Nullstellen sich gemé&f

p p?
5.6.15 = —=d4/— -
( ) ¢=-3 T4
berechnen.
1
Wir bestimmen zunichst eine Stammfunktion von ————— unter der

2+ pr+q
Annahme (5.6.14).

5.6.5. Lemma. Wenn die Bedingung (5.6.14) zutrifft, so ist

1 1 r+ 5
(5.6.16) / = arctan 2 + const.

x? +pr+qde  \/|D| VD]

Beweis. Setze g(r) = 2% + px + ¢, so gilt

(5.6.17) g(@) =@+ 2 -D = |D|<1+ <f/j|%g|>2>
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und
(5.6.18) /; - ;)/H(l+)2
VD]

Mittels der Variablentransformation x = +/|D|t, dx = +/|D|dt, ergibt
sich

/ dr 1 / dt
9(z)  VIDIS g (t+ L)2
2y/1D]
(5.6.19)
1 p
= arctan (t + )
VID| 2DV, _
VDI
vgl. Proposition 3.6.25 auf Seite 202. ]
5.6.6. Lemma. Unter der Annahme (5.6.14) gilt
T 1
I — 2
5.6.20
( ) S arctan Tt g + const
2y/1D| VIDI

Beweis. Wir bezeichnen wie eben den quadratischen Term mit g und
formen um
r 12x+p p

g 2 g 29

(5.6.21) RV
=5y 2
Daher ist
/x B 1/9’ p/l
(5.6.22) 9 29 2J4
_ Ligg 2 / 1
2 2/ g
woraus die Behauptung folgt. Beachte, dal g > 0, wegen (5.6.14). O

5.6.7. Aufgaben.
1 Man beweise Lemma 5.6.1.

2 Zeige die Eindeutigkeit der Zerlegung in (5.6.5).
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5.7. Lebesguesches Integrabilitdtskriterium

Das Lebesguesche Integrabilitéitskriterium besagt, dafl eine beschrinkte
Funktion genau dann Riemann integrabel ist, wenn sie fast tiberall stetig ist.
Fast iiberall heifit dabei bis eine Nullmenge.

5.7.1. Definition (Nullmenge). (i) Eine Menge M C R heifit (Lebesgue-
sche) Nullmenge, wenn es zu jedem e > 0 eine h.a. Uberdeckung (I;);c4 von
M durch offene Intervalle I; gibt, so dafl

(5.7.1) | <.
i€cA
Die I; miissen nicht paarweise disjunkt sein.

(ii) Wir sagen eine Aussage p = p(z) gilt fast dberall (f.ii.) in M C R,
falls die Menge { z € M : p(z) = falsch } eine Nullmenge ist.

5.7.2. Bemerkung. (i) Jede h.a. Teilmenge von R ist Nullmenge.
(ii) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist Nullmenge.

(iii) Die Vereinigung von h.a. vielen Nullmengen ist wieder eine Nullmen-
ge.

(iv) Eine kompakte Menge K C R ist genau dann Nullmenge, wenn es
zu jedem € > 0 eine endliche Uberdeckumg (I;)1<i<n mit offenen Intervallen
gibt, so dafl

n

(5.7.2) Sl < e

i=1
(v) In der Definition 5.7.1 héitten wir anstelle von offenen Intervallen auch
beliebige Intervalle wihlen kénnen.

Beweis. Ubungsaufgabe.

5.7.3. Bemerkung. Seien F,E’ metrische Riume und f : £ — E’.
Nach Bemerkung 3.4.5 auf Seite 182 ist f genau dann stetig in z € F, falls
wys(x) = 0. Definieren wir X'(f) als die Menge der Unstetigkeitspunkte von f
und fiir € > 0

(5.7.3) Y(f) ={z: ws(x) > €},
so gilt
(5.7.4) 2H=U zL.

m=1
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5.7.4. Bemerkung. Sei f : E — E’ und € > 0, dann ist X.(f) abge-
schlossen.

Beweis. Ubungsaufgabe.

5.7.5. Theorem. Fine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — E ist genau
dann Riemann integrabel, wenn sie f.i. stetig ist.

Beweis. ,—“ Sei f € R(I,F). Wir werden zeigen, daf} jede Menge
Y1 (f), m € N*, eine Nullmenge ist und damit auch X(f) =J,, X1 (f).

Sei e > 0 und m € N* fest. Dann existiert eine Partition P = {zo,..., s}
von I, so daf}
€
.. P —
(57.5) o P) < 5

Sei A C {0,1,...,n — 1} die Menge der Indizes %, so dafl

(5.7.6) Dy ()N L A0,

Dann gilt

(5.7.7) Ta(f)c Y nul et
€A =0

o

Seinuni € Aund £ € X1 (f)N I;, dann existiert eine Kugel Bs(§) C I,
so dafl '

(5.7.8) < () < wr(Ba©))
da = < w(€), woraus folgt
(5.7.9) L < up(Ba(e)) < wy(T)
und somit
1

(5.7.10) I < Y wrIE < o(fP) < 5

€A €A
d.h.

€

(5.7.11) > Il < 3

€A
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Waéhle dann noch offene Intervalle J;, i =0,...,n, so dafl x; € J; und
- €
5.7.12 Jil < 35
(57.12) > b <5
so schlieflen wir
(5.7.13) Ti(fHclnu U Ji
€A =0
und

n
(5.7.14) SILI+ Y il <.
=0

€A

s Sei X(f) eine Nullmenge. Sei ¢ > 0 beliebig und (J)rca eine
h.a. Uberdeckung von X(f) durch offene Intervalle .J; mit

(5.7.15) D Ikl <

keA
Zu jedem & € I\Y(f) existiert eine offene Kugel B(§) = Bs(£), so dafl
(5.7.16) wr(BE)NI) <e

Die (Ji)kea und (B(§))¢er sy Pilden eine offene Uberdeckung von I,
daher existiert eine endliche Teiliiberdeckung

(5.7.17) rc | v U B(&;).

keA’

Wiéhle nun als Partition P = {zg,...,z,} von I die Partition, deren
Teilpunkte aus den Endpunkten der obigen Intervalle besteht—sofern diese
in I liegen—und den Punkten a, b.

Jedes Teilintervall I;, 0 < i < n—1, liegt dann in einem Jj, k € A’, oder in
einem B(§;) N I. Sei Ay, Ay eine entsprechende Zerlegung von {0, ...,n— 1},
so erhalten wir

n—1

wa )IL]
(5.7.18) _ wa L] + wa )\Ii|

1€EAL i€Ag

< 2| flloc e+ elI] = ([ flloo + (b — a))e.
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5.7.6. Corollar. Sei f € R(I,E), dann gilt
(5.7.19) Ifli=0 <= f=0 fib

Beweis. ,—“ Sei ||f]l1 =0 und 4 = I\X(f).
Behauptung:  f|, =0

Sei £ € A und f(§) # 0, dann existiert eine (relativ) offene Kugel B;(€),
so daf

(5.7.20) Hf( )H < Hf( )|| Ve Bg({),
woraus wir schlieSen
b
Hf(m
5.7.21 > > 6> 0;
(5.7.21) JALEYA K
Widerspruch.

w=% Sei f=0fi. und A={zel: f(x)+#0}, dann liegt I\A dicht

in I, denn sonst existiert £ € T und § > 0, so dafl Bs(¢) C A.

Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dafl A eine Nullmenge ist,

denn wihle zu 0 < € < % eine h.a. Uberdeckung (I;) von A durch offene

Intervalle mit ) _.|/;| < €, dann {iberdecken endlich viele I; B% (&) und wir
erhalten

(5.7.22) Bs ( \<§:u|<e<

2

Widerspruch.

f verschwindet daher auf einer dichten Teilmenge, woraus nach Proposi-
tion 5.2.11 auf Seite 265 die Behauptung || f||; = 0 folgt. O

5.7.7. Aufgaben.
1 Man beweise Bemerkung 5.7.2.

2 Man verifiziere Lemma 5.7.4.

5Vergleiche Aufgabe 1 von Aufgaben 5.3.5 auf Seite 268.
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5.8. Uneigentliche Integrale

In diesem Abschnitt ist der Zielbereich aller vorkommenden Funktionen in
der Regel ein Banachraum E. Wir fragen nach der Existenz von Integralen, in
denen der Integrationsbereich unbeschriankt ist oder der Integrand an einem
oder beiden Endpunkten des Integrationsintervalls eine Singularitit besitzt.

5.8.1. Definition. (i) Sei F ein Banachraum und () # I C R ein belie-
biges Intervall. Wir sagen eine Funktion f : I — E sei lokal integrierbar, in
Zeichen, f € Rjo.(I, E), falls f € R(J, E) fiir alle J € 1.°

(ii) Sei I = [a,b) und gelte f € Rjoc(I, E). Wir sagen, das uneigentliche
Integral f: f existiere oder konvergiere, falls

b—¢

(5.8.1) %1&)1 f

existiert. Wir setzen dann fab f gleich diesem Limes.

(iii) Entsprechend definieren wir

b
(5.82) / r=tm [ f,
falls I = (a,b] und f € Rjoc(I, E).

(iv) Sei I = (a,b) und f € Rjpe(1, E) so definieren wir

b
(5.8.3) / f=tim | “!f{} / f.
wobel a < ¢ < b.

Die Definition ist von der Wahl von ¢ unabhéngig, wie man sich leicht
iiberlegt.

5.8.2. Beispiel. Es gilt
(5.8.4) Y1 '
5.8.4 — =lim = lim 2
/O NN /5 NZEE i) f
Im Falle eines unbeschrinkten Integrationsbereiches definieren wir

6Wenn I ein kompaktes Intervall ist, dann ist Rioc(I, E) = R(I, E), da in diesem Fall
Iel.
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5.8.3. Definition. (i) Sei I = [a,00) und f € Rj,.(I, E). Wir sagen, das

uneigentliche Integral faoo f existiere oder konvergiere, falls

x

(5.8.5) lim [ f
T—00 a

existiert. Wir setzen dann faoo f gleich diesem Limes.

(ii) Entsprechend definieren wir

(5.8.6) /a f= lim af,

Tr—r—00

falls f € Ripe((—00,a], E).
(iii) Sei f € Rioe(R, E), so setzen wir

(5.8.7) / /= hm f+ lim f

T—>00

Der Limes, falls er existiert, ist wieder unabhéngig von a definiert.

5.8.4. Beispiele.

(5.8.8) / e = lim et = lim —et| =1
0

z—o0 Jq T—00 0

00 0 oo
(5.8.9) / eIt :/ eIt +/ e t=2
—00 —00 0

5.8.5. Bemerkung. (i) Ist f € R([a,b], E), so stimmt das uneigentliche
Integral von f nach Definition 5.8.1, (ii) mit dem gewshnlichen Integral iiber-

ein, da das Integral beziiglich seiner Grenzen stetig ist.

(ii) Aus den Definitionen liest man unschwer ab, dafl das uneigentliche
Integral linear in f ist, additiv beziiglich seiner Grenzen und fiir reellwertige

Integranden auch monoton.

5.8.6. Lemma. Ist f reellwertig und nicht-negativ, so sind die Defini-

tionen 5.8.1, (iv) bzw. 5.8.3, (iil) dquivalent zu

b—5
(5.8.10) / f= %111& f
bzw.
(5.8.11) f = lim f

T—00
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Beweis. Ubungsaufgabe.

5.8.7. Definition. Das uneigentliche Integral ff f im Sinne von Defini-
tion 5.8.1 oder Definition 5.8.3 heiit absolut konvergent, falls fab||fH konver-
giert.

f heiit absolut integrierbar (iiber R), falls ffooo f existiert.

Da das uneigentliche Integral als Limes definiert ist, existiert es genau
dann, wenn das Cauchykriterium erfiillt ist. Wir formulieren dieses und an-
dere Kriterien nur explizit fiir den Fall faoo f-

5.8.8. Proposition (Cauchykriterium). Das uneigentliche Integral f:o f
konvergiert genau dann, wenn

z Yy y
5.8.12 =R H - H - H H .
( ) e>0 R>a z,y>R /a f /a f x f <€

Beweis. Man vergegenwirtige sich, was lim,_ f; f bedeutet, vgl. Pro-
position 2.2.18 auf Seite 115. (]

5.8.9. Corollar. FEin absolut konvergentes Integral konvergiert.

Beweis. Folgt aus der Dreiecksungleichung

(5.8.13) H/:fH < /:Ilfl‘.

Eine hinreichende Bedingung fiir absolute Konvergenz liefert das Majo-
rantenkriterium.

O

5.8.10. Proposition (Majorantenkriterium). Sei I = [a,00), und gelte
9 € Rioe(I,R,), f € Rioe(I, E) sowie || f|| < g; dann ist f absolut integrier-
bar, wenn das uneigentliche Integral f;o g existiert.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Ungleichung

(5.8.14) /||f||§/ gg/ g Vz>a
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5.8.11. Beispiel. Das uneigentliche Integral
1
logt
(5.8.15) / —
o Vit
existiert.
Beweis. Wir schreiben
(5.8.16) 5 = (tilogt)t™ 7

und beachten, daf

. logt™! 1
(5.8.17) lim ¢7 logt = lim ——2~—— = lim ——2_ =0,
t10 t10 (t—l)z T—00 T
vgl. (3.6.18) auf Seite 192.
Dabher ist fiir kleine ¢, 0 < t < tg, t=1 eine konvergente Majorante. (]

5.8.12. Proposition. Sei f € Rjo.(R,, E) und

n+1
(5.8.18) ap = / fs n e N.

Dann ist die Reihe ((ay,)) konvergent, wenn das Integral [~ f konvergiert
und die Werte stimmen tiberein

(5.8.19) > an = /OOO f.

Beweis. Sei s,, die n-te Partialsumme der Reihe, so ist
n+1
(5.8.20) Sn :/ I
0
Damit ist alles bewiesen. O

Die Umkehrung dieses Satzes stimmt, wenn f im Unendlichen verschwin-
det.

5.8.13. Proposition. Sei f € Rio.(R,, E),

n+1
(5.8.21) ap, = / fs n €N,

und nehme an, daff lim,_,o, f(z) = 0. Dann existiert das uneigentliche Inte-
gral fooo f, wenn die Reihe ((ay,)) konvergiert und die Werte stimmen iberein.
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Beweis. Es gilt wieder

n+1
(5.8.22) Sn = / f
0
und somit
(5.8.23) n11_>1r010/0 f= ;an = A.
Es soll aber gelten
(5.8.24) lim f=A.
Tr—r0o0 0

Sei daher € > 0 vorgegeben. Wihle R > 0, so dafl

(5.8.25) IIf(z)]] <€ V>R

und

(5.8.26) H /nf - AH <e¢ VYn>R,
0

dann gilt fiir alle x > R+ 1

- [ A=l [Tl - A

(5.8.27 )
< e+/ 1] < 26
[x]

O

5.8.14. Bemerkung. Proposition 5.8.13 bleibt auch richtig, wenn die
Reihenglieder a,, definiert werden durch

(n+1)r
(5.8.28) an = / s

T

wobei r > 0 beliebig gewahlt ist.

Beweis. Wir fithren im Integral die Variablentransformation ¢ — 7 = £

durch und erhalten "

(n+1)r n+1
(5.8.29) / ft)dt = r/ f(rr)dr.

T
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Daher konvergiert nach Proposition 5.8.13 fooo f(rT)dr und es gilt
(5.8.30) > an=r / frr)dr.
- 0

Andererseits ist
(5.8.31) / £t dt:r/r F(rr)dr,
0 0

. . o0 . .
woraus wir schliefen, daf3 fo f existiert und

(5.8.32) /OOO ft)dt = r/ooo farydr =" ap.

5.8.15. Beispiel. Das uneigentliche Integral

(oo} : t
(5.8.33) / ikt
1 t

konvergiert.

Beweis. Wir wollen Bemerkung 5.8.14 anwenden. Setze

(n+)m _: ¢
(5.8.34) n :/ % n> 1
n

s

((an)) ist dann eine alternierende Reihe, deren Glieder dem Betrag nach
eine monotone Nullfolge bilden, denn sei 0.B.d.A.

(n+1)7 _: t
(5.8.35) 0<a,= / %

so folgt mittels der Transformation t =7 — 7

o - /(7”2)7r sin(r —7) B /(7”2)7r sin(7)
U (

n+1)m T—T n+1)m T—T

(427 Gin
> - = —0n+1-
(

n+1)w T

(5.8.36)

Also konvergiert ((ay)) nach Proposition 1.2.24 auf Seite 70. Da ferner
(5.8.37) lim 22—,

erhalten wir wegen Bemerkung 5.8.14 die Behauptung. ]
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5.8.16. Beispiel. Das uneigentliche Integral

% gint
(5.8.38) / S

ta

konvergiert fiir alle ¢ > 0 und a > 0.

Beweis. Wir integrieren partiell

*sint cost | * cost
i —a
a to to g a t1+a
(5.8.39)
cos a > cost
s -« —.
T—00 a “ t1+a
Das letzte Integral ist jedoch absolut konvergent. ]

5.8.17. Beispiel. Das uneigentliche Integral

(5.8.40) / sin t2

konvergiert fiir alle a > 0.

Beweis. Wir substituieren 7 = t2, dr = 2tdt, und erhalten

o0 1 [ sinT
5.8.41 int? == :
o) [Fome=d [

Beispiel 5.8.16 liefert dann die Behauptung. (]

5.8.18. Beispiel. Das uneigentliche Integral
1 .
t
(5.8.42) el
0 t
konvergiert.

Beweis. Mittels der Regel von de I’'Hospital, vgl. Proposition 3.3.3 auf
Seite 177 und Beispiel 1 von Beispiele 3.3.7, schliefen wir, daf3 die Funktion

{Si“f 0<t<1,

t )

(5.8.43) =3,

auf dem Intervall [0, 1] stetig ist und damit integrierbar. O
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5.8.19. Beispiel. Das uneigentliche Integral
[ee]
(5.8.44) / t%e"
0
konvergiert fiir alle o > 0.

Beweis. Wir beniitzen das Majorantenkriterium, Proposition 5.8.10.
Nach (3.6.15) auf Seite 192 existiert eine Konstante ¢, so dafl

(5.8.45) t%e"t <c¢  VteR,.

Daher ist

(5.8.46) / et < c/ "3 =2
0 0

5.8.20. Lemma (Fundamentallemma der Fourierreihen). Sei I = [a, D]
und f : I = E stiickweise von Klasse C', dann gilt

]

b
(5.8.47) lim / f(x)sin Az = 0.

A—o0

Beweis. Ubungsaufgabe; vgl. Aufgabe 2 auf Seite 275 von Aufgaben 5.5.8.

Mit Hilfe des Fundamentallemmas kénnen wir zeigen

5.8.21. Proposition. Es gilt
©&int 7
5.8.48 —_— =
(5849 |53

Beweis. (i) Wir wissen bereits aus den vorangegangen Beispielen, dafl

das Integral I = fooo Si?t konvergiert, d.h. fiir beliebige r > 0 ist

A _:
t
(5.8.49) I= lim / %
0

A—00

Andererseits ist fiir A > 0

(5.8.50) / P sint = / " sin M7
0 3 0o

und somit

(5.8.51) [=tim [ S0M )

A—o0 Jo x
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Definiere nun auf 0 < z < 27

5.8.52 Fay =12 z=0,
(5.8.52) @=91_ 1 0<z<2m.

in £
T 2sin §

Nach Beispiel 3 von Beispiele 3.3.7 auf Seite 180 ist f stetig in [0, 27)
und—wie wir gleich zeigen werden—auch stetig differenzierbar.

Offensichtlich diirfen wir statt f die Funktion

0 z=0
5.8.53 = ’ ’
( ) #(@) { L L O<zx<m,

T sinx’
betrachten. Sie ist im offenen Intervall stetig differenzierbar und wir wollen
zeigen, daf lim, o ¢'(z) existiert.

Es ist
(@) 1 n cosz  x’cosz —sin®z
r)=—— =
(5.854) 4 22 sin’z 2 sin® x
22

= 422 cosx — sin? z)

sin® x

Der letzte Faktor konvergiert nach 1, wenn x — 0, so dafl wir ihn im
folgenden aufler acht lassen konnen. Um den zweiten Faktor abzuschétzen,
benutzen wir die Reihenentwicklung von cos und sin um z = 0, vgl. Propo-
sition 3.6.19 auf Seite 198,

1
cosz =1-— §x2 + o(z?),
(5.8.55) '

1
sinz =x — §x3 + o(x*),

und schlieffen

(5.8.56) z (22 cosx — sin? x) = —é + o(z),
d.h.
(5.8.57) lim o () = —
8. imy'(z) = —=.
z]0 4 6

(ii) Wir konne daher das Fundamentallemma, Lemma 5.8.20, auf

(5.8.58) ' f(x)sin Az
0
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anwenden, falls 0 < r < 27, und erhalten

" sin Az . /T sin Az
0

(5.8.59) lim = lim

A—o0 Jo x A—00

. E.
281112

Da die Limites existieren, wahlen wir eine spezielle Folge A, — oo,
némlich

(5.8.60) An =N+ %, n €N,
und wihlen insbesondere r = 7.

Somit ist
(5.8.61) I = lim i w

n—oo Jq 2sin 5

Nach einer fritheren Aufgabe, sieche Aufgabe 5 von Aufgaben 3.6.36 auf
Seite 206, gilt

1 «— sin(n + 3)x
5.8.62 — ky = ———277
( ) 24—;(:% x T
so daf}
s .
e 0 2sin £ 2’
und folglich
®sine 7
5.8.64 I = = —.
(5.8.64) A

Vertauschbarkeit von Limesbildung und Integration

Zum Schlufl dieses Abschnitts wollen wir die Vertauschbarkeit von Li-
mesbildung und Integration bei uneigentlichen Integralen untersuchen. Wir
betrachten wieder beispielhaft Integrale der Form f:o I

Das frithere Resultat, da3—bei Integration iiber kompakte Intervalle—
Limesbildung und Integration bei gleichméfiger Konvergenz der Integranden
vertauschbar sind, gilt nicht mehr, wie das folgende Beispiel lehrt.
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5.8.22. Beispiel. Sei f, : R, — R, definiert durch

Lo n2<z<(n+1)3?
(5.8.65) fulz) = {" ses( )
0, sonst,
dann konvergiert (f,) gleichméifig nach 0, aber
> 2 1
(5.8.66) / fo= L o
0 n

5.8.23. Theorem. Sei I = [a,00) und f,, € Rioc(I, E) eine Folge von
Funktionen, die lokal gleichmdf$ig nach einer Funktion f konvergieren. Nehme
ferner an, daf$ die uneigentlichen Integrale faoo fn gleichmdf$ig konvergieren,
dann ist f lokal Riemann integrabel, fooo f existiert und

(5.8.67) nﬁn/:o fo = /aoo f.

Beweis. (i) f € Rioc(I, E) folgt sofort aus Theorem 5.2.12 auf Seite 265.

(ii) GleichméBige Konvergenz der Integrale bedeutet, dafl die gleichmiifige
Cauchybedingung

Yy
(5.8.68) ER H/ I
e>0 R>a z,y>R neN x

<€

erfiillt ist, vgl. Definition 1.6.1 auf Seite 89.

Hieraus folgt unmittelbar, daf3 faoo f konvergiert, denn wegen der gleich-
méfBigen Konvergenz der f,, auf kompakten Intervallen geniigt dann f der
Cauchybedingung

Y
(5.8.69) H/ fH <e Vumy>R

(iii) Zum Beweis von (5.8.67) geben wir uns € > 0 vor. Dann existiert

R > a, so daf§
(5.8.70) H/:fn +H/:fH <e Vn,

wie man sofort aus (5.8.68) und (5.8.69) abliest, indem man dort x = R setzt
und y — oo streben 148t.

Wegen der gleichméBigen Konvergenz auf [a, R] gibt es ferner ng, so da8

<€ vV n > ng,

(5.8.71) H /aR(f — fn)
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und daher erhalten wir fiir n > ng

H/;(f—m <H/GR(f—fn) —i—H/}:o(f—fn)
<crll oA

(5.8.72)

< 2e.

]

5.8.24. Bemerkung. Eine Folge von uneigentlichen Integralen faoo fn ist
gleichméfig konvergent, wenn eine Funktion g € Rjoc([a,00), R, ) existiert,
so daf3

o0
(5.8.73) / g<oo und |fu]l<g Vn.
a

Beweis. Ubungsaufgabe.

5.8.25. Aufgaben.

1 Die sog. Gammafunktion ist in R% definiert durch

I'(x) :/ ettt dt.
0

Man beweise bitte

(i) I'(x) ist fir > 0 wohldefiniert, da das Integral absolut konvergiert.
(ii) ') =1und I'(z+ 1) = ().

iii) I' € C*°(R*% ) und fiir die Ableitungen gilt
+

'™ (z) :/ (logt)"e """ 1 dt.

(iv) Die Gammafunktion 148t sich auch in {z € C: Rez > 0} definieren
und geniigt dort dem Analogon von (ii).
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5.9. Parameterabhingige Integrale

Wir betrachten Funktionen f, die ein kartesisches Produkt in einen Ba-
nachraum abbilden, f: I x {2 — E. I ist ein kompaktes Intervall, I = [a, b],
und {2 entweder ein allgemeiner metrischer Raum, eine offene Teilmenge von
K oder ebenfalls ein Intervall; in letzterem Falle ersetzen wir dann meist {2
durch das Symbol J, J = [a, 3].

5.9.1. Proposition. Sei 2 ein metrischer Raum und f € C°(I x 2, E),
dann ist

b
(5.9.1) F(z) = / ft,x)dt
stetig in {2.

Beweis. (i) Sei z, — o eine konvergente Folge aus (2. Dann ist
K ={zo}U{z,: n € N} kompakt—die Folgenkompaktheit 148t sich miihe-
los iiberpriifen—und wenn wir jetzt nur die Einschrinkung von f auf die
kompakte Menge I x K betrachten, ohne an der Bezeichnung von f etwas zu
dndern, so ist f gleichméfig stetig, vgl. Proposition 2.3.14 auf Seite 125.

(ii) Setze f, = f(-,@n) und g = f(-,z0), dann konvergiert, wegen der
gleichméfligen Stetigkeit von f, f,, gleichmiflig nach g, und wir erhalten aus
Theorem 5.2.12 auf Seite 265

(5.9.2) /abf(t,:zzo) - /abglirrln/ab fn hTILn/abf(t,xn).

5.9.2. Definition (partielle Ableitung). (i) Seien §2; # 0,3 =1,...,n,
nichtleere Mengen, F ein Banachraum und f : 2 = H?zl (2; — E eine Abbil-
dung. Die Elemente des kartesischen Produktes bezeichnen wir mit 2 = ().
Gelte fiir ein festes k 2, C K, dann heifit f in x¢ € 2 partiell differenzierbar

nach ¥, falls 2§ € 2, und die Abbildung

(5.9.3) g(zF) = f(x(l),...,x’g_l,xk,x§+1,...,xg)

O

in xf differenzierbar ist. Wir bezeichnen die partielle Ableitung von f nach
z® im Punkte z¢ mit %(xo) oder auch mit Dy f(xg).

Ist §2;, offen und f in ganz {2 partiell nach z* differenzierbar, so nennen
wir f bez. ¥ partiell differenzierbar und bezeichnen die partielle Ableitung
von f nach z* mit % oder mit Dy f. Dy f ist dann eine Abbildung von {2
nach E.
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Ist die partielle Ableitung nach z* stetig, so heiit f stetig partiell diffe-
renzierbar nach z*.

Véllig analog konnen wir auch partielle Ableitungen héherer Ordnung von
f nach z* deﬁnieren er bezeichnen die partielle Ableitung m-ter Ordnung
von f nach z* mit oder auch mit Dy --- Dy, f.
—_———

m

(8 ’“)’"

(i) Sei jetzt 0 # 2 C K" offen, so existiert zu jedem zo € 2 ein offener
Polyzylinder P P(:ro, r) C Q SO daﬁ wir in aco die partiellen Ableitungen

5 (o)

bzw. D; f(xo)

Existieren die partiellen Ableitungen von f in jedem Punkte z € {2, so
nennen wir f in {2 partiell differenzierbar. Entsprechend heifit f in {2 stetig
partiell differenzierbar, falls die partiellen Ableitungen 3 f stetig sind.

Der wichtigste Fall ist der, wenn K =R und 2 C R™.

5.9.3. Theorem. Sei ) # 2 C K offen und f, gf € CYI x 2,E), dann

15t
b
(5.9.4) Pla) = / Ft2)dt
stetig differenzierbar und es gilt
bof
/
(5.9.5) F'(z) = ’ 8x( x) dt.

Beweis. Sei zg € 2 und Bjs(xzo) C (2. Betrachten wir dann fir = €
Bjs (o) den Differenzenquotienten von F, so ist

F(z) = F(zo) f(t, St @) — f(t, x0)
(5.9.6) — / LS gy

und

F(z) = F(zo) ["0f

x— T W Oz

(5.9.7) 9 (4, 20) dt =

/b(f(t,fﬁ)—f(t,afo) 3f(t xo)) "

T — X0

7Vg1. Definition 4.4.1 auf Seite 240. P ist nichts anderes als eine Kugel bez. der
Produktmetrik.
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Hieraus erhalten mittels der Dreiecksungleichung und des MWS

b
0
Il < [ 150) = £t20) = St = o) iy
0\

b
< sup (t,&) — 5= (t, @o)
/a £€lzo,2] O O

vgl. Corollar 3.2.9 auf Seite 172, und wir sehen, dafl
F(z) — F(zo) /b of

(5.9.8)

7

(5.9.9) lim

T—T0 Tr — X

% (t, "EO) dt.

Die Stetigkeit von F’ folgt aus Proposition 5.9.1. (]

5.9.4. Theorem (Kettenregel). Sei() # 2 C K" offen und ® € C°(2, E)
stetig partiell differenzierbar.® Sei ferner A C K offen und ¢ : A — 2 in & €
A differenzierbar, dann ist die Komposition ¥ = ® o ¢ in & differenzierbar
und die Ableitung von ¥ berechnet sich nach der Kettenregel

" 0P dp'’

5.9.10 v’ = ——
( ) (6o0) 2 out d
mit den entsprechenden Argumenten auf der rechten Seite der Gleichung.

Beweis. Sei £ € A, dann ist

P(p(£)) — P(e(&0))
= ¢<@1(£)7 902(5)7 ce @n(g)) - Qj(sﬁl(fo)v 902(5)’ ) <pn(§)>
(5911) + @(901 (50)) §02(£)7 ceey @n(g)) - @(901(50)7 902(50)3 ceey Lpn(f))

+ B(0"' (), ©*(%0), - - ™€) — P(#" (&), ©*(%0), - - - €™ (€0))

Wiéhlen wir € nahe bei &y, so dal ¢(§) € Bs(v(&)) C 2, dann kénnen
wir auf jede der n Differenzen auf der rechten Seite von (5.9.11) den Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung anwenden—wir wollen dies an
Hand der ersten Differenz demonstrieren—und erhalten, wenn wir die kon-
vexe Kombination

(6912) 2 = (6" (€) + (1 — )6 (€) #2(©), ., ™€), 0t

8Wir werden spiter sehen, dafl die Annahme, @ stetig, automatisch erfiillt ist, wenn
die Funktion stetig partiell differenzierbar ist.
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betrachten und f(t) = ®(x;) setzen,
D(1(€),2%(€),-- -, ¢ (€)) — D(#' (€0), £*(€). - -, " ()

i

1
- / %(xt)(wl(é‘) —¢'(%))-
0

Beim Schritt von der zweiten Zeile zur dritten haben wir die bereits bewiesene
Kettenregel, Theorem 3.1.13 auf Seite 165, benutzt.

Eine entsprechende Darstellung erhalten wir auch fiir die anderen Diffe-
renzen, natiirlich mit verschiedenen konvexen Kombinationen. Schreiben wir
x(t, 1) fiir die konvexe Kombination, die wir bei der i-ten Differenz betrachten,
so ergibt sich

6914 WHO-W@) =Y [ R (¢ (6 - ¢ ).

Dividieren wir jetzt durch £ — &y # 0 und lassen dann & nach & streben,
0P
so folgt aus der Stetigkeit der e und der Differenzierbarkeit von ¢ die
:L-’L
Behauptung, da

(5.9.15) lim z(t,7) = ¢(&o) v i.

§—&o

]

5.9.5. Corollar. Seien die Voraussetzungen von Theorem 5.9.3 erfiillt,
wobei K =R, und seien v, : 2 — I in xg € (2 differenzierbar, so ist

(5.9.16) F(z) = /1:(?) ft,x)dt

i xqo differenzierbar und es gilt

F'(x0) = f(¢(20), 20) ¥ (x0) — f((x0), 0) ' (20)

P (zo) 8f
»( ox

Z[))

(5.9.17)

Beweis. Wir wenden die gerade bewiesene Kettenregel auf die Funktion

(5.9.18) Dzt 22, 23 / ft,2?
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mit
(5.9.19) ot =yY(z), =¢), 2*=2
an, und beachten dabei, dafl
0P . 0P
Dl = f(zlail?d), 2 = *f($271'3)7
(5.9.20) )
0P T of 3
— = = (t .
Ox3 /mz 8x(’x)dt

O

5.9.6. Bemerkung. Die in Theorem 5.9.4 benutzte Beweismethode, eine
Differenz von Funktionswerten mittels einer geeigneten konvexen Kombina-
tion der Argumente durch ein Integral iiber die Ableitung auszudriicken, 148t
sich bei vielen Problemen erfolgreich anwenden, und sie sollte zu den Stan-
dardhilfsmitteln eines jeden Mathematikers gehoren.

5.9.7. Theorem (Doppelintegrale). Seien I = [a,b], J = [a, §] kompakte
Intervalle und f € C°(I x J, E), so ist

(5.9.21) /j (/abf(t,x) dt) d:c:/ab (/j F(t, ) d:c) dt.

Beweis. Beide Doppelintegrale sind sinnvoll nach Proposition 5.9.1. Be-
trachte die Funktionen

(5.9.22) o(y) = /ay (/abf(t,x) dt) dz

und

(5.9.23) D(y) = /ab (/ay f(t,x) dx) dt.

Sie sind differenzierbar in J wegen Proposition 5.9.1 und Theorem 5.9.3,
und es gilt

b
(5.9.24) o () = / Flty) dr = ¢ (y),

sowie ¢(a) = (). Sie stimmen daher nach Corollar 3.2.10 auf Seite 172
iiberein. 0
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Dieses Resultat 148t sich sofort auf Mehrfachintegrale verallgemeinern,
wobei das Mehrfachintegral durch sukzessive Ausfiihrung der Integration
nach den einzelnen Integrationsvariablen definiert ist.

5.9.8. Theorem (Mehrfachintegrale). Seien I; = [a;,b;],4 = 1,...,n,
kompakte Intervalle, E ein Banachraum und f € CO(H?:l I, E), so ist

by b
/ / flzt, . a™)dat - da™

wohldefiniert und von der Integrationsreihenfolge unabhdngig (Vertauschbar-
keit der Integrationsreihenfolge bei iterierten Integralen).

Beweis. Induktion nach n; Ubungsaufgabe.

Parameterabhdngige uneigentliche Integrale

Im folgenden wollen wir parameterabhéngige uneigentliche Integrale be-
trachten und versuchen, dhnliche Resultate wie eben herzuleiten, wobei wir
der Einfachheit halber nur Integrale mit unbeschrinktem Integrationsbereich
I = [a,0) behandeln. Die Funktionen sind wieder Banachraum-wertig.

5.9.9. Proposition. Sei I = [a,00), {2 ein metrischer Raum und sei
f€CI x 2,E). Nehme an, daf die Integrale
(5.9.25) Fla) = / Ft2)dt

gleichmdfig beziiglich x € (2 konvergieren, dann ist F' stetig in 2.

Beweis. (i) Wir gehen &hnlich vor, wie beim Beweis von Proposition 5.9.1.
Sei x,, — x( eine konvergente Folge aus 2. Dann ist K = {z,,: n € N }U{xo}
kompakt und, wenn wir f auf I x K einschrinken, f lokal gleichméfBig stetig.

(ii) Die Funktionenfolge f,, = f(-, z,,) konvergiert daher lokal gleichmafig
nach g = f(-, zo), woraus nach Theorem 5.8.23 auf Seite 294 die Behauptung
folgt. ]

5.9.10. Proposition. Sei 2 C K offen, f € C°(I x 2, E) stetig partiell
differenzierbar nach r und nehme an, dafl

5.9.26 of t,x)dt gleichméifig konvergiert
ox
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und

o0
(5.9.27) / f(t,x)dt V€ 2 konvergiert.
a

Dann konvergieren die Integrale

(5.9.28) Fz) = / bt )t

lokal gleichmdfig in §2; F ist stetig differenzierbar und es gilt

5.9.29 F'(z) = = (t,x)dt.
(59.29) @=[ G
Beweis. Sei a <t,, — oo eine beliebige Folge. Setze
tn
(5.9.30) F,(z) = f(t,x)dt,

a

so gilt nach Voraussetzung und wegen Theorem 5.9.3

(5.9.31) F,(z) = F(x) Vel?
und
(5.9.32) Fl(z) = / ' %(t,az) it = / h %(t,x) dt.

Nach Theorem 3.4.3 auf Seite 182 ist daher F' stetig differenzierbar und
fiir die Ableitung gilt

(5.9.33) F(z) = lim F) (x) = / h %(t,x) dt.

Es bleibt noch die lokal gleichméBige Konvergenz der Integrale in (5.9.28)
zu beweisen. Hierzu geniigt es, die gleichméfiige Konvergenz der Funktionen-
folge F,, in (5.9.31) in einer Kugel B = Bs(xo) C {2 nachzuweisen.

Dies folgt aber aus dem MWS, Theorem 3.2.8 auf Seite 172, mit dessen
Hilfe wir schlieffen

[(En(z) = F(2)) = (Fa(zo) = F(zo))|

< sup [[F (&) — F'(ll]z — zol,
€[z, ]

(5.9.34)

und somit gilt fiir alle z € B
[En(z) = F(@)|| < [[Fn(zo) — F(zo)|l

(5.9.35) + sup||FL(€) — F'(¢)]|6.
Een
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Die Behauptung folgt nun aus (5.9.31) und (5.9.32). O
5.9.11. Proposition. Sei J = |, f € C°(I x J,E) und sei
(5.9.36) / f(t, z)

gleichmdfig konvergent, dann ist

ABF(x)dw:AB/lmf(t7x)dtdx
:/:O/jf(t,x)dxdt.

Beweis. F ist stetig auf J, so dal das linke Integral wohldefiniert ist. Sei
a < t, — oo eine beliebige Folge, so erhalten wir nach Theorem 5.9.7

B rtn n B
(5.9.38) / t f(t,x)dtdx:/t / f(t,z)dxdt

und schlieen wegen der gleichméfigen Konvergenz von F' und Theorem 5.2.12
auf Seite 265 weiter

(5.9.39) /j /:O £(t,2) dtdzzlign/atn /j F(t,2) de dt.

Auf die Annahme, faoo f(t,x)dt gleichmifBig konvergent, kann man nicht
verzichten, da sich sonst leicht Gegenbeispiele konstruieren lassen, vergleiche
das folgende Beispiel.

(5.9.37)

]

5.9.12. Beispiel. Geniige f € C'(R,) der Bedingung

(5.9.40) 7(0) = Jim £(2).

so gilt

(5.9.41) F(z) = / f!(xt) dt = éf(xt) . =
0

in R}, d.h. fiir jeden Wert 8 > 0 ist
B
(5.9.42) / F(z)dz =0.
0

Andererseits erhalten wir fiir ¢ > 0

B
(5.9.43) | st e =360 - o).
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und somit

[e's) B [e's)
(5.9.44) /0 /Of'(xt)dxdt:/o 1(f(6t)—f(0))dt.

t
Das Integral auf der rechten Seite ist i. allg. von 0 verschieden; wihle z.B.
f(t) =te™t, so geht die rechte Seite von (5.9.44) iiber in

(5.9.45) / Be Ptdt = 1.
0

Doppelintegrale mit unbeschrinktem Integrationsbereich

Zum Schlufl wollen wir den Fall diskutieren, daf§ auch das Intervall J
unbeschrinkt ist, und zwar ebenfalls von der Art J = [a, 00).

5.9.13. Theorem. Sei f € C°(I x J,E) und nehme an, daff die unei-
gentlichen Integrale

(5.9.46) /Oo||f(t,:1:)||dt und /Oo||f(t,:z:)||d:1:

gleichmdfig konvergieren. Wenn dann eines der Doppelintegrale

(5.9.47) /aoo/:oﬂf(t,x)ﬂdxdt bzw. /:o/:oﬂf(t,x)ﬂdtdx

existiert, dann existieren beide und stimmen tiberein.

Beweis. Nehme an, daf [ [*|| f(t,2)|| dz dt existiert. Sei 8 > «, dann
ist nach Proposition 5.9.11

/j/:o”f(t,af)ﬂdtdx:/:O/j||f(t7x)”dxdt
< [ [ weanasa

d.h. das zweite Doppelintegral ist ebenfalls konvergent und es gilt die Ab-
schétzung

(5.9.49) /:o /:o||f(t,x)||dtdx§/aoo /:onf(t,x)ndxdt.

Wiederholen wir die Argumentation, diesmal mit vertauschter Reihenfol-
ge, so erhalten wir die andere Ungleichung. |

(5.9.48)
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5.9.14. Corollar. Erfille f die Voraussetzungen von Theorem 5.9.13, so
existieren die Doppelintegrale

(5.9.50) /aoo /:O F(t,2) d dt, /:o /:O F(t,2) dt da

und sind gleich.

Beweis. (i) Da E ein Banachraum ist, zieht absolute Konvergenz natiirlich
einfache Konvergenz nach sich, d.h. die Integrale

(5.9.51) F(x):/oo F(t,z) dt, G(t):/oo F(t,7) da

konvergieren gleichmdf$ig und sind stetige Funktionen in x bzw. t. Ferner
konvergieren nach Theorem 5.9.13 die uneigentlichen Integrale iiber F' bzw.
G absolut und damit auch die Doppelintegrale in (5.9.50).

(ii) Zum Beweis der Gleichheit beachten wir, dafl wegen der gleichméBigen
Konvergenz der uneigentlichen Integrale fiir alle n > « gilt

(5.9.52) /:O /:f(t,a:) dxdtz/an /:O F(t,2) dt da,

vgl. Proposition 5.9.11.

Definieren wir G,, durch
(5.9.53) G,(t) = / f(t,x) dz,

so konvergiert einmal G,, gleichméfig (nach G) und zweitens das uneigentli-
che Integral f;o G, (t) dt, denn es existiert eine gleichméfig absolut konver-

gente Majorante [°||f(t, z)| dz, da

o0

(5.9.54) 1Ga(t)] < / £t )] d < / 1t )] da,

vgl. Bemerkung 5.8.24.
Wir kénnen daher Theorem 5.8.23 anwenden und aus (5.9.52) schlielen

(5.9.55) lim/ / f(t,x) dxdt:/ lim/ f(t,z)dx dt,

i.e. aber gerade die behauptete Gleichheit der Doppelintegrale in (5.9.50). O

5.9.15. Aufgaben.
1 Beweise Theorem 5.9.8.
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2 Sei I = [a,b], F ein Banachraum, dann 148t sich jede Riemann integrable
Funktion f € R(I,FE) in einer beliebigen LP-Norm, 1 < p < oo, durch
Treppenfunktionen approximieren, vgl. Definition 5.3.3 auf Seite 268, und
jede Treppenfunktion wiederum durch stetige Funktionen, d.h. C%(I, E)
liegt bez. einer jeden endlichen LP-Norm dicht in R(I, E).

3 Sei0<neCP((-1,1)) und f_lln = 1. Setze ne(t) = € 'n(t) mit € > 0,
dann gilt

0<n €CX((~¢€) und / ne = 1.

Wir nennen 7. eine Diracfolge, da aus der Behauptung in der Teilaufgabe
(ii) folgt, dafl n.(xg—-) im Distributionssinne nach dem Diracmaf 6, kon-
vergiert; eine eingehendere Erklirung kénnen wir allerdings erst in Band
I geben.”

Sei nun F ein Banachraum und I = [a, b] ein Intervall. Definiere dann fiir

f € R E)
b
M@=/m@4V@%
so gilt
(i) fe € C=(I,E).

(H) f Stetig in zy = liIne—>0 fe(x()) = f(l’o)

(iii) Sei J € (a,b) ein offenes Intervall und f € CHMI,E), k > 0, so
konvergiert f. in C*(.J, E) nach f.

(iv) Fir alle f € R(I,E), J € (a,b) und 1 < p < oo gilt

lim | £ = fell,.7 = 0.

(v) C*(1,E) liegt beziiglich jeder LP-Norm, 1 < p < oo, dicht in
R(I,E).

(vi) Sei f € C°(I) und gelte
b o
/ fn=0 VneCx(I),
so ist f = 0.

9Das Diracmaf 8z, 14Bt sich als lineares stetiges Funktional auf C?(I, E) definieren
durch die Festsetzung (s, f) = f(zo).
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(vii) Man zeige, dafl eine Funktion n mit den verlangten Eigenschaften
existiert.
Hinweis: Beachte Ziffer 4.4.17 auf Seite 251.

Man nennt f. eine Mollifizierung (Glattung) von f—wegen (i); n heifit
Mollifizierungskern oder auch Friedrichsscher Mollifier.
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