Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen I
Blatt 2

Sei K C R™ kompakt und 2 C R™ offen mit K C 2, dann existiert n € C(£2),
0<n<l, sodaﬁmK =1.
Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Tietze-Urysohn, vgl. Al, p. 131.

Sei h! € T,»' (M) ein gemischter Tensor, dann ist det(h}) ein Skalar.

Zeigen Sie, dafl die Christoffelsymbole I’ Z’j sich bei Koordinatenwechsel & = Z(z) gemifl
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transformieren.

Verifizieren Sie, daf} die kovariante Ableitung eines Tensors wieder ein Tensor ist; be-
trachten Sie zunéchst die kovariante Ableitung von Tensoren erster Ordnung.

Die kovariante Ableitung von Tensoren hoherer Ordnung ist definiert durch
a; &= + [w [vm [

fiir einen gemischten Tensor a; € Tl’1 und allgemein
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Sei (gi;) eine Metrik, (¢%) die Inverse und g = det(g;;). Die Koeffizienten sollen diffe-
renzierbar von einem Parameter ¢ abhéingen. Zeigen Sie, dafl dann gilt

(i) 9= 9973

(i) ¢7 = —9"g" gn-
Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, so ist die Divergenz eines kontrava-
rianten Vektorfeldes & = (£%) definiert als

divg = fz,z
und die Rotation eines kovarianten Vektorfeldes A = ();) durch

rot\ = ()\i;j — )\j;i) S T0’2.

Zeigen Sie bitte, daf} in einem Koordinatensystem (x?)

O (Visle),

divé =

\/> Ot

wobei g = det(g;;), und
rot\ = ()\i,j — )\jﬂ').
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7 Sei u € C?(R"). Zeigen Sie, daf8 gradu = (D;u) ein kovariantes Vektorfeld ist. Setze
Diu = ¢"Dju, wobei (g;;) eine lokale Darstellung der euklidischen Metrik in einem
Koordinatensystem ist, und Au = div(D%u). Berechnen Sie Au in zweidimensionalen
Polarkoordinaten

T =rcost

y =rsint.



