EXISTENZ FUR KLEINE ZEITEN BEI NEUMANN
RANDBEDINGUNGEN

CLAUS GERHARDT

Wir betrachten die parabolische Gleichung in Q7 = 2 x [0, T
o+ F(t,x,u, Du, D*u) = 0,
(0.1) uy‘r(as,t) = o(t,z,u),
u(0) = up,
wobei I' = I, = 0f2 x [0,T] und ug ebenfalls die Randbedingung erfiillt,
und wollen mit Hilfe des Satzes von deﬂr Inversen Funktion fiir kleine T' eine
Losung finden in dem Raum H2+51+% | vgl. die Definition in [2, Definition

2.5.2).
Fiir lineare F' und ¢ gilt der Existenz und Eindeutigkeitssatz [3, Theorem

5.3, Chap. IV, p. 320] in H* %143 (Qr) ohne irgendwelche Kompatibi-
litdtsbedingungen.

1. BXISTENZ IN H2H3:145(Q,)

Der Existenzbeweis fiir ((0.1]) ist eine leichte Modifikation des fritheren Exi-
stenzbeweises (siehe [2, Theorem 2.5.7]). Definiere @ und f wie in Teil (i) und
(ii) des Beweises von [2, Theorem 2.5.7], wobei jetzt noch die Randbedingung
(1.1) Gy, = @(t, @, uo)

hinzutritt. Die Losung @ ist in H2t*1+5(Q;) definiert, wenn 942 €
C?% uy € C*>*(2) und F,o € C%! in allen Variablen—die Regula-
ritdtsforderungen an F' und ¢ lassen sich noch etwas abschwéchen.

Fiir kleine 0 < Ty < 1 gilt dann f € H*%(Qr,) und es ist

(1.2) o =o.
U, f geniigen in Qr, der Gleichung
4+ F(t,z, @, Du, D*u) = f,
(1.3) iy (2,1) = (1, 2, u0),
(0) = wp.
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Wir definieren jetzt einen nichtlinearen Operator @, auf den wir den Satz
von der Inversen Funktion anwenden wollen.
Definiere fiir 0 < 8 < «

(1.4) V ={ve H*P5(Qp): v(z,0) =0},
148,442 148
(15) HO : (FTU):{QGHLHH’ 2 (FTO):Q(:U7O):O},
3 1+8
(1.6) W =H?3(Qn) x Hy "= (1)

und @ : B,(0) C V — W, r klein, durch
(1.7) D)= (i+v+ F(t,a+v,...),d, +v, — @tz 0 +v)).

D®(0) ist dann ein Homoomorphismus, vgl. [, Theorem 5.3, Chap. IV,
p. 320], und somit @ ein Diffeomorphismus von Bs(0) auf W5 = &(Bs(0)).
Definiere nun &hnlich wie in Teil (iii) des Beweises von [2, Theorem 2.5.7]

[t x) =n(t)f(t ),
g(t, ) = n(t)(p(t, ,u0) — @(t, z, 1)),

wobei 7(t) eine Abschneidefunktion ist, die auf 0 < ¢ < e verschwindet und
identisch 1 ist fiir ¢ > 2¢, dann liegt (f,g) € Ws, wenn e klein genugﬂ
u=1a+® (f,g) ist dann in Q. eine Losung von (0.1]).

(1.8)

2. HOHERE REGULARITAT IN t > 0

Hohere Regularitdt 168t sich nun mittels der Differenzenquotientenme-
thode relativ einfach herleiten. Es bieten sich dabei Differenzenquotienten
beziiglich ¢ bzw. x an.

2.1. Innere Abschitzungen

Sei der Differenzenquotienten Operator A;ﬂ wie iiblich definiert und n =
n(t) und 7 = 7j(x) geeignete Abschneidefunktionen, so hat v, = Apuny
kompakten Triger in Q). und geniigt einer linearen parabolischen Gleichung.
Daher ist v, € H 2+5’1+§(Q6) mit gleichméfiigen Abschitzungen und wir
schlieBen u € H3+6:2+5 (656)

Die Ergebnisse fiir 7 gelten natiirlich in 2 x (0, €).

Durch Induktion erhélt man beliebig hohe Regularitéit, wenn die Daten es
zulassen.

IHier benutzen wir, da8 @ € HQJFD"lJr%(QTo),]g S HO"%(QTO) und 8 < «. Beachte,
8
daB [n]p , ~e 2.
2 .
2Bezﬁglich toder z*, 1 <i<n.
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2.2. Randabschditzungen

(i) Durch Aufbiegen diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl 92 Teil der Hy-
perebene {2 = 0}. In einer tangentialen Richtung sei dann der Differenzen-
quotienten Operator A, wie iiblich definiert. Seien n = n(t) und 7 = 7(x)
geeignete Abschneidefunktionen, so geniigt v, = Apun7 einer linearen pa-
rabolischen Gleichung mit linearen Neumannschen Randbedingungen, daher
ist vy, € H2HA145(Q,) mit gleichmaBigen Abschitzungen.

(i) Betrachten wir jetzt u,nij € H2H1+3(Q,).

u,, 7 geniigt einer linearen parabolischen Gleichung mit Dirichletrandbedin-
gungen, daher ist u,n7 € H2+571+§(Q6).

Damit gilt u € H3+52+% (2 x (0,¢)). Induktion liefert beliebig hohe Re-
gularitit bei geeigneten Daten.

3. HOHERE REGULARITAT BIS t =0

Wenn die entsprechenden Kompatibilitdtsbedingungen erfiillt sind, vgl. [3]
p. 319], so liefert die Differenzenquotientenmethode hohere Regularitit bis
zut = 0.
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