24. Kontextfreie Sprachen

Obwohl dasWortproblemfiir kontextsensitve Spracherentscheidbaist, ist nicht
bekannt,ob diesesauchtatsachlich— d.h.in Polynomialzeit— entscheidbaist. Da
manallgemeinvermutetdassNSPACE(O(n)) nichtin P enthalterist, ist dieswegen
der gezeigtenGleichheitK S = NSPACE(O(n)) jedochunwahrscheinlichFir kon-
textfreie Grammatikendie wir unsin diesemAbschnittnaheransehemochten kann
mandageendie LosbarkeitdesWortproblemsin Polynomialzeitzeigen.Da auf der
anderenSeiteviele wichtige Sprachen(wie z.B. die UblichenProgrammiersprachen,
wennmanvon der Typenkonsistenabsieht)kontextfrei sind, wurdendie KlasseKF
und Teilklasserhiervon sehreingehendintersucht.

Aus Zeitgrindenwerdenwir uns hier auf einige Aspektebeschankenmissen.
Mit Hilfe von Normierungerkontextfreier Grammatikenjnsbesonderder Chomsky-
Normalform,werdenwir zeigen,dassjede kontexfreie Spracheauch kontextsensitis
ist, undeineStruktureigenschaPumpingLemma)derkontextfreienSprachererlei-
ten, die die Echtheitder Inklusion von KF in KS zeigt. Weiter werdenwir kurz auf
Abschlusseigenschaftemd Entscheidbarkeitsfragdiir KF eingehenEine Maschi-
nencharakterisierungpn KF werdenwir daggennur erwahnenabernichtbeveisen.

Ein wichtigesHilfsmittel fur die Untersuchundgontextfreier Grammatikerist die
Darstellungvon Herleitungenmit Hilfe von Herleitungskumen wie wir esschonin
Abschnitt21 aneinemBeispiel(s. Beispiel21.4)getanhabenMoglichist dies,dadie
PramisseeinerkontextfreienRegel nurauseinerVariablenbestehtSeiG = (N, T,P, 9
eine kontextfreie Grammatik.In einemG-Herleitungsbauneines(Terminal-)Wbrtes
w ist die Wurzel mit dem Axiom S markiert, die Markierungender Sohneeinesmit
einer VariablenX markiertenKnotensemgebendie Konklusionv einer Regel von G
mit PramisseX!, und die Blattervon links nachrechtsgeleseregebendashemgelei-
teteWort w. JederG-HerleitungkannmaneindeutigeinenG-Herleitungsbaunzuord-
nen.UmgekehrtentsprecheinemG-Herleitungsbaunjedochi. Allg. mehrereHer
leitungen Dieseunterscheiderichjedochnurin derReihenfolgederRegelanwendun-
gen.FuhrenzweiHerleitungerzu demselberderleitungsbaurmenntmandiesedaher
aquivalent

Verlangtman,dassin einerHerleitungstetsRegeln auf die amweitesterlinks ste-
hendeVariable angevendetwerden,so spricht man von einer Linksherleitung Man
kannzeigen,dassmanjedemHerleitungsbaungenaueine Linksherleitungzuordnen
kann,dadurchdie Forderungstetsdie ersteVariablezu ersetzendie Reihenfolgeder
RegelanwendungedurchdenBaumfestgelgt ist. Insbesonderbesitztalsojedesher
leitbareWort eineLinksherleitung.

Wir wollen dieseAussagerhier nicht beweisen,sondernbegniigenunsmit einem
erlauternderBeispiel.

1Genauerim FalleeinerA-RegelX — A hatdermit X markierteKnoteneinenmit A markiertenSohn.
Im FalleeinerRegelX — Y;...Y, (n > 1) sindesn Sbhne,die von links nachrechtsmit Y, ..., Y, markiert
sind.Wir geheralsodavon aus,dassdie Sohnelinear(d.h.vonlinks nachrechts)geordnesind.
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24.1BEISPIEL. Seil = {0™1M0" : m,n > 1} U {0M1"0" : m,n > 1} (vgl. Beispiel
21.10in Abschnitt21). Eine kontextfreie GrammatikG = (N, {0,1},P,S), die L er
zeugt,kommtmit denVariablenN = {S §,S,U } unddenRegeln

(R1) S » SsU
(R2) s — Us

(R3,4) S — 0S1 | o1
(R56) S — 1S0 | 10
(R78) U — U0 | O

aus.Hierbeisind die Regeln sogewahlt,dassmanmit denRegelnR1,R3,R4,R7,R8
Woaorter der Form 0™1™M0", und mit denRegeln R2, R5, R6, R7, R8 Worter der Form
0™1"0" herleitenkann.Gilt n = m, sosteherbeideMoglichkeitenoffen. Sobesitztdas
Wortw = 021202 z.B. folgendeHerleitungen:

(H1) S = SU = 0SIU = 0S1WUO0 = 0010 = 001100
(H2) S = SU = SUO = S§00 = 05100 = 001100
(H3) S = US = UOS = 00§ = 001SO = 001100

Die ersterbeidenHerleitungersind aquivalent,undfilhrenzu demHerleitungsbaum

Die zugeldrige (zu H1 undH2 aquivalente)Linksherleitungst
S = SU = 0SIU = 001U = 00110 = 001100

DerzuH3 gelbrendeHerleitungsbaunist
S
/U \/ \S
VAN
u 01 S 0
| /\
0 1 0

Die HerleitungH3 (die bereitseine Linksherleitungist) ist alsozu H1 und H2 nicht
aquialent.

Besitztein Wort w nichtaquivalenteHerleitungen(d.h. verschiedend.inksherlei-
tungen)in einer GrammatikG, so heif3tes mehdeutig (bzgl. G), und die Gramma-
tik G heistmehdeutig wennesbzgl. G mindestensin mehrdeutigeSerminalwort
gibt. Eine kontextfreie SpracheL heil3tinharent mehdeutig wenn jede kontextfreie
Grammatik die L erzeugtmehrdeutigst. Die GrammatikG ist, wie dasBeispielwort
w = 021207 zeigt, mehrdeutig Die mehrdeutigeWorter sind (wie manleicht zeigen
kann)geradedie WorterderFormw = 0™1M0™ (m> 1). Mankannweiterzeigen(nicht
soeinfach),dasgie Sprachd. inharentmehrdeutigst. 1)
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Um zu zeigen,dassjede kontextfreie Spracheauchkontextsensitv ist, gebenwir zu
jederkontextfreien GrammatikG eineaquialenteh-treuekontextfreie GrammatikG'
an.Die GrammatikG' ist danninsbesonderkontextsensitv.

24.2 SaTz. ZujederkontextfreienGrammatikG = (N, T, P, S) kannmaneffektiv eine
aquivalentekontextfreie GrammatikG' = (N', T,P', S) angebendie A-treuund sepa-
riert ist.

24.3 KOROLLAR. KF CKS. d

Zum Beweisvon Satz24.2 zeigenwir zunachst,dassmanfur einekontextfreie Gram-
matik G die eliminierbaren d.h.in dasleere Wort tiberfihrbarenVariableneffektiv
bestimmerkann.

24.4LemMA. Die Menge
E={XeN:X %A}

dereliminierbareriariableneinerkontextfreienGrammatikG = (N, T, P, §) l&sstsich
effektiv bestimmen.

BEwEIS. Die MengenE, (n>> 1) seieninduktiv definiertdurch

Bt = {XeN:X—=AeP}
Eny1 = EnU{XeN:3IweE;(X—=weP)}.

Offensichtlichlassersichdie MengenE, effektiv angebenundesgilt
Et CEECEC...

Da die MengenE; in derendlichenMengeN enthaltersind, wird dieseKetteschliel3-
lich statiordr, d.h.esgibt np minimal mit E, = Eq, fur allen > ng, alsoEq, = Up>1 En.
NachDefinition derMengenE, konnenwir ng (unddamitEn,) effektiv bestimmenEs
gilt namlich

No = UN(En = Eny1),

daEn = Eny1 impliziert, dassE, = E fur allem > n gilt (Induktion!).

Es geriigt also, E = E,, zu zeigen.Hierzu zeigt man zurichstE, C E fir alle
n durch einetriviale Induktion nachn. Zum Nachweisder UmkehrungE C Ep, hat
manfir gegebenex € E zu zeigen,dassX € E, fir ein geeignetesi unddamitauch
X € En, gilt. WegenX € E gibt eseineHerleitung

X=Wh = Wn1 = ... = W1 = Wo=A,

die X in n Schritten(n > 1 geeignet)in A Uberiuhrt. Mit einer(einfachen)induktion
zeigtmanbhierfur, dassw; € E? gilt, alsoinsbesonderX < En. O

Wir kdonnennunSatz24.2beweisen.

BEWEIS VON SATZ 24.2. WegenLemmaz23.2konnenwir davon ausgehendassdie
GrammatikG = (N, T, P, S) bereitsseparierist. Esbleibt die A-Treuesicherzustellen.
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WegenLemma?24.4konnenwir effektiv feststellenpb A in dervon G erzeugterSpra-
cheliegt, daA € L(G) genaudanngilt, wenndasAxiom Seliminierbarist, d.h.Se E
gilt. Es geriigt also, eine A-freie kontextfreie GrammatikG = (N, T,B, é) anzugeben
mit L(G) = L(G) — {A}. Ist namlich A ¢ L(G), soist G die gewiinschte zu G aqui-
valente\-treueund separiertéGrammatikG'. Gilt A € L(G), soerhalt manG' ausG,
indemmaneinneuesAxiom hinzuflugt,dasin dasalte Axiom Uberfuhrtodereliminiert
werdenkann.D.h.G' = (NU{S},T,PU{S - S§S = 1},9).

Die GrammatikG erhélt manausder GrammatikG, indemmanalle A-Regelnvon
G weglasst.Fur jede Umformungsrgel X — Y1...Y, (n > 1) nimmt mandafur alle
VariantenX — w hinzu,wobeiw #£ A ausY; .. .Y, durchWeglassenvon frei gevahlten
VorkommereliminierbareVariablenentsteht.

Esist klar, dassin G nur nichtleereWorterausL(G) herleitbarsind. Benutztman
namlichin eineré-HerIeitungvon z eineVarianteX — w einerRegel X — Y1...Y;
ausP, sokannmandieseRegelanwendungn G simulieren,indemmanzurachstdie
Regel X — Y; ... Yy anwendetunddanndie in w weggelasseneXariableny; eliminiert.
(Formalbeweistmandie entsprechendAussagédiir SatzformerdurchHerleitungsin-
duktion.)

Zum Nachweisder UmkehrungL(G) — {A\} C L(G) fuhrenwir die Grammatik
G=(N,T,P,§ mitP=PUPU{X —A: X € E} einundzeigen

we L(G) — {A} = w besitzteineG-Herleitung,

, (24.1)
in derkeineA-Regel angevendetwird.

Dies geriigt, danachDefinition von G die GrammatikerG und G , Teilgrammatiketh

von G sind, wobeiG alle G- Regeln mit Ausnahmeder \-Regeln enthalt. Ist alsow €
L(G) —{A}, sogilt auchw € L(G) — {A} unddienach(24.1)existierende\-Regel-freie

G-Herleitungvonw ist zuglelchelneG Herleitung,weshalbw € L(G).

Zum Nachweisvon (24.1) zeigenwir durch Induktion nachn, dasssich jede G-
HerleitungH der Langen einesTerminalwortesy # A in eine \-Regel-freie G-Her-
leitungH’ desselbeiVortestiberihrenlasst.

Sei also solch eine HerleitungH der Langen gegeben,wobei wir 0.B.d.A. da-
von ausgehekodnnen,dassin H eineA-Regel Y — A angevendetwird. (Andernfalls
konnenwir H = H wahlen.)DaH einWortw # A herleitet kanndie Regel Y — A nicht
die ersteRegelanwendungein(alsoinsbesonderemussn > 1 sein).Da G separierist,
mussalsoY zuvor durcheineUmformungsrgelX — Y; ... Yy erzeugtvordensein,d.h.
Y =Y, fureini € {1,..., m}. Die beidenRegelanwendungeX — Y1...YnundY — A
konnerwir jedochdurchdie AnwendungderRegelr =X — Y1...Yi—1Yi+1...Ymerset-
zen.(Manbeachtegdassfirm> 2,r e PC P, daY =Y, e E gilt. Istm=1,d.h.X = Y,
mitY =Y;, soistmitY € E auchX € E, weshaltr = X — A € P nachDefinitionvonP.)
Diesliefert eineHerleitungHp vonw derLangen — 1. NachInduktionswraussetzung
gibt esdannabereineA-Regel-freieHerleitung(H’ :=)Hg vonw. m]

Satz24.2lasstsich durchEinschiankungder zulassigendmformungsrgelnnoch
versclarfen.

24.5 DEFINITION. Eine kontextfreie GrammatikG = (N, T,P,§) ist in Chomsky-
Normalform wennG A-treuist und nebender eventuellenA\-Regel S— A nur Regeln
derForm

X—=YZ und X—a (X,Y,ZeN,acT)
enthalt.
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24.6 Satz. Jedekontextfreie GrammatikG = (N, T,P S lasstsich effektiv in ei-
ne aquivalentekontetfreie GrammatikG' = (N', T,P, S) in Chomsly-Normalform
liberfihren.

BEwEIS. NachSatz24.2durfenwir annehmengdassdie gegebeneGrammatikG A-
treuundseparierist. Esgeriigtdann,Umformungsrgein

X—=Y1...Yn mitn=121odern>3

durchRegelnderzulassigerGestaltzu ersetzen.

Wir erreichendiesin zwei Schritten,indemwir zurachsteine zu G aquivalente
GrammatikG = (N,T, P S) angebenijn der Umformungsrgeln mit zu langenKon-
klusioneneliminiertsind,unddanndie zu G aquialenteGrammatikG' = (N', T,P, S
angebendie auchkeineVariablenumbenennungenehrenttalt.

Die GrammatikG entstehtausG, indemmanjedeRegel X — Y1...Yya mit n > 3
durchdie Regeln

X — lez
Zz — Y223

Zn1 = YaiYn

ersetztwobeidie VariablenZy, .. ., Z,—1 neu(undfur jedeRegel verschiedengind.
Zur EliminationderVariablenumbenennungéenG definierenwir fir jedeVariable
X € N die Menge

UX) = {¥eN:X=Y}
derVariablenjn die X Uiberfuhrtwerdenkann,undersetzeralle Umbenennungsgein
X—>Y1|Y2| |Yk
mit PramisseX durchdie Regeln

X — a, wobeidY eU(X)(Y »aeP)
X Z1Z,,  wobeidY € U(X)(Y = Z1Z, € B).

Die sodefinierteGrammatikG' kannmaneffektiv ausG gewinnen,damandie Mengen
U (X) effektiv berechnerkann. Hierzu beobachtetnan (ahnlichwie im Beweis von
Lemma24.4),dassJ (X) derkleinsteFixpunktderdurch

Uo(X) = {X}
Un1(X) = Un(X)U{YeN:3IZecUy(X)(Z—Y eP)}

definiertenaufsteigendefolgeUp(X) C Uy (X) C ... ist.
Auf denformalenBeweis,dassL(G) = L(G) = L(G') gilt, verzichterwir. o

DerfolgendeSatzist ein wichtigesWerkzeugzumNachweisder Nichtkontextfrei-
heitvon Sprachen.
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24.7 SATZ. (PUMPING LEMMA FUR KF) Zu jederkontextfreienSpraché C 3* gibt
eseineZahlp € N, sodasgedesWortzc L derLangelz| > p eineZerlegungz = uvwxy
in Teilworteru,v,w, X,y € 2* mit folgendenEigenschaftebesitzt:

(i) VX#£ A
(i) lvwx < p
(i) ¥n>0(zy=uwxyelL)

HierbeiladsssichsolcheineZahl p augiederkontextfreienGrammatikG, diel erzeugt,
effektiv berechnen.

BEwEIS. SeiG= (N, T,P, S) einekontextfreie Grammatikin Chomslky-Normalform,
dieL erzeugtAufgrundderNormalformist jederG-Herleitungsbaunein Binarbaum.
Dain einemBinarbaunmB die Anzahlb derBlatterin der Tiefet desBaumegd.h.der
Langet deslangsterPfadest die AnzahlderKanten,d.ht + 1 die AnzahlderKnoten
desPfadesyurch

b< 2t+l

beschanktist, folgt hieraus,dassiedesWort z € L mit |z > 2!*1 einenHerleitungs-
baumder Tiefe > t hat. Wahlenwir alsop = 2INI+2 4 1 ein Wort ze L mit |z > p

und einenG-HerleitungsbaunB von z, so hatB die Tiefet > ||N|| 4 1.Ist alsod ein
PfadmaximalerLangein B, sosinddesserknotenmit S= Xz, ..., %,a(X € N,ac T)

beschriftetDat > ||N||+ 1, musszumindeseineVariablemehrfachauf demPfadvor-

kommenWir kdnnenalsol < k < t maximalundhierzuk < | <t wiederummaximal
wahlen,sodassXx = X gilt. Die gewiinschteZerlegung z = uvwxydesWortesz er

haltenwir nun dadurchdasswir u undy alsdie (Inschriftender) Blatterwahlen,die
links bzw rechtsvon X, (d.h.vondenBlatternunterhalbvon X ) liegen,v undx alsdie
Blatter die unterhalbvon X, aberlinks bzw. rechtsvon X liegen,undw alsdie Blatter

die unterhalbvon X liegen:

S

u v W Xy

Um zuzeigen dasdie Zerleggungdie gewviinschterEigenschafteat,beobachtemir,
dass(durch geeigneteg\nordnender RggelanwendungenjemBaum B eine Herlei-
tungH von z entspricht

*

S = uXy = uvXxy = uvwxy
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mit Teilherleitungen

S 3 uXy (24.2)
X¢ = VXX (24.3)
X = w (24.4)

entsprichtDa k < I, hathierbeidie Herleitung(24.3)die Lange> 1, weshalbwegen
der Normalformvon G, vx# A, alsodie Anforderung(i) andie Zerlegungerfullt ist.
Da a ein Pfad maximalerLangeist, und k maximal gavahlt wurde, kommt es echt
unterhalbvon X, aufkeinemPfadzu Variablenwiederholunge.h. der Teilbaumvon
B mit Wurzel X hat Tiefe < ||N|| + 1, und damit hat dasaus Xy (geraf (24.3) und
(24.4))hegeleiteteTeilwort vwxvon z die Lange

|VW)4 S 2”N”+2 <p

Hiermit ist alsoauch(ii) erfullt. Zum Nachweisvon (i) misserwir z, = uvVwx'y € L
fur jedesn > 0 zeigen.Da Xx = X, erhaltenwir jedochaus(24.2)-(24.4)folgende
Herleitungfir zy:

uXy ((24.2))
uv'Xxy (nmal (24.3))
=S wwXly  ((24.4)

*

=
*

=

wobeiwir X fur X, = X geschriebemaben. m|
24.8 KOROLLAR. KF c KS.

BeEweEls. Dawir KF C KSbereitggezeighabengeriigtes,eineSprachd. € KS—KF

anzugebenWir wahlenhierfur L = {0"1"0" : n > 1}, fur die wir in Beispiel 21.11
in Abschnitt21 bereitseineGrammatikvom Erweiterungsty@angegebenhabenNach
Satz23.3gilt alsoL € KS. DenBeweis,dasd._ nichtkontextfrei ist, fihrenwir indirekt.
Fur einenWiderspructnehmerwir an,dass. € KF gelte.NachdemPumpingL,emma
gibt esdanneine Zahl p, sodasgedesz € L mit |z| > p eine Zerlggung z = uvwxy
mit denobenanggebenerEigenschafteri), (i) und (iii) besitzt.Wir wahlennunfir
z = 0P1POP solch eine Zerlegung und betrachterdas Wort zo = uWPwxly = uwy, das
nach(iii) wiederumzu L getbrt, alsodie Gestaltzg = uwy= 091904 fiir eing > 1 hat.
Da |vw¥{ < p nach(ii), mussjedochder ersteBlock OP von z ein Anfangsstick von
u oderder zweite Block OP von z ein Endstick von y sein(oderbeides)weshalbdas
WeglassendesTeils vx ausz in zg zumindesteinendieserBlocke unverandertlasst.
Diesbedeutetiber dassqg = p, alsozy = z geltenmuss.Der weggelassenéeil vxvon
zistalsoleer, im Widerspructeu (i). a

Ein Beispielfur eine SprachdiberdemunarenAlphabet,die kontextsensitv, aber
nicht kontextfrei ist, ist die SprachelL = {O”2 :n>0}. Um L € KS zu zeigen,gibt
manentwederinekontextsensitve Grammatikan,odermaniiberzeugsich,dassnan
L mit linearemPlatzbedarerkennerkann.DassL ¢ KF gilt, zeigtmanmit Hilfe des
PumpingLemmasHierzubeobachtemnan,dassur jedeunendlich&ontextfreie Spra-
chel die LuckenzwischendenLangender Worter in L linear beschanktsind, d.h.
eseineZahl p gibt, sodasssfir allen ein Wortw € L mit np < |w| < (n+ 1)p gibt.
Firr einekontextfreie Sprache. = {07(™ : n > 0} tiber{0}* bedeutetliesaber dass
f(n) € O(n) gilt (Ubung!).
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Aus demPumping-Lemmdolgt weiter, dass-im Gegensatzum Fall derkontext-
sensitven Grammatiken- dasLeerheits-und Unendlichkeitsprot@mfur kontextfreie
Grammatikerentscheidbasind.

24.9 Satz. Fir einekontetfreie Grammatikkann maneffektiv feststellenob L(G)
leeroderunendlichist.

BEWEIS. Gegebeneine kontextfreie GrammatikG, kdonnenwir eine Zahl p wie im
PumpingLemmafirL = L(G) C Z* effektiv bestimmenWir behauptendass

L#0 & 3IweZ'(jw<p&wel) (24.5)
Lunendlich & 3IweZ" (p<|w|<2p&welL) (24.6)

Da dasWortproblemfiir kontextfreie Grammatikerentscheidbaist?, konnenwir die
rechtenSeitenin (24.5)und (24.6) effektiv Uberpfifen,da die Mitgliedschaftin L fur
einevorgegebeneendlicheMengevon Worternzu testenist. Daherliefern (24.5)und
(24.6)Entscheidungsarfahrerfiir dasLeerheitsbzw Unendlichkeitsproblerfiir KF.

Zum Beweis der nichttrivialenRichtung,,=" in (24.5)nehmenwir L # 0 anund
wahleneinWort ze L minimalerLange undnehmerfur einenWiderspruchizl > p an.
NachdemPumpingLemmagibt esdanneine Zerleggungz = uvwxyvon z mit vx # A
undzy = uwye L. Dal|z| = |7 — |v¥ < |Z] gilt, widersprichtdiesder Minimalitatvon
z

Zum Beweisvon,,=" in (24.6)nehmerwir L unendlichan.L enthalt dannbeliebig
langeWorter, weshalbwir ein Wort z mit minimalerLange> p wahlenkdnnen Dass
dann|z] < 2p geltenmuss,zeigtmanwiedermit demPumpingLemma.Gilt namlich
|z| > 2p, sowahlenwir wiedereineZerlegungz = uvwxymit [vx > 0, |[vw¥{ < p und
7o = uwye€ L. Dadannaberp < || < |Z] gilt, widersprichtdiesderMinimalitatvon z

SchlieBlichzum Beweis der Richtung,,=" von (24.6) geriigt es zu beobachten,
dassdas PumpingLemmazu einemWort z € L mit |z] > p unendlichviele Worter
Z, € L (n> 1) durch,Aufpumper von Teilenvon z liefert. O

Die Verschiedenheivon KF und K S lasstsich auchdurchunterschiedlicheAb-
schlusseigenschaftelieserKlasserzeigen(vgl. Lemmata23.14und 23.15).

24.10 Satz. KF ist gggen Vereinigungund homomorpheBilder, nicht abergegen
DurchschnituindKomplementibgeschlossen.

Bewels. SindLy, Ly € KFundG; = (N;, T, R, S) GrammatikendieL; erzeugenwo-
beio.B.d.ANiN(N;UT;) =0 ({i, j} = {1,2}), soerzeugdie kontextfreie Grammatik
G=(NtUN2U{S}, iU T2, PLUP U {S— $|S:}, S) die VereinigungL, UL von Ly
undLo.

IstL C Z* kontextfrei undh: 2* — T* einHomomorphismussozeigtmanh(L) =
{h(w) :we L} € KF wie folgt. Manwahlteinekontextfreie GrammatikG = (N, Z, P, )
in Chomsly-Normalform,die L erzeugtund derenVariablenmeng® zu T disjunkt
ist. Ersetztmanin P alle Substitutiorsregeln X — a durchX — h(a), so erhalt man
einekontextfreie GrammatikG' = (N, T, P, S), dieh(L) erzeugt.

2Umw e L(G) zuentscheidenjberfihrenwir G effektiv in eineaquivalentekontextfreieGrammatikG'
in Chomsky-NormalformDieseist dannauchkontextsensiti, weshalbw € L(G'), wie im vorhegehenden
Abschnittgezeigt,entscheidbaist.
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DassKF nicht gegen den Durchschnittabgeschlosseist, zeigt dasBeispiel der
Spracherb; = {0M1M0": m;n > 1} undLy = {0M1"0" : m,n > 1}. Diesesindkontext-
frei (vgl. Beispiel21.10in Abschnitt21), aberL; NLy = {0"1"0" : n > 1} ist, wie im
Beweisvon Korollar 24.8gezeigt,nicht kontextfrei.

DasichderDurchschnitzweierSprachemit Hilfe derVereinigungunddesKom-
plementgL; ML, = L; ULy) darstelleriasstjst KF auchnicht gegenKomplementbil-
dungabgeschlossen. O

Im Gagensatzu derKlasseK S derkontextsensitvenSprachenasstsichdie Klas-
seKF der kontextfreien Spracherdurch keine KomplexitatsklassdeschreibenMan
kannzeigendass

KF C DTIME(n®)

gilt, dadasWortproblemfur jedekontextfreie Grammatikin Chomsky-Normalformin
Kubikzeit1osbarist (Algorithmusvon Cocke-Kasami-gunger s. Literatur). Fur die
nichtdeterministisch&eitkompleitatkannmandie Abschatzungverbesserzu

KF C NTIME(O(n)).

Hierzu beobachtetman, dassfir eine kontextfreie GrammatikG = (N, T,P,§ in
Chomsk/-Normalformdie Langel einerHerleitunglinearin der Langen desheige-
leitetenWortesw beschénktist: Da G A-treuist und keine Variablenumbenennungen
erlaubt,gilt I < 2n. Eine nichtdeterministisch@uringmaschinevl kanndahermit li-
nearenmZeitbedarfdie Sprachd. dadurcherkennendasssie eineLinksherleitungdes
Eingabavortesw ,errat' . Esgibt jedochsehreinfacheSprachendie nicht kontextfrei
sind,namlich

DTIME(O(n)) ¢ KF.

Ein Beispielhierfurist die Sprachg[0"1"0" : n > 1}, diein DTIME(O(n)) — KF liegt.

WennmanKF auchnicht mit RessourcenbescémktenTuringmaschineibeschrei-
benkann,sokannmandocheine Maschinen-Charakterisierunvgn KF mit Hilfe von
nichtdeterministischeKellermaschinend.h. 1-Stapel-Maschinegeben Wir verzich-
ten hier auf dennicht ganzeinfachenBeweis und eine FormalisierungdesKellerma-
schinenkonzepts.



