
24. Kontextfreie Sprachen

ObwohldasWortproblemfür kontextsensitiveSprachenentscheidbarist, ist nicht
bekannt,ob diesesauchtats̈achlich – d.h. in Polynomialzeit– entscheidbarist. Da
manallgemeinvermutet,dassNSPACE

�
O
�
n��� nicht in P enthaltenist, ist dieswegen

der gezeigtenGleichheitKS � NSPACE
�
O
�
n��� jedochunwahrscheinlich.Für kon-

textfreie Grammatiken,die wir unsin diesemAbschnittnäheransehenmöchten,kann
mandagegendie LösbarkeitdesWortproblemsin Polynomialzeitzeigen.Da auf der
anderenSeiteviele wichtige Sprachen(wie z.B. die üblichenProgrammiersprachen,
wennmanvon der Typenkonsistenzabsieht)kontextfrei sind,wurdendie KlasseKF
undTeilklassenhiervon sehreingehenduntersucht.

Aus Zeitgründenwerdenwir uns hier auf einige Aspektebeschr̈ankenmüssen.
Mit Hilfe von NormierungenkontextfreierGrammatiken,insbesonderederChomsky-
Normalform,werdenwir zeigen,dassjedekontexfreie Spracheauchkontextsensitiv
ist, undeineStruktureigenschaft(PumpingLemma)derkontextfreienSprachenherlei-
ten,die die Echtheitder Inklusion von KF in KS zeigt. Weiter werdenwir kurz auf
Abschlusseigenschaftenund Entscheidbarkeitsfragenfür KF eingehen.Eine Maschi-
nencharakterisierungvon KF werdenwir dagegennur erwähnen,abernichtbeweisen.

Ein wichtigesHilfsmittel für die Untersuchungkontextfreier Grammatikenist die
Darstellungvon Herleitungenmit Hilfe von Herleitungsb̈aumen,wie wir esschonin
Abschnitt21aneinemBeispiel(s.Beispiel21.4)getanhaben.Möglich ist dies,dadie
Pr̈amisseeinerkontextfreienRegelnurauseinerVariablenbesteht.SeiG � � N � T � P� S�
einekontextfreie Grammatik.In einemG-Herleitungsbaumeines(Terminal-)Wortes
w ist die Wurzel mit demAxiom S markiert,die Markierungender Söhneeinesmit
einerVariablenX markiertenKnotensergebendie Konklusionv einerRegel von G
mit Pr̈amisseX1, unddie Blättervon links nachrechtsgelesenergebendashergelei-
teteWort w. JederG-HerleitungkannmaneindeutigeinenG-Herleitungsbaumzuord-
nen.UmgekehrtentsprecheneinemG-Herleitungsbaumjedochi. Allg. mehrereHer-
leitungen.Dieseunterscheidensichjedochnurin derReihenfolgederRegelanwendun-
gen.FührenzweiHerleitungenzudemselbenHerleitungsbaum,nenntmandiesedaher
äquivalent.

Verlangtman,dassin einerHerleitungstetsRegelnauf die amweitestenlinks ste-
hendeVariableangewendetwerden,so sprichtman von einerLinksherleitung. Man
kannzeigen,dassmanjedemHerleitungsbaumgenaueineLinksherleitungzuordnen
kann,dadurchdie Forderung,stetsdieersteVariablezu ersetzen,dieReihenfolgeder
RegelanwendungendurchdenBaumfestgelegt ist. Insbesonderebesitztalsojedesher-
leitbareWort eineLinksherleitung.

Wir wollen dieseAussagenhier nicht beweisen,sondernbegnügenunsmit einem
erläuterndenBeispiel.

1Genauer:Im Falleeinerλ-RegelX � λ hatdermit X markierteKnoteneinenmit λ markiertenSohn.
Im FalleeinerRegelX � Y1 ���	� Yn (n 
 1) sindesn Söhne,die von links nachrechtsmit Y1 �	�	�	��� Yn markiert
sind.Wir gehenalsodavonaus,dassdie Söhnelinear(d.h.von links nachrechts)geordnetsind.
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24.1 BEISPIEL . Sei L ��
 0m1m0n : m� n � 1 ����
 0m1n0n : m� n � 1 � (vgl. Beispiel
21.10in Abschnitt 21). Eine kontextfreie GrammatikG � � N ��
 0 � 1 ��� P� S� , die L er-
zeugt,kommtmit denVariablenN ��
 S� Sl � Sr � U � unddenRegeln

(R1) S � SlU
(R2) S � USr

(R3,4) Sl � 0Sl1 � 01
(R5,6) Sr � 1Sr0 � 10
(R7,8) U � U0 � 0

aus.HierbeisinddieRegelnsogewählt,dassmanmit denRegelnR1,R3,R4,R7,R8
Wörter der Form 0m1m0n, undmit denRegeln R2, R5, R6, R7, R8 Wörter der Form
0m1n0n herleitenkann.Gilt n � m, sostehenbeideMöglichkeitenoffen.Sobesitztdas
Wort w � 021202 z.B. folgendeHerleitungen:

(H1) S � SlU � 0Sl 1U � 0Sl1U0 � 0011U0 � 001100
(H2) S � SlU � SlU0 � Sl 00 � 0Sl 100 � 001100
(H3) S � USr � U0Sr � 00Sr � 001Sr0 � 001100

Die erstenbeidenHerleitungensindäquivalent,undführenzudemHerleitungsbaum

S

Sl U

0 Sl 1 U 0

0 1 0

�� � �
�� � �

���� �
�� � �

Die zugeḧorige(zu H1 undH2 äquivalente)Linksherleitungist

S � SlU � 0Sl 1U � 0011U � 0011U0 � 001100

Der zuH3 geḧorendeHerleitungsbaumist

S

U Sr

U 0 1 Sr 0

0 1 0

�� � �
���� �

�� � �
���� �

Die HerleitungH3 (die bereitseineLinksherleitungist) ist alsozu H1 und H2 nicht
äquivalent.

Besitztein Wort w nichtäquivalenteHerleitungen(d.h. verschiedeneLinksherlei-
tungen)in einerGrammatikG, so heißtes mehrdeutig (bzgl. G), und die Gramma-
tik G heißtmehrdeutig, wennesbzgl. G mindestensein mehrdeutigesTerminalwort
gibt. Eine kontextfreie SpracheL heißt inhärent mehrdeutig, wenn jedekontextfreie
Grammatik,die L erzeugt,mehrdeutigist. Die GrammatikG ist, wie dasBeispielwort
w � 021202 zeigt,mehrdeutig.Die mehrdeutigenWörter sind (wie manleicht zeigen
kann)geradedieWörterderFormw � 0m1m0m (m � 1).Mankannweiterzeigen(nicht
soeinfach),dassdie SpracheL inhärentmehrdeutigist. �
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Um zu zeigen,dassjedekontextfreie Spracheauchkontextsensitiv ist, gebenwir zu
jederkontextfreienGrammatikG eineäquivalenteλ-treuekontextfreie GrammatikG 
an.Die GrammatikG ist danninsbesonderekontextsensitiv.

24.2 SATZ. Zu jederkontextfreienGrammatikG � � N � T � P� S� kannmaneffektiv eine
äquivalentekontextfreie GrammatikG !� � N  	� T � P �� S "� angeben,die λ-treuundsepa-
riert ist.

24.3 KOROLLAR. KF # KS. $
Zum Beweisvon Satz24.2zeigenwir zun̈achst,dassmanfür einekontextfreieGram-
matik G die eliminierbaren, d.h. in dasleereWort überf̈uhrbarenVariableneffektiv
bestimmenkann.

24.4 LEMMA . Die Menge

E �%
 X & N : X '�
G

λ �
dereliminierbarenVariableneinerkontextfreienGrammatikG � � N � T � P� S� lässtsich
effektiv bestimmen.

BEWEIS. Die MengenEn (n � 1) seieninduktiv definiertdurch

E1 � 
 X & N : X � λ & P �
En( 1 � En �)
 X & N : * w & E 'n � X � w & P�+�!,

OffensichtlichlassensichdieMengenEn effektiv angeben,undesgilt

E1 # E2 # E3 #-,.,/,
Da dieMengenEi in derendlichenMengeN enthaltensind,wird dieseKetteschließ-
lich station̈ar, d.h.esgibt n0 minimal mit En � En0 für allen � n0, alsoEn0 �10 n2 1En.
NachDefinitionderMengenEn könnenwir n0 (unddamitEn0) effektiv bestimmen.Es
gilt nämlich

n0 � µn
�
En � En( 1 �3�

daEn � En( 1 impliziert, dassEn � Em für allem � n gilt (Induktion!).
Es gen̈ugt also,E � En0 zu zeigen.Hierzu zeigt man zun̈achstEn # E für alle

n durch einetriviale Induktion nachn. Zum Nachweisder UmkehrungE # En0 hat
manfür gegebenesX & E zu zeigen,dassX & En für ein geeignetesn unddamitauch
X & En0 gilt. WegenX & E gibt eseineHerleitung

X � wn � wn4 1 �5,.,.,6� w1 � w0 � λ �
die X in n Schritten(n � 1 geeignet)in λ überf̈uhrt. Mit einer(einfachen)Induktion
zeigtmanhierfür, dasswi & E 'i gilt, alsoinsbesondereX & En. $

Wir könnennunSatz24.2beweisen.

BEWEIS VON SATZ 24.2. WegenLemma23.2könnenwir davon ausgehen,dassdie
GrammatikG � � N � T � P� S� bereitssepariertist. Esbleibt die λ-Treuesicherzustellen.
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WegenLemma24.4könnenwir effektiv feststellen,ob λ in dervonG erzeugtenSpra-
cheliegt, daλ & L

�
G� genaudanngilt, wenndasAxiom Seliminierbarist, d.h.S & E

gilt. Es gen̈ugt also,eineλ-freie kontextfreie GrammatikG̃ � � Ñ � T � P̃� S̃� anzugeben
mit L

�
G̃ �7� L

�
G�98:
 λ � . Ist nämlich λ ;& L

�
G� , so ist G̃ die gewünschte,zu G äqui-

valenteλ-treueundseparierteGrammatikG . Gilt λ & L
�
G� , soerḧalt manG ausG̃,

indemmaneinneuesAxiom hinzufügt,dasin dasalteAxiom überf̈uhrtodereliminiert
werdenkann.D.h. G � � Ñ �)
 S �!� T � P̃ �)
 S � S̃� S � λ �!� S � .

Die GrammatikG̃ erḧalt manausderGrammatikG, indemmanalle λ-Regelnvon
G weglässt.Für jedeUmformungsregel X � Y1 ,.,/, Yn (n � 1) nimmt mandafür alle
VariantenX � w hinzu,wobeiw ;� λ ausY1 ,.,.,Yn durchWeglassenvon frei gewählten
VorkommeneliminierbarerVariablenentsteht.

Es ist klar, dassin G̃ nur nichtleereWörterausL
�
G� herleitbarsind.Benutztman

nämlich in einerG̃-Herleitungvon z eineVarianteX � w einerRegel X � Y1 ,.,/, Yn

ausP, sokannmandieseRegelanwendungin G simulieren,indemmanzun̈achstdie
RegelX � Y1 ,/,., Yn anwendetunddanndie in w weggelassenenVariablenYi eliminiert.
(Formalbeweistmandie entsprechendeAussagefür SatzformendurchHerleitungsin-
duktion.)

Zum Nachweisder UmkehrungL
�
G�<8:
 λ �=# L

�
G̃� führenwir die Grammatik

Ĝ � � N � T � P̂� S� mit P̂ � P � P̃ �>
 X � λ : X & E � einundzeigen

w & L
�
Ĝ�?8@
 λ �A� w besitzteineĜ-Herleitung,

in derkeineλ-Regelangewendetwird.
(24.1)

Diesgen̈ugt, danachDefinition von Ĝ die GrammatikenG undG̃
”
Teilgrammatiken“

von Ĝ sind,wobeiG̃ alle Ĝ-Regelnmit Ausnahmederλ-Regelnentḧalt. Ist alsow &
L
�
G�B8C
 λ � , sogilt auchw & L

�
Ĝ�B8C
 λ � unddienach(24.1)existierendeλ-Regel-freie

Ĝ-Herleitungvon w ist zugleicheineG̃-Herleitung,weshalbw & L
�
G̃� .

Zum Nachweisvon (24.1)zeigenwir durch Induktion nachn, dasssich jedeĜ-
HerleitungH der Längen einesTerminalwortesw ;� λ in eineλ-Regel-freieĜ-Her-
leitungH  desselbenWortesüberf̈uhrenlässt.

Sei also solch eine HerleitungH der Längen gegeben,wobei wir o.B.d.A. da-
von ausgehenkönnen,dassin H eineλ-RegelY � λ angewendetwird. (Andernfalls
könnenwir H  D� H wählen.)DaH einWortw ;� λ herleitet,kanndieRegelY � λ nicht
dieersteRegelanwendungsein(alsoinsbesonderemussn � 1 sein).Da Ĝ separiertist,
mussalsoY zuvor durcheineUmformungsregelX � Y1 ,.,/, Ym erzeugtwordensein,d.h.
Y � Yi für ein i &�
 1 �.,/,.,	� m� . Die beidenRegelanwendungenX � Y1 ,.,.,Ym undY � λ
könnenwir jedochdurchdieAnwendungderRegel r � X � Y1 ,/,., Yi 4 1Yi ( 1 ,.,.,Ym erset-
zen.(Manbeachte,dass,für m � 2, r & P̃ # P̂, daY � Yi & E gilt. Ist m � 1, d.h.X � Yi

mit Y � Yi , soist mit Y & E auchX & E, weshalbr � X � λ & P̂ nachDefinitionvonP̂.)
Diesliefert eineHerleitungH0 von w derLängen 8 1. NachInduktionsvoraussetzung
gibt esdannabereineλ-Regel-freieHerleitung

�
H  : �E� H  0 von w. $

Satz24.2lässtsichdurchEinschr̈ankungderzulässigenUmformungsregelnnoch
verscḧarfen.

24.5 DEFINITION. Eine kontextfreie Grammatik G � �
N � T � P� S� ist in Chomsky-

Normalform, wennG λ-treu ist undnebendereventuellenλ-Regel S � λ nur Regeln
derForm

X � YZ und X � a
�
X � Y � Z & N � a & T �

entḧalt.
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24.6 SATZ. Jedekontextfreie GrammatikG � �
N � T � P� S� lässtsich effektiv in ei-

ne äquivalentekontextfreie GrammatikG F� � N  	� T � P �� S "� in Chomsky-Normalform
überf̈uhren.

BEWEIS. NachSatz24.2dürfenwir annehmen,dassdie gegebeneGrammatikG λ-
treuundsepariertist. Esgen̈ugtdann,Umformungsregeln

X � Y1 ,.,.,Yn mit n � 1 odern � 3

durchRegelnderzulässigenGestaltzuersetzen.
Wir erreichendies in zwei Schritten,indem wir zun̈achsteinezu G äquivalente

GrammatikG̃ � � Ñ � T � P̃� S� angeben,in der Umformungsregeln mit zu langenKon-
klusioneneliminiertsind,unddanndiezu G̃ äquivalenteGrammatikG G� � N  �� T � P 	� S�
angeben,dieauchkeineVariablenumbenennungenmehrentḧalt.

Die GrammatikG̃ entstehtausG, indemmanjedeRegel X � Y1 ,.,.,Yn mit n � 3
durchdieRegeln

X � Y1Z2

Z2 � Y2Z3

...

Zn4 1 � Yn4 1Yn

ersetzt,wobeidieVariablenZ1 �.,/,.,	� Zn4 1 neu(undfür jedeRegel verschieden)sind.
Zur EliminationderVariablenumbenennungenin G̃ definierenwir für jedeVariable

X & Ñ dieMenge

U
�
X �)�-
 Y & Ñ : X '�

G
Y �

derVariablen,in dieX überf̈uhrtwerdenkann,undersetzenalleUmbenennungsregeln

X � Y1 � Y2 �H,.,.,I� Yk

mit Pr̈amisseX durchdieRegeln

X � a � wobei * Y & U
�
X � � Y � a & P̃�

X � Z1Z2 � wobei * Y & U
�
X � � Y � Z1Z2 & P̃ �D,

DiesodefinierteGrammatikG kannmaneffektiv ausG̃ gewinnen,damandieMengen
U
�
X � effektiv berechnenkann.Hierzu beobachtetman(ähnlichwie im Beweis von

Lemma24.4),dassU
�
X � derkleinsteFixpunktderdurch

U0
�
X �J� 
 X �

Un( 1
�
X �J� Un

�
X ���>
 Y & Ñ : * Z & Un

�
X � � Z � Y & P̃�.�

definiertenaufsteigendenFolgeU0
�
X �K# U1

�
X �K#L,.,., ist.

Auf denformalenBeweis,dassL
�
G�H� L

�
G̃�H� L

�
G �� gilt, verzichtenwir. $

Der folgendeSatzist einwichtigesWerkzeugzumNachweisderNichtkontextfrei-
heit vonSprachen.
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24.7 SATZ. (PUMPING LEMMA FÜR KF) Zu jederkontextfreienSpracheL # Σ ' gibt
eseineZahl p &=M , sodassjedesWort z & L derLänge � z�.� p eineZerlegungz � uvwxy
in Teilwörteru � v� w� x � y & Σ ' mit folgendenEigenschaftenbesitzt:

(i) vx ;� λ

(ii) � vwx�GN p

(iii) O n � 0
�
zn � uvnwxny & L �

HierbeilässtsichsolcheineZahl p ausjederkontextfreienGrammatikG, dieL erzeugt,
effektiv berechnen.

BEWEIS. SeiG � � N � T � P� S� einekontextfreie Grammatikin Chomsky-Normalform,
dieL erzeugt.AufgrundderNormalformist jederG-HerleitungsbaumeinBinärbaum.
Da in einemBinärbaumB dieAnzahlb derBlätterin derTiefe t desBaumes(d.h.der
Länget deslängstenPfades,t dieAnzahlderKanten,d.ht P 1 dieAnzahlderKnoten
desPfades)durch

b Q 2t ( 1

beschr̈ankt ist, folgt hieraus,dassjedesWort z & L mit � z�R� 2t ( 1 einenHerleitungs-
baumder Tiefe � t hat.Wählenwir also p � 2 S N S ( 2 P 1, ein Wort z & L mit � z�R� p
undeinenG-HerleitungsbaumB von z, so hatB die Tiefe t �UT N T<P 1. Ist alsoα ein
PfadmaximalerLängein B, sosinddessenKnotenmit S � X1 �.,.,.,V� Xt � a (Xi & N � a & T)
beschriftet.Da t �1T N TIP 1,musszumindesteineVariablemehrfachaufdemPfadvor-
kommen.Wir könnenalso1 Q k N t maximalundhierzuk N l Q t wiederummaximal
wählen,so dassXk � Xl gilt. Die gewünschteZerlegungz � uvwxydesWortesz er-
haltenwir nundadurch,dasswir u undy als die (Inschriftender) Blätterwählen,die
links bzw. rechtsvonXk (d.h.vondenBlätternunterhalbvonXk) liegen,v undx alsdie
Blätter, dieunterhalbvonXk aberlinks bzw. rechtsvonXl liegen,undw alsdieBlätter,
dieunterhalbvon Xl liegen:

SW

Xk
W

Xl
W

���������������

� � � � � � � � � � � � � � �

���������

� � � � � � � � �

�����

� � � � �
u v w x y

Um zuzeigen,dassdieZerlegungdiegewünschtenEigenschaftenhat,beobachtenwir,
dass(durchgeeignetesAnordnender Regelanwendungen)demBaumB eineHerlei-
tungH von z entspricht

S '� uXky '� uvXl xy '� uvwxy
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mit Teilherleitungen

S '� uXky (24.2)

Xk '� vXl x (24.3)

Xl '� w (24.4)

entspricht.Da k N l , hathierbeidie Herleitung(24.3)die Länge � 1, weshalbwegen
der Normalformvon G, vx ;� λ, alsodie Anforderung(i) andie Zerlegungerfüllt ist.
Da α ein PfadmaximalerLängeist, und k maximalgewählt wurde,kommt esecht
unterhalbvonXk aufkeinemPfadzuVariablenwiederholungen.D.h.derTeilbaumvon
B mit Wurzel Xk hat Tiefe QXT N THP 1, und damit hat dasausXk (gem̈aß (24.3) und
(24.4))hergeleiteteTeilwort vwxvon z dieLänge

� vwx�GQ 2 S N S ( 2 N p

Hiermit ist alsoauch(ii) erfüllt. ZumNachweisvon(iii) müssenwir zn � uvnwxny & L
für jedesn � 0 zeigen.Da Xk � Xl , erhaltenwir jedochaus(24.2)-(24.4)folgende
Herleitungfür zn:

S '� uXy
���

24, 2���
'� uvnXxny

�
n mal

�
24, 3���

'� uvnwxny
���

24, 4���
wobeiwir X für Xk � Xl geschriebenhaben. $
24.8 KOROLLAR. KF Y KS.

BEWEIS. Dawir KF # KSbereitsgezeigthaben,gen̈ugtes,eineSpracheL & KS 8 KF
anzugeben.Wir wählenhierfür L �Z
 0n1n0n : n � 1 � , für die wir in Beispiel 21.11
in Abschnitt21 bereitseineGrammatikvom Erweiterungstypangegebenhaben.Nach
Satz23.3gilt alsoL & KS. DenBeweis,dassL nichtkontextfrei ist, führenwir indirekt.
Für einenWiderspruchnehmenwir an,dassL & KF gelte.NachdemPumpingLemma
gibt es danneineZahl p, sodassjedesz & L mit � z�B� p eine Zerlegung z � uvwxy
mit denobenangegebenenEigenschaften(i), (ii) und(iii) besitzt.Wir wählennunfür
z � 0p1p0p solcheineZerlegungund betrachtendasWort z0 � uv0wx0y � uwy, das
nach(iii) wiederumzu L geḧort, alsodie Gestaltz0 � uwy � 0q1q0q für einq � 1 hat.
Da � vwx�BQ p nach(ii), mussjedochder ersteBlock 0p von z ein Anfangssẗuck von
u oderder zweiteBlock 0p von z ein Endsẗuck von y sein(oderbeides),weshalbdas
WeglassendesTeils vx ausz in z0 zumindesteinendieserBlöckeunver̈andertlässt.
Diesbedeutetaber, dassq � p, alsoz0 � z geltenmuss.Der weggelasseneTeil vx von
z ist alsoleer, im Widerspruchzu (i). $

Ein Beispielfür eineSprachëuberdemunärenAlphabet,die kontextsensitiv, aber
nicht kontextfrei ist, ist die SpracheL �Z
 0n2

: n � 0 � . Um L & KS zu zeigen,gibt
manentwedereinekontextsensitiveGrammatikan,odermanüberzeugtsich,dassman
L mit linearemPlatzbedarferkennenkann.DassL ;& KF gilt, zeigtmanmit Hilfe des
PumpingLemmas.Hierzubeobachtetman,dassfür jedeunendlichekontextfreieSpra-
cheL die LückenzwischendenLängender Wörter in L linear beschr̈ankt sind, d.h.
eseineZahl p gibt, sodassesfür alle n ein Wort w & L mit np Q[�w �\Q � n P 1� p gibt.
Für einekontextfreie SpracheL �U
 0 f ] n̂ : n � 0 � über 
 0 � ' bedeutetdiesaber, dass
f
�
n�<& O

�
n� gilt (Übung!).
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AusdemPumping-Lemmafolgt weiter, dass– im GegensatzzumFall derkontext-
sensitivenGrammatiken– dasLeerheits-undUnendlichkeitsproblemfür kontextfreie
Grammatikenentscheidbarsind.

24.9 SATZ. Für einekontextfreie Grammatikkannmaneffektiv feststellen,ob L
�
G�

leeroderunendlichist.

BEWEIS. Gegebeneinekontextfreie GrammatikG, könnenwir eineZahl p wie im
PumpingLemmafür L � L

�
G�K# Σ ' effektiv bestimmen.Wir behaupten,dass

L ;� /0 _ * w & Σ ' � �w �3N p& w & L � (24.5)

L unendlich _ * w & Σ ' � p Q`�w �3N 2p& w & L � (24.6)

Da dasWortproblemfür kontextfreie Grammatikenentscheidbarist2, könnenwir die
rechtenSeitenin (24.5)und (24.6)effektiv überpr̈ufen,da die Mitgliedschaftin L für
einevorgegebeneendlicheMengevon Wörternzu testenist. Daherliefern (24.5)und
(24.6)Entscheidungsverfahrenfür dasLeerheits-bzw. Unendlichkeitsproblemfür KF.

Zum Beweis dernichttrivialenRichtung
”
� “ in (24.5)nehmenwir L ;� /0 an und

wähleneinWort z & L minimalerLänge,undnehmenfür einenWiderspruch� z�+� p an.
NachdemPumpingLemmagibt esdanneineZerlegungz � uvwxyvon z mit vx ;� λ
undz0 � uwy & L. Da � z0 �D�a� z�/8b� vx�\Nc� z� gilt, widersprichtdiesderMinimalit ätvon
z.

ZumBeweisvon
”
� “ in (24.6)nehmenwir L unendlichan.L entḧalt dannbeliebig

langeWörter, weshalbwir ein Wort z mit minimalerLänge � p wählenkönnen.Dass
dann � z�RN 2p geltenmuss,zeigtmanwiedermit demPumpingLemma.Gilt nämlich
� z�G� 2p, sowählenwir wiedereineZerlegungz � uvwxymit � vx�\d 0, � vwx�GQ p und
z0 � uwy & L. Dadannaberp QL� z0 �3N`� z� gilt, widersprichtdiesderMinimalit ätvon z.

Schließlichzum Beweis der Richtung
”
� “ von (24.6) gen̈ugt eszu beobachten,

dassdasPumpingLemmazu einemWort z & L mit � z�R� p unendlichviele Wörter
zn & L (n � 1) durch

”
Aufpumpen“ von Teilenvonz liefert. $

Die Verschiedenheitvon KF und KS lässtsich auchdurchunterschiedlicheAb-
schlusseigenschaftendieserKlassenzeigen(vgl. Lemmata23.14und23.15).

24.10 SATZ. KF ist gegen Vereinigungund homomorpheBilder, nicht abergegen
DurchschnittundKomplementabgeschlossen.

BEWEIS. SindL1 � L2 & KF undGi � � Ni � Ti � Pi � Si � Grammatiken,dieLi erzeugen,wo-
beio.B.d.A.Ni e � Nj � Tj �H� /0 ( 
 i � j �7�f
 1 � 2 � ), soerzeugtdiekontextfreieGrammatik
G � � N1 � N2 �)
 S��� T1 � T2 � P1 � P2 �)
 S � S1 �S2 �!� S� die VereinigungL1 � L2 von L1

undL2.
Ist L # Σ ' kontextfrei undh : Σ ' � T ' einHomomorphismus,sozeigtmanh

�
L �H�


 h � w� : w & L ��& KF wie folgt. ManwählteinekontextfreieGrammatikG � � N � Σ � P� S�
in Chomsky-Normalform,die L erzeugt,und derenVariablenmengeN zu T disjunkt
ist. Ersetztman in P alle SubstitutionsregelnX � a durchX � h

�
a� , so erḧalt man

einekontextfreieGrammatikG g� � N � T � P �� S� , dieh
�
L � erzeugt.

2Um w h L i Gj zu entscheiden,̈uberf̈uhrenwir G effektiv in eineäquivalentekontextfreieGrammatikGk
in Chomsky-Normalform.Dieseist dannauchkontextsensitiv, weshalbw h L i Gklj , wie im vorhergehenden
Abschnittgezeigt,entscheidbarist.
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DassKF nicht gegendenDurchschnittabgeschlossenist, zeigt dasBeispiel der
SprachenL1 �`
 0m1m0n : m� n � 1 � undL2 �`
 0m1n0n : m� n � 1 � . Diesesindkontext-
frei (vgl. Beispiel21.10in Abschnitt21), aberL1 e L2 ��
 0n1n0n : n � 1 � ist, wie im
BeweisvonKorollar24.8gezeigt,nichtkontextfrei.

DasichderDurchschnittzweierSprachenmit Hilfe derVereinigungunddesKom-
plements(L1 e L2 � L1 � L2) darstellenlässt,ist KF auchnichtgegenKomplementbil-
dungabgeschlossen. $

Im GegensatzzuderKlasseKS derkontextsensitivenSprachenlässtsichdieKlas-
seKF der kontextfreien SprachendurchkeineKomplexitätsklassebeschreiben.Man
kannzeigen,dass

KF # DTIME
�
n3 �

gilt, dadasWortproblemfür jedekontextfreieGrammatikin Chomsky-Normalformin
Kubikzeit lösbarist (Algorithmusvon Cocke-Kasami-Younger, s. Literatur).Für die
nichtdeterministischeZeitkomplexitätkannmandieAbscḧatzungverbessernzu

KF # NTIME
�
O
�
n���3,

Hierzu beobachtetman, dassfür eine kontextfreie Grammatik G � �
N � T � P� S� in

Chomsky-Normalformdie Längel einerHerleitunglinear in der Längen desherge-
leitetenWortesw beschr̈ankt ist: Da G λ-treu ist undkeineVariablenumbenennungen
erlaubt,gilt l Q 2n. Eine nichtdeterministischeTuringmaschineM kanndahermit li-
nearemZeitbedarfdie SpracheL dadurcherkennen,dasssieeineLinksherleitungdes
Eingabewortesw

”
err̈at“ . Esgibt jedochsehreinfacheSprachen,die nicht kontextfrei

sind,nämlich

DTIME
�
O
�
n���m;# KF ,

Ein Beispielhierfür ist dieSprache
 0n1n0n : n � 1 � , die in DTIME
�
O
�
n����8 KF liegt.

WennmanKF auchnichtmit RessourcenbeschränktenTuringmaschinenbeschrei-
benkann,sokannmandocheineMaschinen-Charakterisierungvon KF mit Hilfe von
nichtdeterministischenKellermaschinen,d.h.1-Stapel-Maschinengeben.Wir verzich-
ten hier auf dennicht ganzeinfachenBeweis undeineFormalisierungdesKellerma-
schinenkonzepts.


