23. Kontextsensitive Sprachen

In diesemAbschnittbetrachterwir die KlassederkontextsensitvenSprachenger
nachder Klasseder allgemeinenChomsky-Sprachergrof3tenKlasseder Chomsly-
Hierarchie Wir zeigen,dassdie kontextsensitven Sprachergenaudie Sprachervom
Erweiterungstypsind und benutzerdieseAquivalenzfiir eine Maschinencharakteri-
sierungderkontextsensitvenSprachenDie Sprachklass& S stimmtmit dernichtde-
terministischlinearenPlatzklasseNSPACE(n) ausder Komplexitatstheorigiberein.
Insbesondersindalso—im GegensatzudenTyp-0-Spracher kontextsensitve Spra-
chenstetsrekursiv.

Zum Nachweisder GleichheitK S = ERW fuhrenwir zurachsteine Normierung
von Grammatikerein.

23.1 DEFINITION. EineGrammatikG = (N, T, P, S) heiBtsepariert falls P nurRegeln
derForm

v—w mitve Nt we N*  (Umformungsegeln)
und

X—a mitXeN,aeT (Substitutionsegeln)

enthalt.

23.2 LEMMA. JedeGrammatikG vom Typ i € {0,1,2} odervom Erweiterungstyp
lasstsich effektiv in eine aquivalentesepariertecGrammatikG' desselbeTyps tiber-
fahren.

BEwels. SeiG = (N,T,P,S) gegebenDie GrammatikG' = (N, T,P',S) erhalt man
dadurch,dassman zu jedemTerminalzeichera eine neueVariabled einfiihrt, in den
Regelnvon G alle Vorkommenvon Terminalzeicherdurchdie entsprechendemeuen
Variablenersetzt(Umformungsrgeln von G') und die Substitutionsrgelna — a fur
jedesTerminalzeicherinzufugt. Formalist alsoN’ = NUT, wobei T = {4:ae T}

disjunktzuN und T gewahltist, und

P={-W:vasweP}uU{d—a: acT},
wobeiw dasBild h(w) vonw € (NUT)* unterdemvonhg: (NUT) — N’ mit

ho(X) =X furXeN und ho(a) =4afuraeT
erzeugterHomomorphismus : (NUT)* — N* ist. O

23.3 5AT1Z. KS=ERW
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Dajedekontextsensitive Grammatikvom Erweiterungstypst, gilt — wie im letzten
Abschnittbereitsfestgehalter- die Inklusion KS C ERW trivialerweise Zum Nach-
weisderUmkehrunggeriigt es,folgended_emmazu zeigen.

23.4LeEMMA. JedeGrammatikG vom Erweiterungstyplasstsich effektiv in eine
aquivalentekontextsensitve GrammatikG' tiberfihren.

BewEels. NachLemma?23.2kdnnenwir ohneEinschinkungdavon ausgehendass
die gegebeneGrammatikG = (N, T, P, S) vom Erweiterungstypsepariertist. Weiter
nehmerwir zurachstan,dassG A-frei ist. Wir misserdannjedeUmformungsrgel

r=X¢.. %Xmn—>Yr.. Yq (nZ m> 1,X1,...YnEN)

von G durchaqguivalentekontextsensitve Regeln ersetzenlst m > 1 (sonstist die Re-
gel r schonkontextsensiti/), so filhrenwir hierzuneueVariablenZy, ..., Zy, ein (fur
jedeRegel sinddieseVariablenverschiederzu wahlen)undersetzen durchdie kon-
textsensitvenRegeln

Xl...Xm — Z;LXZ...Xm
Z;LXZ...Xm — lez...xm

Z1... Zm2Xm—1Xm = Z1i...Zm-1Xm
Zl...Zm_lxm — Zl...ZmYm+1...Yn

Zle. . .Yn — Yl. . .Yn

Man ersetztalso (im entsprechendeKontext) zuréchstdie VariablenXy, ..., Xn-1
durchZi,...,Zn-1 unddie VariableXy, durchZmYms1 - . . Yn. Dannwerden(wiederim
entsprechendeldontext) die Hilfsvariablenz; in'Y; Uberfuhrt.

Zum Nachweis dassdie so gevonneneGrammatikG' zu G aquialentist, muss
manfir die nichttriviale InklusionL(G') C L(G) zeigen,dassin derHerleitungeines
Terminalwortesn G' jedemit X; ... Xy — Z1X2. .. Xm begonneneSimulationder G-
Regel r (durch Ausfilhrungder entsprechende@’-Regeln in der obenaufgetihrten
Reihenfolgepeendetvird (wir verzichterhier auf Details).

Enthalt G die A-Regel S— A, sokanndie obenbeschriebené&mformungdie A-
Treueverletzen(z.B.fur X; = S). HierertaltmanG' = (N, T, P/, S) dadurchdassman
zurachstGy = (N§, T, P), S) zuGo = (N, T,P— {S— A}, S) wie obenkonstruiertund
hieraus

G = (NgU{S},T,RU{S - S S —=A},9)

durchHinzufiigeneinesneuenAxioms S, daseliminiert oderin dasalte Axiom tiber
fuhrtwerdenkann,gewinnt. |

Zur Analysekontextsensitver Spracherbenutztman nichtdeterministishe linear
bestirankte Automaten(NLBA), die manals Variantenichtdeterministischefuring-
maschinerwie folgt beschreiberkann: Grob gesprocherist ein linear beschankter
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Automateine 1-Band-Turingmaschinedie nur die Felderbesuchtauf denenzu Be-
ginn der Rechnunglie Eingabesteht.Dieswird realisiertmit Hilfe von vor undnach
der EingabegesetzterRandmarkendgie wederiiberschriebemoch tiberschritterwer-
dendurfen. Ein NLBA M baginnt also seineRechnungoei Eingabew € T* mit der
Startkonfiguration

o v
=
A

wobeidie Randmarken-, < in demBandalphabeton M nichtvorkommenundO der
Startzustandion M ist. M verhalt sich dannwie eine Turingmaschineyerlasstaber
denmit > und <1 markiertenBereichnie. Ist alsodasmit > (bzw. <) beschriftetd-eld
dasArbeitsfeldvon M, sowird die Inschrift nicht verandert,und der Kopf lauft nach
rechts(bzw links) oderbleibt stehenlm Folgendemehmerwir 0.B.d.A.an,dassdas
ProgrammeinesNLBA M ausbedingtenAnweisungerbesteht,und es genaueinen
akzeptierende#ustandgibt.

Mit NLBA bezeichnerwir auchdie Klasseder SpracherL (M), die von einem
nichtdeterministischetinear beschankten AutomatenM erkanntwerden. Entspre-
chendist DLBA die Klassedervon deterministischetinearbeschanktenAutomaten
erkannteSprachenAufgrund der Definition linear beschénkter Automatenlasstsich
mit Hilfe deslinearenKompressionssatzésichtzeigen:

23.5LEMMA. Esgilt
NLBA = NSPACE(n+2) = NSPACE(O(n))
und
DLBA = DSPACE(n+2) = DSPACE(O(n)).
|

Der folgende Satz zeigt also, dassKS mit der nichtdeterministischerPlatzklasse
NSPACE(O(n)) zusammerilt.

23.6 SATz. Esléasstsichzu jederkontextsensitien GrammatikG effektiv ein NLBA
M mitL(G) = L(M) angeberundumgekehrtinsbesondergilt alsoKS = NLBA.

Wir formulierendie beidenfiir denBeweis erforderlicherBehauptungealsLemmata.

23.7 LEMMA. Jedekontextsensitive GrammatikG lasstsich effektiv in einenNLBA
M mitL(G) = L(M) tberfihren.

BeweEls. Von der gegebenerkontextsensitven GrammatikG = (N, T,P, S kdnnen
wir 0.B.d.A.annehmengasssie separiertist. Weiter gehenwir davon aus,dassG A-
frei ist. (Ist dies nicht der Fall, so mussder untenanggebeneAutomatso erweitert
werden,dasser zurachstzusatzlich testet,ob die Eingabeleerist.) Ein NLBA M, der
dievon G erzeugteSpracheakzeptiertarbeitetwie folgt: M benutztzwei Spurenwo-
beizurachstdie Eingabew auf die obereSpurkopiertunddasAxiom Saufdie untere
Spurgeschrieberwird. Auf der unterenSpurwerdendannnichtdeterministisclalle
moglichenHerleitungenvon G erzeugtjn denemur Satzformerder Lange< |w| vor-
kommen(diesealsoauf demverfigbarenPlatzabgespeichemverdenkdnnen).Da G
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vom Erweiterungstypst, ertalt man so eine Herleitungvon w, falls w € L(G) gilt.
Nach Abschlussder Herleitungvergleicht alsoM die Worter auf beidenSpurenund
akzeptierbei Gleichheit.

Im Folgendengebenwir ein ProgrammausbedingtenAnweisungenan, dasauf
diesenldeenbasiert.Der Startzustandst 0, + dereinzigeakzeptierend@ustand Die
Inschriftena der oberenund 3 der unterenSpureinesFeldesschreiberwir als Paar
(a,B). Weitersinda,a € T, Ae N, a € TUNU {b} beliebigeBuchstaberausdiesen
Alphabetenwobeib ¢ TUNU {r>, <1} dasBlankzeichervon M ist.

Die UberfuhrungeinernichtleererEingabew = a; . . .a, (n > 1) in die Spurendar
stellungzu Beginn der Simulationder G-Herleitungen

> ap...and = Dasl %2 %” a
0 3
leistendie Instruktionen
0 > > R 1
1 a (S R 2
2 a (ab R 2
2« < S 3

Zur folgendenSimulationvon G ermbglicht mandenUbegang

ay a an * ap an

I>Sb"'b§ = %(Xl"'(an

fur jedesWort W = a; ...a, der Langen, fur dasS=> h(W) gilt, wobeih: (TUNU
{b})* = (T UN)* der Homomorphismusst, der alle Vorkommenvon Blanksin W
eliminiert (d.h. dervon der Funktionh’ : TUNU {b} — (T UN)* mit h'(a) = o fur
o # bundh’(b) = A induziertwird).

Hierzubenutztmanzurachstdie Instruktionen

3 « < L 3
3 > > R 3
3 (a,0) (aa) L 3
3 (a,0) (aa) R 3

und

3 (ab) (aa) L [a]
3 (ab) (aa) R [a]
[a] (d,0) (&,b) S 3

um dasArbeitsfeldbeliebigzu bevegenbzw aufderunterenSpurdie Blanksbeliebig
zuverschieben.

JedeUmformungsrgelr = X;... Xm — Y1...Ys (1 < m< n) von G simuliertman
dannmit denlinstruktionen

3 (aXy) (aY) R [,2
ril @x) (@¥) R i+l (2<i<m)
ri] (ab) (aY) R [ri+1] (m<i<n)
[N (ab) (aYs) S 3
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undjedeSubstitutionsrgelr = X — a durch
3 (@,X) (&,a) S 3

NachAbschlusslerSimulationvon G akzeptiertM beipositvemVergleichderbeiden
Spuren

> Zl ...24 Spb..ba
3 4 +
mit Hilfe derInstruktionen
3 > > R 4
4 (a,a b R 4
4 g <1 S +
Auf denKorrektheitsbereisverzichtenwir. m]

23.8 LEMMA. JedemMNLBA M lasstsicheffektiv in eine GrammatikG vom Erweite-
rungstypmit L(M) = L(G) uberfihren.

BEWEIS. Wir gehenwie im Beweisvon Lemma21.12vor, in demdie Rechnungen
einerTuringmaschineurcheineChomsky/-Grammatiksimuliertwurden.Dabeieinem
NLBA Konfigurationsaingeund Eingabenhnge(im Wesentlichenpleich sind, ist die
Simulationhier (mit geeigneterkleinerenModifikationen)mit Hilfe einerGrammatik
vom Erweiterungstypnoglich.

Seialsoein NLBA M gageben,z, ", Z dasEingabe-bzw. Bandalphabetind die
Zustandsmengeon M, wobeio.B.d.A.ZNT = 0 gelte,und 0 und 1 der Start-bzw.
einzige akzeptierend&ustandvon M seien.Weiter kbnnenwir annehmengdassM
stetsauf derlinken Randmarke> stoppt.

Eine GrammatikG = (N, %, P, 9), die L(M) erzeugtenttalt folgendeRegeln. Fur
die endlich vielen Worter w € L(M) der Lange< 2 sichertman die Herleitbarkeit
durchRegeln S — w. Fur die anderenVorter ausL(M) wird die Herleitbarkeitdurch
Regelngesichertdie die Arbeitsweisevon M beschreibenDie Satzformernvon G be-
stehenhierzu auszwei Spuren.Wahrendein Kandidatw = a; ...a, (n > 3) fur ein
Wort w € L(M) in deroberenSpursteht,wird in derunterenSpureineausder zu w
gehdrendenStartkonfiguratiorerreichbareK onfigurationstehen Dabeischreiberwir
den Zustandvor den Buchstaberauf dem Arbeitsfeld und wahlenjedesPaar beste-
hendaus Zustandund Feldinschriftals Variablein N. Weiter verschmelzemwir die
Randmarkemit demerstenbzw. letztenBuchstabermer Bandinschrift.(Durch diese
MaRnahmerstimmenEingabe-und Konfigurationshngeexakt tiberein,weshalbwir
verkiirzendeRegeln vermeidenkdnnen.)Formal transponieremir die Spaltenekto-
ren,schreiberalso(a, ) fir a in deroberenund 3 in der unterenSpureinesFeldes.
DasAlphabetN dersyntaktischervariablenvon G wird alsonebendemAxiom Sund
einerHilfsvariablenJ alle Paare

(a,0),(a,>0),(a0<),(a z0),(az>a),(a>z0),(a,20<),(a 0z)

enthaltenwobeia€e X, a € ' undz € Z gilt.

In denfolgenRegelnsindjeweilsa,a’ € Z, a,a’,a” € I, z, Z € Z beliebigeBuch-
stabenausden genanntemlphabeten Fur jedesWortw=a;...an € Z* mit n > 3
ermdglichtmanzurachst

* al ap an
= >0a; a T and
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durchdie Regeln

(a,>0a)U
(a,a)u
- (a,a<)

S —
u —
U

Zu jeder Instruktion| = (z,a,a’, B, Z) fuhrt man Simulationsrgeln ein, die von der

KopfbevegungabhangenFur denFall derLinksbevegungB = L (anderdFalle: Ubung)
sinddies

(a>zo) — (a,Zpa)
@ra")azm) — (a,>Za")(aa’)
@ a")(aza) — (d,Za")(a )
(@,a"y(a,zo<) — (&,z0")(a da'<)

Entsprechendgimuliert man Instruktionen,die die Randmarkerbetrefen. Z.B. ent-
sprichtderInstruktionl = (z,t>, >, R, Z) die Regel

(az>a) — (a>Za)

Mit diesenSimulationsrgelnkannmanmit w in deroberenSpuralle Konfigurationen
(undnurdiese)in derunterenSpurerzeugendie M bei Eingabew erreicherkann.Ist
solch eine Konfigurationakzeptierendkann man die untereSpurauflosenmit Hilfe
derRegeln

(a,lpa) — a
a(@,a) — ad
a(@,a<) — ad

Wir verzichtenaufdenKorrektheitsbweis. a

Fassenwir die Satze23.3und23.6sowie Lemma23.5zusammenso erhaltenwir

23.9 KOROLLAR. KS=ERW = NLBA = NSPACE(O(n)).

Insbesonderést alsojedekontextsensitve Spracheekursi, woraussich die Echtheit
derinklusionKS C CH emjibt:

23.10 KOROLLAR. KSg CH.

BEwEIS. DasHalteproblenK ist rekursiv aufZhlbarabernicht rekursv. Nach Satz
21.14undKorollar23.9gilt alsoK € CH — KS. O

Setzenwir eine Godelisierungder Grammatikenvoraus,so kdnnenwir (wie am
EndevonAbschnitt21 bereitsfur allgemeineGrammatikergemachtpasWortproblem

ks={"G",x): Gkontextsensit & x€ L(G)},
dasLeerheitsproblem

LEERks = {"G7,X) : G kontextsensit/ & L(G) = 0},
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dasUnendlichkeitsprol@m

INFks= {"G",x) : G kontextsensitv & L(G) unendlic},
unddasAquivalenzproblem

AQuks={"G","G"): G,G kontextsensitv & L(G) = L(G')}

fur kontextsensitve Grammatikerbetrachten.
Im Geagensatzzum WortproblemWey fur allgemeineChosmiy-Grammatikerist
dasWortproblem\W s fiir kontexsensitve Grammatikerentscheidbar

23.11 KOROLLAR. Wks ist rekurst.

BEwEISIDEE. Um (e X) € Wks zu entscheidenberechneiman zurichstause die
GrammatikG mit Godelnummere. Ist e keine Godelnummeroder G nicht kontext-
sensity, sogilt (e,X) € Wks. Sonstfuhrt manmit Hilfe von Lemma23.7 G effektiv
in einenaquivalentenNLBA M uber fur denmaneffektiv feststellerkann,ob er die
Eingabex akzeptiert. a

Die andererobenaufgefihrtenProblemesind jedochauchfiir KS (wie im allge-
meinenFall) unentscheidbabies zeigtmanmit der Reduktionsmethodmit Hilfe der
folgendenVersclarfungdesProjektionslemmas.

23.12 LEMMA. Jederekursiy aufzihlbareSpracheA lasstsich als Projektioneiner
kontextsensitizenSpracheB darstellenDartiberhinauséasstsichauseinemindex e fiir
A (A=W,) einekontextsensitive GrammatikG, die B erzeugteffektiv berechnen.

BEwEIS. Seidie rekursiv aufzAhlbareSpracheA = W: gegeben,d.h. A entlalt alle
Worter x, fur die die e-te TuringmaschineVe stoppt.Wir definieren(wie im Beweis
desProjektionslemmas)

B= {(x,co#.. .#cn) : Co,...,Cnistterm.Me-Rechnundei Eingabee}.

(Hierbeisinddie Me-Konfigurationert; geeignetiurchWorterkodiert.) Offensichtlich
ist A die ProjektionvonB, weshalbesgeriigt,B € KSzuzeigenObeinWort co# . . . #cy
eineterminierendeMe-Rechnundei Eingabex beschreibtkannmanjedochmit einer
(deterministischenJuringmaschinehnezustzlichenPlatzbedarfalsoinsbesondere
durcheinenNLBA N uberpiifen. Dieserlasstsich dabeieffektiv ausMe gevinnen.
Mit denLemmata23.8und23.4erhaltenwir aberausN effektiv die gewiinschtekon-
textsensitve Grammatikzur Erzeugungron B. |

23.13 SATZ. LEERks, INFks undAQus sindnicht rekursiv,

BEwEIS. Zum NachweisderNichtrekursvitatvon LEERk s reduzieremwir das—nach
demSatzvon Ricenichtrekursve— Leerheitsproblem

LEER = {e: We= 0} = {e: Mcterminiertfir keineEingabg

fur Turingmaschinerauf dieseMenge.Hierzu wahlenwir mit Lemma23.12einere-
kursive Funktion f, die denIndex e einerrekursiv aufzahlbarenMenge A = W, auf
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die Godelnumme¥ = f(e) einerkontextsensitven GrammatikGy abbildet,die eine
MengeBe erzeugtderenProjektionW ist. Esgilt dann

ecLEER & A=W,leer
& Be=L(Gs(g) leer
& f(e) € LEERks

d.h.LEER <y LEERks Via f.

Hierbeihaberwir benutztdassdie MengeB = B im BeweisvonLemma23.12s0
gewahltist, dassBe genaudannleerist, wennW; leerist. Da eszu jedemx hochstens
einy mit (x,y) € Be gibt (daMe deterministisch!)gilt sogar||We|| = ||Be||. Dieszeigt,
dassauchINF = {e: W, unendlich} auf INFks vernbge f mary-one-reduzierbannd
damitauchlNFks nichtrekurs ist..

Zum NachweisderNichtrekursvitatvon AQuk s beobachtemanschlieRlich dass
LEERks auf AQuks vermbge g(e) = (e ep) mary-one-reduzierbaist, wobei ey die
Godelnummereiner kontextsensitven GrammatikGg, ist, die die leere Spracheer
zeugt:

ecLEERks & L(Ge) =0
& L(Ge) = L(Gey)
< (eep) € AQuks

O

Aus den Maschinen-Charakterisierungeier allgemeinerbzw kontextsensitven
Chomsly-Spracherkdnnenwir Abschlusseigenschafteon CH undK S ableiten,aus
denensichderenUngleichheitebenfallsergibt.

23.14 LemMA. CH ist gegen Vereinigungund Durchschnitt,nicht abergegen Kom-
plementabgeschlossei S ist gegen Vereinigung,Durchschnittind Komplementb-
geschlossen.

Bewels. Diesfolgt ausdenentsprechendefbschlusseigenschafteon RA (= CH)
bzw NSPACE(O(n))(= KS). 0

In der TheorieformalerSpracheretrachtetnanhaufignochdenAbschlussunter
Homomorphismerfoder genauerhomomorpheBilder). Ist L C 2* eine Spracheund
h:x* - T* einHomomorphismussoheif3tdie Spracheh(L) C T* mit h(L) = {h(w) :
w € L} dashomomorpheaild vonL bzgl. h.

23.15LEMMA. CH, nichtjedochK S, ist gegenhomomorpheBilder abgeschlossen.

BEwEIS. DenAbschlussvon CH gggenHomomorphismemzeigtmanunterVerwen-
dungderldentitat CH = RA. SeiL C Z* in CH, undseih: Z* — T* einHomomorphis-
mus.Dah durchseineWerteaufdeneinzelnerBuchstabetestimmist, ist h rekursi.
Wegen

xeh(l) & 3FJy(xx=hly)&yel)

folgt hieraush(L) € RA mit Hilfe der Abschlusseigenschaftelerrekursi aufzhlba-
renMengen.
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Um zu zeigen,dassK S nicht gggenhomomaorpheBilder abgeschlosseist, zeigen
wir, dassjede rekukrsi aufzahlbareSprached.h. jede Chomsly-Sprachedashomo-
morpheBild einer kontextsensitven Spracheist (woraussich die Behauptungdann
wegenKS C CH emibt). Hierzu verwenderwir Lemma23.12und die Beobachtung,
dassmanProjektioneralshomomorpheilder aufasserkann.SeialsoL € RA = CH,
L C 3*, geggebenNachLemma23.12gibt eseinekontextsensitve Sprachd.’ mit

VxeZf(xel < Jy(tyel')).

Hierbei benutzenwir das Hilfszeichen# zur Rep#sentatiorvon Paaren(x#y statt
(x,¥)), und durch eventuelleUmbenennundgdnnenwir davon ausgehengdassy ein
Wort Ubereinemzu Z disjunktenAlphabetT ist. Der von der Funktionhg : ZUT U
{#} — Z* mithp(a) = afirae Zundhg(a) = A furae T U {#} induzierteHomomor
phismush : (ZUT U {#})* — X* eliminiert danndenzweitenTeil #y, projiziert also
dasPaarx#y auf die ersteKomponenteD.h. L = h(L'). m]



