
22. Die Chomsky-Hierarchie

Durch Einschr̈ankungender syntaktischenGestaltder Regeln hat Chomsky eine
ReihevonGrammatik-Typeneingef̈uhrt.Um diesezudefinieren,müssenwir zun̈achst
eineBeschr̈ankungderRegelnmit leererKonklusionbetrachten.

22.1 DEFINITION. Sei G ��� N � T � P� S� eineGrammatik.Eine Regel w � λ heißtλ-
Regel. DieGrammatikGheißtλ-frei, wennPkeineλ-Regelentḧalt,undG heißtλ-treu,
wennentwederG λ-frei istoderwennS � λ dieeinzigeλ-Regelin P ist unddasAxiom
in keinerKonklusioneinerRegel in P vorkommt.

Für λ-treuesG gilt also λ � L � G� genaudann,wennS � λ in P vorkommt,und in
diesemFall ist S � λ dieeinzigeHerleitungdesleerenWortes.

22.2 DEFINITION. (a) JedeGrammatikG ��� N � T � P� S� ist vomTyp0.

(b) Ist die GrammatikG �	� N � T � P� S� λ-treu,undsinddie Nicht-λ-Regelnvon G von
derForm

v � w mit 
 v 
��

w 
��
soist G vom Erweiterungstyp.

(c) Ist die GrammatikG �	� N � T � P� S� λ-treu,undsinddie Nicht-λ-Regelnvon G von
derForm

xXy � xwy mit X � N � w � � N � T ����� x � y � � N � T �����
soist G kontextsensitiv(ks) odervomTyp 1.

(d) Entḧalt die GrammatikG ��� N � T � P� S� nur RegelnderForm

X � w mit X � N undw � � N � T � � �
soist G kontextfrei (kf) odervom Typ2.

(e) Entḧalt die GrammatikG ��� N � T � P� S� nur RegelnderForm

X � xYy mit X � N � Y � N � λ � x � y � T � �
soist G linear.

(f) Entḧalt die GrammatikG ��� N � T � P� S� nur RegelnderForm

X � xY mit X � N � Y � N � λ � x � T � �

soist G rechtslinearodervom Typ3.
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(g) Entḧalt die GrammatikG ��� N � T � P� S� nur RegelnderForm

X � Yx mit X � N � Y � N � λ � x � T � �
soist G linkslinear.

(h) Die GrammatikG ist einseitiglinear, wennsielinks- oderrechtslinearist.

Eine Chomsky-Grammatikvom Typ i nennenwir auchkurz Chomsky-i-Grammatik
(i ��� 0 � 1 � 2 � 3 � ).

Durch eine kontextsensitive Regel xXy � xwy wird eineVariable(X) durchein
nichtleeresWort (w) ersetzt.DieseErsetzungist jedochnur dannzulässig,wenndie
Variablein einemvorgegebenenKontext (x links undy rechtsderVariable)steht.Bei
kontextfreienRegelnX � w wird ebenfallseineVariableersetzt.Hier kanndie Regel
aberin jedemKontext angewendetwerden.Auch verlangtmanhier nicht, dassdas
Wort w, dasX ersetzt,nicht leer ist. Kontextfreie Grammatikenmüssendahernicht
λ-treuunddaheri. Allg. nicht kontextsensitiv sein.Manbeachtejedoch,dasskontext-
sensitiveRegelnnicht verkürzendsind.D.h. jedekontextsensitiveGrammatikist auch
vom Erweiterungstyp.(Die Umkehrunggilt nicht,so ist z.B. die Regel XY � YX mit
X � Y � N vom Erweiterungstyp,abernichtkontextsensitiv.)

Die (einseitig)linearenGrammatikensindspeziellekontextfreieGrammatiken,bei
denenin der KonklusionjederRegel höchstenseineVariablevorkommt.Die echten
Satzformenin HerleitungenausdemAxiom enthaltenalsogenaueineVariable,diebei
rechts-(links-)linearenGrammatikenzudemder letzte(erste)BuchstabederSatzform
ist.

Die BeziehungenzwischendenverschiedenenGrammatik-Typenkönnenwir also
wie folgt festhalten:

G kontextsensitiv � G vomErweiterungstyp� G vomTyp 0 (22.1)

G einseitiglinear � G linear � G kontextfrei (22.2)

(DasskeineweiterenBeziehungenzwischendiesenKonzeptengelten,kannmanleicht
durchBeispiel-Grammatikenbelegen.)

Die verschiedenenGrammatiktypenführenzu entsprechendenSprachklassen.

22.3 DEFINITION. Eine SpacheL ist vom Typ i, i ��� 0 � 1 � 2 � 3 � , (bzw. vom Erwei-
terungstyp,kontextsensitiv, kontextfrei, linear, rechtslinear, linkslinear), falls es eine
GrammatikG vomTyp i, i ��� 0 � 1 � 2 � 3 � , (bzw. vomErweiterungstyp,kontextsensitive,
kontextfreie,lineare,rechtslineare,linkslineare)gibt, dieL erzeugt.

Eine (Chomsky-)Sprachevom Typ i nennenwir auchkurz Chomsky-i-Sprache. Mit
CH-i, ERW, KS, KF, LIN, RLIN undLLIN bezeichnenwir entsprechenddie Klas-
senderTyp-i, Erweiterungstyp-,kontextsensitiven,linearen,rechtslinearenundlinks-
linearenSprachen.

22.4 BEISPIEL . Die Beispiel-Grammatikenund Sprachenin Abschnitt 21 sind von
folgendenTypen:Die GrammatikausdenBeispielen21.4und21.7ist kontextfrei (und
λ-frei), abernicht linear. Die Grammatikin Beispiel 21.8 ist rechtslinear, d.h. L1

�
� 0m1n : m� n � 1 ��� RLIN. DieGrammatikin Beispiel21.9ist linearaberwederrechts-
noch linkslinear, alsoL2

� � 0n1n : n � 1 ��� LIN. In Beispiel21.10habenwir eine
kontextfreie,nichtlineareGrammatikG undsehendamit,dassL3

� � 0n1n0m : n � m �
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1 ��� KF gilt. Die Grammatikin Beispiel21.11schließlichist vom Erweiterungstyp,
entḧalt abernicht kontextsensitive Regeln (z.B. die Regeln der Gruppe(IIa)). Es gilt
alsoL4

� � 0n1n0n : n � 1 ��� ERW.

Die BeziehungenzwischendenverschiedenenChomsky-Sprachklassenfassenwir in
folgendemHierarchiesatzzusammen.

22.5 SATZ. (CHOMSKY-HIERARCHIESATZ)

CH ��� CH-0��
ERW � KS ��� CH-1��

KF ��� CH-2��
LIN�

LLIN � RLIN ��� CH-3�
Wir werdenden Hierarchiesatzin den nächstendrei Abschnitten,in denenwir die
Typ-1, Typ-2 undTyp-3-Sprachengenauerbetrachtenwerden,schrittweisebeweisen.
Hierbeiwerdenwir jedochdiewenigerinteressanteSpachklasseLIN ausZeitgründen
weglassen.Wir werdensehen,dassdie SprachklassenausBeispiel1 obendie Tren-
nungenim unterenBereichbezeugen:L2 � LIN  RLIN, L3 � KF  LIN (wird nicht
gezeigtwerden),L4 � KS  KF1. Ein Beispiel für eineSprachein CH  KS ist das
Halteproblem.

Um dasZusammenfallenvonSprachklassenzuzeigen,ben̈otigenwir folgende(bei
Maschinenbereitsentsprechendbenutzte)Sprechweise.

22.6 DEFINITION. Zwei GrammatikenG und G! sind äquivalent, wennsie dieselbe
Spracheerzeugen,d.h.wennL � G� � L � G!"� gilt.

Hiermit ist z.B.dieAussage,dassERW � KS gilt, äquivalentzuderAussage,dasses
zu jederGrammatikG vom Erweiterungstypeineäquivalentekontextsensitive Gram-
matik G! gibt undumgekehrt.

AusdenBeobachtungenzudenverschiedenenGrammatik-Typenergebensichfol-
gendetrivialeBeziehungenzwischendenSprachklassenderChomsky-Hierarchie.

22.7 LEMMA . (i) KS # ERW # CH

(ii) LIN # KF

(iii) RLIN # LIN undLLIN # LIN

BEWEIS. Diesfolgt unmittelbaraus(22.1)und(22.2). $

1DadieseSprachenbinärsind,gilt die EchtheitderInklusionenRLIN % LIN % KF für Binärsprachen.
Man hat jedochgezeigt,dassfür Unärsprachen,die KlassenRLIN, LIN und KF zusammenfallen(s. Li-
teratur).Die Echtheitder InklusionenKF % KS % CH gilt dagegenauchfür Unärsprachen,wie wir sehen
werden.


