22. Die Chomsky-Hierarchie

Durch Einschankungender syntaktischerGestaltder Regeln hat Chomslky eine
Reihevon Grammatik-fpeneingefihrt. Um diesezu definierenmiisserwir zuréchst
eineBeschankungder Regelnmit leererKonklusionbetrachten.

22.1 DEFINITION. SeiG = (N,T,P,S) eineGrammatik.Eine Regel w — A heil3tA-
Rayel. Die GrammatikG heiR3tA-frei, wennP keineA-Regelenthalt, undG heil3tA-trey,
wennentwedelG A-frei istoderwennS— A die einzigeA-Regelin P istunddasAxiom
in keinerKonklusioneinerRegelin P vorkommt.

Fur A-treuesG gilt alsoA € L(G) genaudann,wennS— A in P vorkommt,und in
diesemFall ist S= A die einzigeHerleitungdesleerenWortes.

22.2 DEFINITION. (&) JedeGrammatikG = (N, T,P, S) istvomTypO.

(b) Istdie GrammatikG = (N, T, P,S) A-treu,undsinddie Nicht-A-Regelnvon G von
derForm

vow  mit v < |wl,
soist G vom Erweiterungstyp

(c) Istdie GrammatikG = (N, T, P,S) A-treu,undsinddie Nicht-A-Regelnvon G von
derForm

XXy —xwy mitXeN, we (NUT)*, xye (NUT),
soist G kontetsensitivks) odervom Typ 1.
(d) Enthaltdie GrammatikG = (N, T, P, S) nur RegelnderForm
X—=w mitXeNundwe (NUT)*,

soist G kontetfrei (kf) odervom Typ 2.
(e) Enthalt die GrammatikG = (N, T, P, S) nur RegelnderForm

X—=xXYy mitXeN, YeNUA, xyeT"

soist G linear.

(f) Enthéaltdie GrammatikG = (N, T, P, S) nur RegelnderForm
X—=xY mitXeN, YENUA XeT*,

soist G redhtslinearodervom Typ 3.
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(9) Enthaltdie GrammatikG = (N, T, P, S) nur RegelnderForm
X—=Yx mitXeNYeNUAXeT*,
soist G linkslinear.
(h) Die GrammatikG ist einseitiglinear, wennsielinks- oderrechtslineaist.

Eine Chomslky-Grammatikvom Typ i nennenwir auchkurz Chomskyi-Grammatik
(i€{0,1,2,3}).

Durch eine kontextsensitive Regel xXy — xwy wird eine Variable (X) durchein
nichtleeresWort (w) ersetzt.DieseErsetzungst jedochnur dannzulassig,wenndie
Variablein einemvorgegebenerKontext (x links undy rechtsder Variable)steht.Bei
kontextfreienRegeln X — w wird ebenfallseineVariableersetzt Hier kanndie Regel
aberin jedemKontext angevendetwerden.Auch verlangtman hier nicht, dassdas
Wort w, dasX ersetzt,nicht leer ist. Kontextfreie Grammatikenmiissendahernicht
A-treuunddabheri. Allg. nicht kontextsensitv sein.Man beachtgedoch,dasskontext-
sensitve Regeln nicht verkiirzendsind. D.h. jedekontextsensitve Grammatikist auch
vom Erweiterungstyp(Die Umkehrunggilt nicht, soist z.B. die Regel XY — YX mit
X,Y € N vom Erweiterungstypabernicht kontextsensit.)

Die (einseitig)linearenGrammatikersindspeziellekontextfreie Grammatikenbei
denenin der Konklusionjeder Regel hochstensine Variable vorkommt. Die echten
Satzformerin HerleitungerausdemAxiom enthalteralsogenaueineVariable,die bei
rechts-(links-)linearerammatikerzudemder letzte (erste)Buchstabeder Satzform
ist.

Die BeziehungerzwischendenverschiedeneGrammatik-ypenkdnnenwir also
wie folgt festhalten:

G kontextsensitv = G vom Erweiterungstyp= GvomTyp O (22.1)
G einseitiglinear = G linear = G kontextfrei (22.2)

(DasskeineweiterenBeziehungerzwischerdieserkKonzeptergelten kannmanleicht
durchBeispiel-Grammatikebelgyen.)
Die verschiedenerammatiktyperihrenzu entsprechende@prachklassen.

22.3 DEFINITION. Eine Spachel ist vom Typ i, i € {0,1,2,3}, (bzw vom Erwei-
terungstyp kontetsensitiy kontextfrei, linear, redhtslinear linkslinear), falls eseine
GrammatikG vom Typi, i € {0,1, 2, 3}, (bzw vom Erweiterungstypkontextsensitve,
kontextfreie, lineare rechtslinearelinkslineare)gibt, die L erzeugt.

Eine (Chomsly-)Sprachevom Typ i nennenwir auchkurz Chomsky-i-Spache Mit
CH-i, ERW, KS, KF, LIN, RLIN undLLIN bezeichnemir entsprechendie Klas-
sender Typ-i, Erweiterungstyp-kontextsensitven, linearen rechtslinearemnd links-
linearenSprachen.

22.4 BEISPIEL. Die Beispiel-Grammatikerund Sprachernin Abschnitt21 sind von
folgendenTypen:Die GrammatikausdenBeispieler?1.4und21.7ist kontextfrei (und
A-frei), abernicht linear Die Grammatikin Beispiel 21.8ist rechtslinegrd.h. L1 =
{0M1": m,n> 1} € RLIN. Die Grammatikin Beispiel21.9ist linearaberwedemrechts-
nochlinkslinear, alsoL, = {0"1": n > 1} € LIN. In Beispiel21.10habenwir eine
kontextfreie, nichtlineareGrammatikG und sehendamit,dassLz = {0"1"0™: n,m >
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1} € KF gilt. Die Grammatikin Beispiel21.11schlielichist vom Erweiterungstyp,
enthalt abernicht kontextsensitive Regeln (z.B. die Regeln der Gruppe(lla)). Es gilt
alsoLs = {0"1"0": n> 1} € ERW.

Die Beziehungerzwischendenverschiedenehomsly-Sprachklassefassenwir in
folgendemHierarchiesatzusammen.

22.5 SATZ. (CHOMSKY-HIERARCHIESATZ)

CH (= CH-0)
(@)}
ERW = KS(= CH-1)
(@)}
KF (= CH-2)
(@)}
LIN
(@)}
LLIN = RLIN(= CH-3)

Wir werdenden Hierarchiesatan den nachstendrei Abschnitten,in denenwir die
Typ-1, Typ-2 und Typ-3-Sprachemgenauebetrachterwerden,schrittweisebeveisen.
Hierbeiwerdenwir jedochdie wenigerinteressant&pachklassé N ausZeitgrinden
weglassenWir werdensehendassdie SprachklasseausBeispiel 1 obendie Tren-
nungenim unterenBereichbezeugent, € LIN — RLIN, L3 € KF — LIN (wird nicht
gezeigtwerden),Ls € KS— KF!. Ein Beispiel fur eine Sprachen CH — KS ist das
Halteproblem.

Um dasZusammenfallernon Sprachklasseru zeigen berdtigenwir folgende(bei
Maschinerbereitsentsprechentlenutzte)Sprechweise.

22.6 DEFINITION. Zwei GrammatikenG und G' sind aquivalent wennsie dieselbe
Spracheerzeugend.h.wennL(G) = L(G) gilt.

Hiermitist z.B. die AussagedassERW = K S gilt, aquivalentzu der Aussagedasses
zu jeder GrammatikG vom Erweiterungstypeineaquivalentekontextsensitve Gram-
matik G' gibt undumgekehrt.

Aus denBeobachtungenu denverschiedeneBrammatik-ypenemebersichfol-
gendetriviale BeziehungerzwischerndenSprachklasseder Chomsky-Hierarchie.

22.7LEMMA. (i) KSC ERWC CH
(i) LINC KF
(iii) RLIN C LIN undLLIN C LIN

BEwEIS. Diesfolgt unmittelbaraus(22.1)und(22.2). |

1DadieseSpracherbinarsind,gilt die Echtheitder InklusionenRLIN C LIN C KFfur Binarsprachen.
Man hatjedochgezeigt,dassfir Unarsprachendie KlassenRLIN, LIN und KF zusammenfalleis. Li-
teratur).Die Echtheitder InklusionenKF C KS C CH gilt dagegerauchfur Unarsprachenyie wir sehen
werden.



