
21. Termersetzungssysteme und
Chomsky-Grammatiken

In derLinguistik beschreibtmandie Syntaxvon Sprachenmit Hilfe von Gramma-
tiken.DefiniertmaneineSprachealsdie Mengeihrer Sätze,sokannmaneineGram-
matik als Regelwerkzur Beschreibung der syntaktischkorrektenSätzeder Sprache,
d.h.derSyntaxderSprache,auffassen:Durch(eventuellmehrfache)Anwendungvon
RegelnderGrammatiklässtsichdie syntaktischeKorrektheiteinesgegebenenSatzes
nachweisen(Verifikation,Akzeptor),oder– alternativ – lassensichdurchAusführung
allermöglichenAnwendungsfolgenderRegelnallekorrektenSätzederSpracheerzeu-
gen(Aufzählung,Erzeugendensystem,generative Grammatik).Mathematischist eine
GrammatikeineinduktiveDefinitioneinerSprache,insbesondereeineDarstellungder
Spracheim Sinnevon Abschnitt1. In der Theorieder formalenSprachenbetrachtet
manverschiedeneTypenvon Grammatikenfür beliebigeformaleSprachen(im Sin-
ne von Definition 1.11,d.h. für beliebigeWortmengen)und vergleicht die hierdurch
gegebenenSprachdarstellungenbez̈uglich ihrer MächtigkeitundQualität.Hierbeiste-
hengenerative Grammatiken,d.h.Grammatikenals Erzeugendensystemeim Vorder-
grund.KorrespondierendeVerifikationsmethodenoderAkzeptorenwerdendurchAn-
gabeäquivalenterMaschinenkonzeptegegeben.

DenformalenBeschreibungen(generativer)GrammatikenliegenmathematischTer-
mersetzungssysteme(oderSemi-Thue-Systeme) zugrunde.Ein Termersetzungssystem
basiertaufeinemAlphabetΣ undbestehtauseinerendlichenMengevon Regeln (oder
Produktionen) r ��� u � v� , bestehendausWortpaaren,wobeiu die Prämisseundv die
KonklusionderRegelist.DieRegel r ist aufeinWortw anwendbar, wennw diePr̈amis-
seu von r als Teilwort entḧalt. Die Anwendungder Regel auf w � xuy bewirkt, dass
dasVorkommenvon u in w an der gewähltenStelledurchdie Konklusionv der Re-
gel ersetztwird, alsow in xvy übergeht.(Es werdenalsonicht alle Vorkommenvon
u simultandurchv ersetzt(wasbei ÜberlappenderVorkommenauchmehrdeutigsein
könnte),sondernnur ein ausgewähltesVorkommen.)Man kannein Wort w auf diese
Weisesolangever̈andern,bis schließlichkeineRegelmehranwendbarist, d.h.manei-
neNormalformvon w erreichthat.(Da möglicherweiseverschiedeneRegeln in einem
Schritt anwendbarsind, ist die Normalform i. Allg. nicht eindeutigbestimmt.Auch
gibt es i. Allg. Wörter, die keineNormalform besitzen.)Eine möglicheDarstellung
einerSpracheist die Beschreibung der Wörter der Spracheals Normalformeneines
Termersetzungssystems.Bevor wir dies an einemBeispiel demonstrieren,definieren
wir Termersetzungssystemeundihre Arbeitsweisenocheinmaletwasformaler.

21.1 DEFINITION. Ein TermersetzungssystemoderSemi-Thue-Systemist einPaarE �� Σ � P� bestehendauseinemAlphabetΣ undeinerendlichenRelationP � Σ ��� Σ � . Die
Elementer �	� u � v� von P heißendie Regeln (oderProduktionen) von E, wobeiu die
Prämisseundv dieKonklusionvon r ist.



21 TERMERSETZUNGSSYSTEME UND CHOMSKY-GRAMMATIKEN 144

Für eineRegel � u � v� schreibenwir meistu 
 v. Die SemantikeinesTermersetzungs-
systemslässtsichdurcheinUmformungssystem(s.Definition 3.1)beschreiben.

21.2 DEFINITION. Daszu einemTermersetzungssystemE ��� Σ � P� geḧorendeUm-
formungssystemUE ist gegebendurchUE

��� Σ ����

E
� , wobei

�
w� w��� Σ � � w 


E
w����� � u � v��� P � x � y � Σ � � w � xuy& w� � xvy�����

Mit derin Abschnitt3 eingef̈uhrtenTerminologiezur Arbeitsweisevon Umformungs-
systemenkönnenwir dannweiterdefinieren.

21.3 DEFINITION. Sei E ��� Σ � P� ein TermersetzungssystemundUE
��� Σ ����


E
� das

zugeḧorigeUmformungssystem.Eine Herleitungvon w� ausw (der Längen) ist eine
mit w beginnendeundmit w� endendeUE-Rechnung(der Längen). w� ist ausw her-
leitbar, wenneseineHerleitungvon w� ausw gibt, d.h.falls w �


E
w� gilt. Ein Wort w�

ist eineNormalform, falls w� eineStoppkonfigurationvonUE ist. Gilt zus̈atzlich,dass
w� ausw herleitbarist, soheißtw� Normalformvonw.

21.4 BEISPIEL . Als Beispielgebenwir ein Termersetzungssystemzur Beschreibung
derkorrektgeklammerten,variablenfreienarithmetischenAusdr̈uckeüberdenBinärzah-
lenan.Induktiv lassensichdieseTermedefinierendurch:

(T1) JedeBinärzahlist einTerm.

(T2) Sindt1 � t2 Terme,soist auch � t1 � t2 � ein Term.

(T3) Sindt1 � t2 Terme,soist auch � t1 � t2 � einTerm.

DieseDarstellungist nichtvollständig,dasieaufdie(unendlicheMengeder)Binärzah-
lenzurückgreift.Diesemüssenalsoebenfallsendlichbeschriebenwerden,waswieder-
uminduktiv mit Hilfe des(simultandefinierten)KonzeptsdernichtleerenBinärwörter
wie folgt möglich ist:

(Z1) 0 und1 sindBinärzahlenundBinärwörter.

(Z2) Ist w einBinärwort,sosind0w und1w ebenfallsBinärwörterund1w eineBinär-
zahl.

Zum Nachweis,dassz.B. t ����� 10 � 0� � 11� ein Term ist, zeigt manzun̈achst,dass
nach(Z1) t2 � 0 eineZahl und0 und1 Wörtersind,weshalbt1 � 10 undt3 � 11 nach
(Z2) ebenfallsZahlensind.Nach(T1) sindalsot1 � t2 � t3 Terme.Nach(T3) ist dannauch
t4 � � t1 � t2 � ��� 10 � 0� einTermunddamitschließlichnach(T2) t ��� t4 � t3 � einTerm.
D.h. manverifiziert dieKorrekheitvon t , indemmandenStrukturbaum
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von untennachoben(bottomup) durchl̈auftunddabeidenTerm t ausseinenTeil-
termensynthetisiert.

Ein TermersetzungssystemE ��� Σ � P� zurBeschreibungderTermebenutztdasAl-
phabetΣ � % 0 � 1 � � � � � � ����� T � Z �W & , wobeiT � Z �W

”
Variablen“ für Terme,Zahlenund

Wörtersind.Die RegelnentsprechengeradedenKlauselnderinduktivenDefinition:

(R1) T 
 Z (T1)
(R2) T 
 � T � T � (T2)
(R3) T 
 � T � T � (T3)
(R4) Z 
 0 (Z1)
(R5) Z 
 1 (Z1)
(R6) W 
 0 (Z1)
(R7) W 
 1 (Z1)
(R8) W 
 0W (Z2)
(R9) W 
 1W (Z2)
(R10) Z 
 1W (Z2)

Manzeigtdann,dassdieNormalformenvonW, Z undT geradedienichtleerenBinär-
wörter, die Binärzahlenund die Termesind. Eine HerleitungdesTermsT von oben
erḧalt man,indemmandenStrukturbaumvon obennachunten(top down) durchl̈auft
unddieentsprechendenRegelnanwendet:

T 
 � T � T � (R2)

 ��� T � T � � T � (R3)

 ��� Z � T � � T � (R1)

 ��� Z � Z � � T � (R1)

 ��� Z � Z � � Z � (R1)

 ��� 1W � Z � � Z � (R10)

 ��� 1W � 0� � Z � (R4)

 ��� 1W � 0� � 1W � (R10)

 ��� 10 � 0� � 1W � (R6)

 ��� 10 � 0� � 11� (R7)

(Die Stelle,an derdie angegebeneRegel angewendetwird, ist jeweils unterstrichen.)
MankanndieseHerleitungauchdurcheinenBaumdarstellen,dadiePr̈amissennuraus
einemBuchstabenbestehen.DabeienthaltendieSöhnedieKonklusioneinerRegel,der
VaterderenPr̈amisse
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Die Blättervon links nachrechtsgelesenergebendanndashergeleiteteWort. In
seinerGrundstrukturentsprichtdieserHerleitungsbaumdemStrukturbaumvon t .

In diesemBeispielwurdennebendenGrundzeichen,die in denTermenvorkommen,
Variablenhinzugenommen,die für dasgewünschtesyntaktischeObjekt(T) bzw. ben̈o-
tigte Hilfsobjekte(W � Z) stehen.Weiter ist mannur an Herleitungenvon Wörternin-
teressiert,die dieseVariablennicht mehr enthalten,wobei die Herleitungenmit der
VariablenT beginnen.Da manähnlicheBeobachtungenallgemeinmacht,hatChoms-
ky denBegriff desTermersetzungssystemsentsprechendmodifiziert, und so den für
dieSprachtheoriegrundlegenden,folgendenGrammatikbegriff gepr̈agt.

21.5 DEFINITION. Eine(Chomsky-)GrammatikG ��� N � T � P� S� bestehtauszwei dis-
junktenAlphabetenN undT, einerendlichenRelationP � ��� N - T ���/. T ���0� � N - T ��� ,
undeinemausgezeichnetenBuchstabenS ausN. Die ElementeausN bzw. T heißen
(syntaktische) Variablen (oderNichtterminalzeichen) bzw. Terminalzeichen, die Ele-
menteausP RegelnoderProduktionen, dieVariableSAxiom.

Von der Pr̈amisseu einerRegel � u � v� verlangtmanhier also,dasssie zumindest
eineVariableentḧalt, währenddieKonklusionenv einbeliebiges(möglicherweiselee-
res)Wort ausTerminal-und/oderNichtterminalzeichenist. Ein nur ausTerminalzei-
chenbestehendesWort heißtauchTerminalwort (oder Satz), ein beliebigesWort w,
das(möglicherweiseauch)Variablenentḧalt Satzform. Kommthierbeiin w tats̈achlich
eineVariablevor, sprechenwir von einerechtenSatzform.

EinerGrammatikG � � N � T � P� S� kannmandasTermersetzungssystemEG
� E �� N - T � P� zuordnenundüberdaszugeḧorigeUmformungssystemUE danndieSeman-

tik von G erklären.Die für EG eingef̈uhrtenBegriffe übertragensichdamitauf G:

21.6 DEFINITION. DaszuderGrammatikG �1� N � T � P� S� geḧorendeTermersetzungs-
systemE � EG ist durchE �	� N - T � P� gegeben.Eine (G)-Herleitungvon w� ausw
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(derLängen) in G ist einesolcheHerleitungin E. DasWort w� ist ausdemWort w in
G herleitbar(G-herleitbar), in Zeichenw �


G
w� , falls eseineG-Herleitungvon w� aus

w gibt (d.h. w �

E

w� gilt). Die von G erzeugteSprache L � G� (überdemAlphabetT)

ist dieMengederausdemAxiom herleitbarenTerminalẅorter, d.h.L � G� �1% w � T � :
S �


G
w & .

Ist dieGrammatikG ausdemKontext bekannt,soschreibenwir 
 statt 

G

(etc.).Wei-

tersagenwir, dassL eineChomsky-Sprache ist, falls L voneinerChomsky-Grammatik
erzeugtwird undbezeichnenmit CH (CHk) dieMengeallerChomsky-Sprachen(über
demk-ärenAlphabet).

21.7 BEISPIEL . Dasim Beispiel21.4angegebeneTermersetzungssystemzur Erzeu-
gung der arithmetischenTerme lässtsich in folgendeGrammatikG �2� N � T � � P� S�
überf̈uhren:N �3% T �W � Z & ,T � �3% 0 � 1 � � � � � � ���4& ,S � T, undP entḧalt dieRegeln(R1)-
(R10).

21.8 BEISPIEL . Die SpracheL �5% 0m1n : m� n 6 1 & wird von der GrammatikG �� N � % 0 � 1 &7� P� S� erzeugt,wobeiN �1% S� T & , undP ausdenvier Regeln

(G1) S 
 0S
(G2) S 
 0T
(G3) T 
 1T
(G4) T 
 1

besteht.Um zu zeigen,dassL � L � G� gilt, mussmandie InklusionenL � L � G� und
L � G��� L zeigen.ZumNachweisvonL � L � G� mussman0m1n � L � G� für gegebenes
m� n zeigen,d.h.eineHerleitungvon 0m1n ausSangeben:

S
m8 1
 0m8 1S � m . 1 � � G1���

 0mT � 1 � � G2���
n8 1
 0m1n8 1T � n . 1 � � G3���

 0m1n � 1 � � G4���

Zum Nachweisvon L � G�9� L charakterisierenwir (durchInduktion nachk) die in k
SchrittenausSherleitbarenWörter(SätzeundSatzformen):

S
k
 w 
 w � 0kSoder

� m 6 1 � n 6 0 � k � m � n & w � 0m1nT � oder

� m 6 1 � n 6 1 � k � m � n & w � 0m1n �
(21.1)

Für terminalesw zeigt dies,dassS
k
 w impliziert, dassw � L gilt. Für k � 0 ist die

Behauptungklar, daS
0
 w nur für w � S � 00Sgilt. Im Induktionsschrittvon k nach

k � 1 betrachtetmandenletztenSchritt in der HerleitungS
k : 1
 w, d.h.S

k
 w� 
 w.
Erfolgt dieservermögederRegeln(G1)oder(G2),somussw� dieVariableSenthalten,
alsonachInduktionsvoraussetzungw� � 0kSgelten.Esist dannaberw � 0k : 1Sbzw.
w � 0k : 1T von derverlangtenGestalt.Wurdedie Regel (G3) oder(G4) angewendet,
mussentsprechendT in w� vorkommenunddaherw� � 0m1nT für geeignetem 6 1 � n 6
0 mit m � n � k gelten.Hier gilt dannw � 0m1n: 1T oderw � 0m1n: 1, weshalbwegen
m � � n � 1� � k � 1 dasWort w wiedereinedergewünschtenGestaltenhat.
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Bei einer Induktion wie in dem vorhergehendenBeispiel spricht man von einer
Herleitungsinduktion. Die Verifikation,dasseinezur ErzeugungeinerSpracheL ent-
worfeneGrammatikG dieseSprachetats̈achlicherzeugt,d.h. dassL � L � G� gilt, ist
oft rechtmühselig.Die RichtungL � L � G� ist dabeimeistleichterzu zeigen,daman
dieRegeln ja geradesoentwirft, um in kanonischerWeisealle WörterausL zuerzeu-
gen.Der Nachweisder UmkehrungL � G��� L ist meistschwieriger. Meist weist man
hier durchHerleitungsinduktion gewisseInvariantenin denhergeleitetenSatzformen
nach(s.(21.1)im Beispiel oben).Das Problemfür dieseRichtungist, dassdie Re-
gelnin beliebigerReihenfolgeanbeliebigerStelleausgef̈uhrtwerdenkönnen,während
manbei demEntwurf zur AbleitungderWörter in L meistdie Regeln in einergewis-
senOrdnungbenutzt.Man mussdaherzeigen,dasseineVerletzungdieserOrdnung
nichtdieAbleitungunerẅunschterzus̈atzlicherTerminalẅorterermöglicht. (Mögliche

”
Sackgassen“ , d.h. AbleitungenechterSatzformenauf dieseWeise,die sich nicht in

Terminalẅorterweiterableitenlassen,sinddagegenbedeutungslos.)In denfolgenden
Beispielenverzichtenwir meistensaufdenKorrektheitsbeweis.

21.9 BEISPIEL . Die SpracheL �1% 0n1n : n 6 1 & variiertdieSprachein Beispiel21.8,
indemnunzus̈atzlichgefordertwird, dassder0-Block undder1-Block gleicheLänge
haben.DieseSprachewird von derGrammatikG � ��% S&7� % 0 � 1 &7� P� S� mit derProduk-
tionenmenge

S 
 0S1

S 
 01

erzeugt.

21.10 BEISPIEL . Die SpracheL �;% 0n1n0m : n � m 6 1 & wird von der GrammatikG
mit Axiom SundRegeln

S 
 TU

T 
 0T1

T 
 01

U 
 0U

U 
 0

erzeugt.

21.11 BEISPIEL . Die SpracheL �;% 0n1n0n : n 6 1 & unterscheidetsichvom vorher-
gehendenBeispieldadurch,dassalleBlöckenungleichlangsind.Hierdurchwird eine
GrammatikG, die L erzeugt,rechtkompliziert.Die untenangegebeneGrammatikba-
siertauf folgenderIdee.ManführtVariablenA � B � C für dieBuchstabenderdreiBlöcke
einundwähltRegelnzurDurchführungderfolgendenAbleitungsschritte:

I. Erzeugew1
�<� ABC � n (n 6 1 beliebig).

II. DurchUmordnenführew1 in w2
� AnBnCn über.

III. Durch Substitutionder Werte 0,1,0 für die VariablenA � B � C forme w2 in das
gewünschteTerminalwortw � 0n1n0n um.
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DasProblemist hierbei,dasssichergestelltseinmuss,dassdieseSchrittein derange-
gebenenReihenfolgeausgef̈uhrt werden.Insbesonderesollte PhaseIII erstnachAb-
schlussvonPhaseII ausgef̈uhrtwerden(wogegeneinezeitlicheMischungvon PhaseI
undPhaseII unproblematischist). In der folgendenGrammatikG für L erreichenwir
diesdadurch,dasswir die VariablenamAnfangundEndedesWortesbesondersmar-
kieren(wodurchwir sicherstellenkönnen,dassgewisseUmformungenaneinerdieser
Stellenbeginnenmüssen),undwir bereitsgeordneteVariablenumbenennen(in α � β � γ).
Die intendierteOrdnungwird hierbeivonrechtsnachlinks hergestellt,sodasseineaus
demAxiom hergeleitete,mit α beginnendeSatzformgeordnet,d.h. für diesePhaseII
abgeschlossenist, sodassmannun (von links nachrechts)die SubstitutionsphaseIII
beginnenkann.(Bei demEntwurfderGrammatikwardabeiderLeitgedanke,dieVeri-
fikationmöglichsteinfachzumachen,wodurchmanetwasmehrRegelnalsnotwendig
ben̈otigt.)

Die Variablenmengevon G ist N �5% S� T � A� A � B � C � C� α � α � β � γ � γ & , wobei S das
Axiom ist. Zur HerleitungdesWortes010führenwir explizit die Regel S 
 010ein.
HerleitungenderWörter0n1n0n mit n 6 2 werdendurchfolgendeRegelnermöglicht,
diewir gem̈aßden(intendierten)PhasenderHerleitungengruppieren:

(I.1) S 
 ABCT
(I.2) T 
 ABCT
(I.3) T 
 ABC
—
(IIa.1) BA 
 AB
(IIa.2) CA 
 AC
(IIa.3) CB 
 BC
—
(IIb.1) CC 
 γγ
(IIb.2) Cγ 
 γγ
(IIb.3) Bγ 
 βγ
(IIb.4) Bβ 
 ββ
(IIb.5) Aβ 
 αβ
(IIb.6) Aα 
 αα
(IIb.7) Aα 
 αα
—
(III.1) αα 
 00
(III.2) 0α 
 00
(III.3) 0β 
 01
(III.4) 1β 
 11
(III.5) 1γ 
 10
(III.6) 0γ 
 00
(III.7) 0γ 
 00

Um einWort w � 0n1n0n mit n 6 2 herzuleiten,gehtmandannwie folgt vor:

S 
 ABCT (I.1)
�
 ABC � ABC � n8 2T (I.2)

 ABC � ABC � n8 2ABC (I.3)
�
 AAn8 1BnCn8 1C (IIa.1)-(IIa.3)
�
 ααn8 1βnγn8 1γ (IIb.1)-(IIb.7)
�
 0n1n0n (III.1)-(III.7)
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Um umgekehrtzu zeigen,dassL � G��� L gilt, zeigenwir, dassjedeHerleitungH eines
Terminalwortesw =� 010 in G im Wesentlichen(d.h. bis auf unkritischeÄnderungen
der Reihenfolgevon Regelanwendungen)die obenangegebeneGestalthat. Sei also
eineHerleitung

H : S � w0 
 w1 
>�4�4�?
 wm 
 wm: 1
� w � Σ �2 . % 010&

gegeben.Für einenBuchstabena � N - Σ2 bezeichnenwir mit i � a� daskleinstei @
m � 1, sodassa in wi vorkommt(falls existent).Wir behaupten,dass

0 � i � S��A i � A� � i � T � � 1 A i � C��A i � γ � � �4�4�
B4B4B � i � γ ��A i � β ��A i � α ��A i � α ��A i � 0��A i � 1�C@ m � 1 (21.2)

Hierbeigilt 0 � i � S� undi � A� � i � T � � 1 offensichtlich,dajedeHerleitungeinesWor-
tesw =� 010mit derRegelS 
 ABCT beginnenmuss,alsow1

� ABCT gilt. Insgesamt
zeigenwir dieseUngleichungenin (21.2) induktiv von rechtsnachlinks. Dassi � 1�ED
und damit @ m � 1 ist, folgt dabeiausder Beobachtung,dassfür 1 @ j @ m � 1 das
Wort w j mindestenseinenderBuchstabenB, β oder1 entḧalt. (Dieszeigtmaninduktiv
dadurch,dassmanbeobachtet,dassw1

� ABCT gilt undjedeRegel,dieB oderβ oder
1 in der Pr̈amisseentḧalt aucheinendieserBuchstabenin der Konklusionentḧalt.)
Hat manfür ein benachbartesPaar i � x��� i � y� in (21.2) nachInduktionsvoraussetzung
i � y�EDFA B4B4B A i � 1��@ m � 1 schongezeigt,so folgt i � x��D und i � x��A i � y� dadurch,dass
manbeobachtet,dassalle Regeln mit y in der Konklusionx oder ein Zeichenz mit
i � y��@ i � z� in derPr̈amisseenthalten,x alsovor y erzeugtwordenseinmuss.

Nach(21.2)hatalsodieHerleitungH dieGestalt

S 
 w1
� ABCT �
 wi G C H �
 wi G α H �
 w

Wir zeigen,dassdieseHerleitung(hinreichend)mit der obengegebenenHerleitung
von 0n1n0n übereinstimmt.Hierzubeweisenwir folgendeBehauptungen.

Behauptung1. Esgibt eineZahln 6 2 undeinWort v � % A � B � C &I� , sodasswi G C H � AvC
und

#B
� v� � #A

� v� � 1 � #C
� v� � 1 � n

BEWEIS. In derHerleitungABCT � w1 
 w2 
 B4B4B 
 wk 
 wi G C H könnennurRegeln
verwendetwerden,derenPr̈amissennurVariablenX mit i � X ��A i � C � enthalten.Wegen
(21.2)trif ft diesnur aufdieRegelnderGruppen(I) und(IIa) zu,wobeidieRegel (I.1)
entf̈allt, da w1 S nicht entḧalt, undS auf keinerrechtenRegelseitevorkommt.Weiter
wird (nachDefinition von i � C� ) die Regel (I.3), die als einzigeC erzeugt,in dieser
Herleitungnur im Schrittwk 
 wi G C H (unddamitdort notwendigerweise)angewendet.

Die Herleitungw1 �
 wk benutztalso höchstensdie Regeln (I.2) und (IIa.1)-(IIa.3).
Dieseüberf̈uhrenaberein Wort AuT mit u � % A � B � C &I� , wobei#B

� u� � #A
� u� � 1 �

#C
� u� � 1 6 1, in ein Wort mit derselbenEigenschaft.Mit w1 hat alsoauchwk diese

Eigenschaft(Induktion). Da wk 
 wi G C H via (I.3), ergibt sich hierausdie behauptete
Gestaltvon wi G C H .

Behauptung2. Esgilt wi G α H � ααn8 1βnγn8 1γ, wobein 6 2 die Zahl ausBehauptung1
ist.
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BEWEIS. Entsprechendwie im BeweisdererstenBehauptungzeigtman,dassin der
Herleitung

wi G C H � AvC 
 wi G C HJ: 1 �
 wi G CHJ: l 
 wi G α H
nurRegelnausdenGruppen(IIa) und(IIb) verwendetwerden,wobeidieRegel (IIb.7)
nur im letztenSchritt angewendetwird. Man zeigt danndurchHerleitungsinduktion,
dassjedesWort z � wi G C HJ: m

� 0 @ m @ l � die GestaltAuC oderAu� γ hat,wobei u �% A � B � C &I� undu� � % A � B � C � α � β � γ &K� ,
#A
� z� � #α

� z� � 1 � #B
� z� � #β

� z� � #C
� z� � #γ

� z� � 1 � n �
undrechtsvon einemα (bzw. β bzw. γ) in u� nurdieBuchstabenα � β � γ (bzw. β � γ bzw.
γ) vorkommen.Da im letztenSchrittderHerleitungdieRegel (IIb.7)angewendetwird,
mussdaherwi G C HJ: l

� Aαn8 1βnγn8 1γ gelten,weshalbwi G α H diegewünschteGestalthat.

Behauptung3. w � 0n1n0n, wobein 6 2 wie oben.

BEWEIS. Für dieHerleitung

wi G α H � ααn8 1βnγn8 1γ �
 w

zeigt maninduktiv, dassdie hergeleitetenWörter nur BuchstabenausdemAlphabet% α � α � β � γ � γ � 0 � 1 & enthalten,also nur Regeln der Gruppe(III) anwendbarsind. Auf-
grund der GestaltdieserRegeln folgt (wiederumdurch Herleitungsinduktion), dass
jedesWort z in der Herleitungvon w auswi G α H die Gestaltz � uAuBuC hat, wobeiL
uA
L � L uB

L � L uC
L � n, uA � % α � α � 0 &I� , uB � % β � 1 &I� unduC � % γ � γ � 0 &K� . Daw terminal

ist, gilt alsow � 0n1n0n wie behauptet.

Wir wollennundieMächtigkeitdesGrammatik-Konzeptesuntersuchen,indemwir
denUmfangderKlasseCH derChomsky-Sprachenbestimmen.Hierzubeobachtenwir
zun̈achst,dasswegenihrer Lokalität die Anwendungenvon Regeln einerGrammatik
G effektiv ausf̈uhrbarsind. Hierausfolgt, dassdie von G erzeugteSpracheeffektiv
aufgez̈ahlt werdenkann,alsonachChurchscherTheserekursiv aufz̈ahlbarist.

21.12 LEMMA . SeiG eineChomsky-Grammatik.Dannist L � G� rekursiv aufz̈ahlbar.
Darüberhinauslässtsich ausG effektiv eine TuringmaschineM angeben,die L � G�
akzeptiert1.

BEWEIS. SeiG � � N � T � P� S� .EineHerleitungeinesWortesw � T � in G hatdieForm

S 
 v1 
 v2 
M�4�4�4
 vn 
 w � n 6 0 � vi � � N - T � � �N�
kannalsoals Wort überdemAlphabetΣ � N - T - % 
 & aufgefasstwerden.Da wir
für Wörterv undv� durchMustervergleichüberpr̈ufenkönnen,obv durchAnwendung
einerRegel in v� überf̈uhrbarist, alsov 
 v� gilt, kannmaneffektiv feststellen,ob ein

1Wie schonin der KomplexiẗatstheorieakzeptiertM einerekursiv aufz̈ahlbareSpracheL, wennL die
Mengeder Eingabenist, für die die Rechnungvon M in einemEndzustandendet(wobei die MengeE
der Endzusẗandezus̈atzlich zur früherenDefinition der TuringmaschineM zu spezifizierenist). Dies ist
offensichtlichäquivalentzu derfrüherenDefinition,nachderM eineEingabex akzeptiert,falls M für diese
eineAusgabeliefert.DurchZusammenf̈uhrenderEndzusẗandekönnenwir beiBedarfvonderExistenzeines
einzigenakzeptierendenZustandesO ausgehen.
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Wort z � Σ � eineHerleitungbeschreibt,undim positivenFall lässtsichdashergeleitete
Wort effektiv bestimmen.D.h. dieMenge

H � %P� w� z� : w � T � � z � Σ � � zHerleitungvonw &
ist entscheidbar. EntwederdurchRückgriff auf die Church-Turing-Theseoderdurch
eineeinfacheFormalisierungobigerÜberlegungenfolgt hieraus,dassH rekursiv ist.
Da

w � L � G� � � z��� w� z��� H �
gilt, ist alsoL � G� nachdemProjektionslemmarekursiv aufz̈ahlbar. DerzweiteTeil des
Lemmasfolgt ausderEffektivitätdesArgumentes.D.h. eineTuringmaschine,die (die
charakteristischeFunktionvon) H berechnet,lässtsich effektiv ausG gewinnen,und
ausdieserwiederumeinAkzeptorfür dieProjektionL � G� vonH. Q

Umgekehrthabenwir schonvorherbeobachtet,dassdieKonfigurationeneinerTu-
ringmaschineM durchWörter beschriebenwerdenkönnen.Wegender Lokalität der
Turingmaschinen-Operationenkönnendie ÜbergängedurchRegelnbeschriebenwer-
den,weshalbM als Termersetzungssystemaufgefasstwerdenkann.DieseBeobach-
tung erlaubtuns,die von M akzeptierteSprachedurcheineChomsky-Grammatikzu
erzeugen,unddamitdieUmkehrungvonLemma21.12zu zeigen.

21.13 LEMMA . SeiM einedeterministische(1-Band-)Turingmaschine,undseiL � M �
die von M akzeptierteSprache.Dannlässtsich effektiv eineChomsky-GrammatikG
angeben,dieL � M � erzeugt.

BEWEIS. SeienΣ � Γ dasEingabe-bzw. Bandalphabet,Z ��% z0 � z1 �4�R�4��� zp & die Zu-
standsmengeundP dasProgrammvonM. Dabeikönnenwir o.B.d.A.davonausgehen,
dassΓ S Z � /0, z0 der Startzustandundz1 der einzigeakzeptierendeEndzustandvon
M ist. WeiterbesteheP ausbedingtenAnweisungen.

Um M nundurcheineGrammatikG zu simulieren,beobachtenwir, dassdie Re-
chenschritte,d.h.Konfigurations̈ubergänge,von M durchRegelnbeschriebenwerden
können,dassdasHerleitungs-bzw. Rechnungszielbei MaschinenundGrammatiken
aber unterschiedlichist. Bei der Maschinewird, grob gesprochen,ein Wort w aus
derakzeptiertenSprachedurchRegelanwendungenin denakzeptierendenZustandz1

überf̈uhrt. (Genauer:die zu w geḧorendeStartkonfigurationwird in eineEndkonfigu-
ration überf̈uhrt. Wir könnenjedochannehmen,dassM bei derEndkonfigurationdas
Bandnochvollständiglöscht,esalsogenaueine– im Wesentlichennur ausdemZu-
standz1 bestehende– Endkonfigurationgibt.) Bei derGrammatikist dasVorgehenim
Wesentlichenumgekehrt:Ein ausgezeichneterBuchstabewird durchRegelanwendun-
genin einWort dererzeugtenSprachëuberf̈uhrt.

EineMöglichkeit,M durcheineGrammatikG zu beschreiben,ist daher, die End-
konfigurationvon M alsAxiom zuwählenunddie Übergängevon einerKonfiguration
zurückzu ihrer VorgängerkonfigurationdurchdieRegelnvon G zuermöglichen.(D.h.
dieRegelnvon G sindinverszuden

”
Regeln“ von M.)

Will mandieRechnungnicht invertieren,sokannmanalternativ mit einerSpuren-
technikarbeiten:ZunächsterzeugtG ein beliebigesWort w � Σ � . In Spur1 wir dieses
bewahrt,in denSpuren2 und3 danndiezugeḧorigeRechnungvonM simuliert(Spur2
= Bandinschrift,Spur3 = PositionendesArbeitsfeldesundZustand).AkzeptiertM, so
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werdendieSpuren2 und3 gel̈oschtundSpur1 alsTerminalworterzeugt.Im Folgenden
formalisierenwir diesenzweitenAnsatz.

Die ProduktionenmengeP� der GrammatikG �T� N � Σ � P� � S� , die L � M � erzeugt,
bestehtausdenfolgendendrei Gruppen:

Die ersteGruppebestehtausRegelnzur ErzeugungeinesTerminalwortesw � Σ �
in der erstenSpurund der zugeḧorigenStartkonfigurationin der zweitenund dritten
Spur. DieseSatzformwird zus̈atzlichdurchdieRandzeichen[ und] geklammert:

S 
 U
�
B
z0

T

T 

a
a
�

T
LWV

(Die aus drei KomponentenbestehendenVariablenaus � Σ - % � &I�9� Γ � � Z � % � &K�
schreibenwir als Spaltenvektoren.)Für jedesWort w � a1 �4�4� an � Σ � (n 6 0) lässt
sichhiermit

S �
XU
�
B
z0

a1

a1

�

�4�R�
�4�R�
�4�R�

an

an

�
V

herleiten.
Die zweiteGruppevon Regeln erlaubt(bei Bedarf),denbeschriebenenBandteil

amRandedurchAnfügenvon Blankszuerweitern:

UY
 U
�
B
�

V 

�
B
�
V

Die SchrittevonM lassensichdanndurchdieRegelnder3. Gruppesimulieren,die für
jedeM-Instruktion I �5� z� a � a� � B � z� � die folgenden,von der BewegungB � % L � R� S&
abḧangendenRegelnentḧalt (für alleα � α � � Σ - % � &7� a� � � Γ):

α
a
z



α
a�
z�

� falls B � S�

α
a
z

α �
a� �
�



α
a�
�

α �
a� �
z�

� falls B � R�

α �
a� �
�

α
a
z



α �
a� �
z�

α
a�
�

� falls B � L �

Gilt w � a1 �R�4� an � L � M � , sokannmanmit denRegelnderzweitenunddrittenGruppe

U
�
B
z0

a1

a1

�

�4�4�
�4�4�
�4�4�

an

an

�
V �
 U

α1

β1

�

�R�4�
�R�4�
�R�4�

αi 8 1

βi 8 1

�

αi

βi

z1

αi : 1

βi : 1

�

�4�4�
�4�4�
�4�4�

αm

βm

�
V
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zeigen,wobeiα1 �R�4� αm
� � �R�4� � w � �4�4� � undβ1 �4�R� βm � Γ � geeignetzuwählenist.

Die RegelnderviertenGruppeerlaubeneinedenEndzustandz1 enthaltendeSatz-
form v aufdasTerminalwortin dererstenSpurvonv zureduzieren(α � α � � Σ - % � &P� β �
Γ):

α
β
z1


 α

α
β
�

α � 
 αα �

α �
α
β
�

 α � α

� 
 λ
U 
 λV 
 λ

Hiermit kannmanalsofür α1 �4�4� αm und β1 �4�4� βm wie obenzun̈achstmit denersten
drei,dannmit denletztendreiRegelnderviertenGruppe

U
α1

β1

�

�4�4�
�4�4�
�4�4�

αi 8 1

βi 8 1

�

αi

βi

z1

αi : 1

βi : 1

�

�R�4�
�R�4�
�R�4�

αm

βm

�
V �
ZU α1 �4�4� αm

V �
 w

herleiten.
Aufgrund der Bemerkungenzu denRegelgruppenlässtsich L � M �9� L � G� leicht

zeigen.Auf denBeweisderUmkehrungverzichtenwir. Q
21.14 SATZ. Zu jederTuringmaschineM kannmaneffektiv eineChomsky-Gramma-
tik G angeben,die die von M akzeptierteSpracheerzeugt,undumgekehrt.Insbeson-
deregilt CH � RA.

BEWEIS. Diesfolgt direktausdenLemmata21.12und21.13. Q
Mit diesemSatzübertr̈agtsichdieUnentscheidbarkeitsemantischerEigenschaften

von TuringmaschinenaufGrammatiken.Insbesonderegilt:

21.15 KOROLLAR. (a) Esgibt eineChomsky-Sprache,die nicht rekursiv ist.

(b) DasWortproblemfür Chomsky-Grammatiken

WCH
� %P��[ G\K� x� : x � L � G�4&

ist nicht rekursiv.

(c) FolgendeProblemefür Chomsky-Grammatikensindnicht rekursiv:

LEERCH
� %][ G\ : L � G� � /0 & � Leerheitsproblem�

INFCH
� %][ G\ : L � G� unendlich& � Unendlichkeitsproblem�

ÄQUCH
� %7�N[ G\K� [ G� \N� : L � G� � L � G� �4& � Äquivalenzproblem�
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Hierbeigehenwir von einergeeignetenGödelisierungvon Grammatikenausund
bezeichnenmit [ G\ dieGödelnummerderGrammatikG.

BEWEIS. Da dasHalteproblemK rekursiv aufz̈ahlbarabernicht rekursiv ist, folgt (a)
direktausSatz21.14.Wählt maneineGrammatikG mit L � G� � K, sogilt K @ m WCH

via f � x� �;�N[ G\K� x� , weshalbmit K auchWCH nicht rekursiv ist. Teil (c) desKorollars
zeigtmanebenfallsmit Hilfe derReduktionsmethode,wobeimandie nachdemSatz
von Ricenicht rekursivenanalogenProblemefür Turingmaschinenreduziert.Da man
nachSatz21.14jederTuringmaschineM effektiv eineGrammatikG mit L � M � � L � G�
zuordnenkann, ist die entsprechendeAbbildung g der zugeḧorigen Gödelnummern
berechenbar, also (nachChurch-Turing-TheseoderFormalisierungdesArgumentes)
rekursiv. Hierauserḧalt mandanndirekt die gewünschtenReduktionen.Z.B. gilt für
dasLeerheitsproblemLEER �5% e : We

� /0 & für (normierte)Turingmaschinen,dass
LEER @ m LEERCH via g. Q

Von einerGrammatikkannmani. Allg. alsowenig überdie Strukturder erzeug-
tenSpracheeffektiv ablesen.In der Praxisschr̈anktmandaherdie zulässigenRegeln
in einerGrammatikein.Hierdurcherḧalt manDarstellungen,diemehrüberdiedarge-
stellteSpracheverraten(dafür aberauchwenigerSprachendarstellen).Die wichtigsten
Spezialf̈allevon Grammatikenführenwir im nächstenAbschnittein.


