21. Termer setzungssysteme und
Chomsky-Grammatiken

In derLinguistik beschreibtnandie Syntaxvon Sprachemnit Hilfe von Gramma-
tiken. Definiertmaneine Spracheals die Mengeihrer Satze,sokannmaneine Gram-
matik als Regelwerk zur Beschreilbing der syntaktischkorrektenSatzeder Sprache,
d.h.der Syntaxder SpracheauffassenDurch (eventuellmehrfache Anwendungvon
Regelnder Grammatiklasstsich die syntaktischeKorrektheiteinesgegebenerSatzes
nachweiserfVerifikation, Akzeptor),oder— alternatv — lassersich durchAusfuhrung
allermoglichenAnwendungsfolgederRegelnalle korrektenSatzeder Spracheerzeu-
gen(Aufzahlung,Erzeugendensystergeneratie Grammatik) Mathematischist eine
Grammatikeineinduktive Definition einerSpracheinsbesondereineDarstellungder
Spracheém Sinnevon Abschnitt1. In der Theorieder formalenSpracherbetrachtet
man verschiedendypenvon Grammatikerfur beliebigeformale Spracher(im Sin-
ne von Definition 1.11, d.h. fur beliebigeWortmengen)und vemleicht die hierdurch
gegebenerSprachdarstellungdmeziglich ihnrer Machtigkeitund Qualitat. Hierbeiste-
hengeneratre Grammatikend.h. Grammatikerals Erzeugendensystenie Vorder
grund.Korrespondierend¥erifikationsmethodender Akzeptorenwerdendurch An-
gabeaguivalentetMaschinenkonzeptgegeben.

DenformalenBeschreibbngen(generatier) Grammatikeriiegenmathematischer-
mersetzungssystenf@der Semi-Thue-Systeineugrunde Ein Termersetzungssystem
basiertauf einemAlphabet> undbestehfiuseinerendlichenMengevon Regeln (oder
Produktionen r = (u,Vv), bestehendusWortpaarenwobeiu die Pramisseund v die
KonklusionderRegelist. Die Regelr ist aufein Wortw anwendbamwennw die Pramis-
seu vonr als Teilwort enthalt. Die Anwendungder Regel auf w = xuy bewirkt, dass
dasVorkommenvon u in w an der gewahlten Stelle durchdie Konklusionv der Re-
gel ersetztwird, alsow in xvy Ubegeht. (Es werdenalso nicht alle Vorkommenvon
u simultandurchv ersetzt(wasbei Uberlapperder Vorkommenauchmehrdeutigsein
konnte),sondermur ein ausgavahltesVorkommen.)Man kannein Wort w auf diese
Weisesolangeverandernpis schlieRlichkeineRegel mehranwendbairst, d.h. manei-
neNormalformvonw erreichthat. (Da moglicherweiseverschieden®egelnin einem
Schritt anwendbarsind, ist die Normalformi. Allg. nicht eindeutigbestimmt.Auch
gibt esi. Allg. Worter, die keine Normalform besitzen.)Eine mogliche Darstellung
einer Spracheist die Beschreibing der Worter der Spracheals Normalformeneines
TermersetzungssystenBBevor wir dies an einemBeispiel demonstrierengdefinieren
wir Termersetzungssysternadihre Arbeitsweisenocheinmaletwasformaler

21.1 DEFINITION. EinTermersetzungssystederSemi-Thue-Systeistein PaarkE =
(%, P) bestehen@useinemAlphabetX undeinerendlichenRelationP C X* x X*. Die
Elementer = (u,v) von P heiRendie Reyeln (oderProduktionen von E, wobeiu die
Pramisseundv die Konklusionvonr ist.
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Fur eineRegel (u, v) schreiberwir meistu — v. Die SemantikeinesTermersetzungs-
systemdasstsichdurchein Umformungssyster(s. Definition 3.1) beschreiben.

21.2 DEFINITION. Daszu einemTermersetzungssystei= (%, P) getbrendeUm-
formungssystertg ist gegebendurchUg = (Z*, ?), wobei

Yw,w e Z*(W:E>V\/ < 3(u,v) € PAX Y € ZF (W= XUy& W = XVy)).

Mit derin Abschnitt3 eingefihrtenTerminologiezur Arbeitsweisevon Umformungs-
systemerkonnenwir dannweiterdefinieren.

21.3 DEFINITION. SeiE = (Z,P) ein Termersetzungssysteamd Ug = (Z*,?) das

zugeldrige Umformungssystentine Herleitungvon w' ausw (der Langen) ist eine
mit w beginnendeund mit w' endendéJg-Rechnungder Langen). w' ist ausw her-
leitbar, wenneseineHerleitungvon w' ausw gibt, d.h.fallsw:é w gilt. Ein Wort w/

ist eineNormalform falls w' eine Stoppkonfiguratiovon Ug ist. Gilt zusatzlich, dass
w ausw herleitbarist, soheil3tw/ Normalformvonw.

21.4 BEISPIEL. Als Beispielgebenwir ein Termersetzungssystemur Beschreilbing
derkorrektgeklammerternvariablenfreierarithmetischeusdrickeliberdenBinarzah-
lenan.Induktiv lassersichdieseTermedefinierendurch:

(T1) JedeBinarzahlist ein Term.
(T2) Sindty,t, Terme,soistauch(ty +t2) ein Term.
(T3) Sindty,tp Terme,soist auch(ty xtp) ein Term.

DieseDarstellungst nichtvollstandig,dasieaufdie (unendlicheMengeder)Binarzah-
lenzuriickgreift.Diesemiisseralsoebenfallendlichbeschriebemverdenwaswieder
uminduktiv mit Hilfe des(simultandefinierten)konzeptsler nichtleererBinarwdrter
wie folgt moglichist:

(Z1) Ound1 sindBinarzahlerundBinarworter.

(Z2) Istw einBinarwort,sosindOw und 1w ebenfallBinarwodrterund 1w eineBinar-
zahl.

Zum Nachweis,dassz.B.t = ((10x 0) + 11) ein Termist, zeigt man zurachst,dass
nach(Z1)t, = 0 eineZahlundO0 und 1 Wortersind,weshallt; = 10undtz = 11 nach
(Z2) ebenfallZzahlensind.Nach(T1) sindalsoty, tp, t3 Terme.Nach(T3) istdannauch
ts = (t1 xtz) = (10%0) ein Termunddamitschlie3lichnach(T2) t = (t4+t3) ein Term.
D.h. manverifiziertdie Korrekheitvont, indemmandenStrukturbaum
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von untennachoben(bottomup) durch&uftunddabeidenTermt ausseinenTeil-
termensynthetisiert.

Ein Termersetzungssysteln= (Z, P) zur Beschreibbngder TermebenutztdasAl-
phabett = {0,1,+,%,(,),T,Z,W}, wobeiT, Z,W ,Variablefi fur Terme,Zahlenund
Wortersind.Die RegelnentsprechegeradedenKlauselnderinduktivenDefinition:

Rl) T-—Z (T1)
(R2) T — (T+T) (T2)
(R3) T — (TxT) (T3)
(R4) Z -0 (Z1)
(R5) Z—1 (Z1)
(R6) W — 0 (Z1)
(R7) W — 1 (Z1)
(R8) W — OW (Z2)
(R9) W — 1w (Z2)
(R10) Z — 1W (Z2)

Man zeigtdann,dassdie NormalformenvonW, Z undT geradedie nichtleererBinar-
worter, die Binarzahlenund die Termesind. Eine HerleitungdesTermsT von oben
ertélt man,indemmanden Strukturbaumvon obennachunten(top down) durchB&uft
unddie entsprechendeRegelnanwendet:

T = (I+7) (R2)
= ((@*T)+T) (R3)
= ((Z+T)+T) (R1)
= ((Z+¥2)+T) (R1)
= ((Zx2)+2) (R1)
= (Wx2)+2) (R10)
= ((IWx0)+2) (R4)
= (AW *0)+1W) (R10)
= ((10%0)+ 1W) (R6)
= ((10%0)+11) (R7)

(Die Stelle,an derdie anggebeneRegel angevendetwird, ist jeweils unterstrichen.)
MankanndieseHerleitungauchdurcheinenBaumdarstellendadie Pramissemur aus

einemBuchstabemesteherDabeienthalterdie Sohnedie KonklusioneinerRegel,der

VaterderenPramisse
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Die Blattervon links nachrechtsgeleserergebendanndasheigeleiteteWort. In
seinerGrundstruktuentsprichdieserHerleitungsbaundem Strukturbaunmvont.

In diesemBeispielwurdennebendenGrundzeichenglie in den Termenvorkommen,
Variablenhinzugenommengie fur dasgewviinschtesyntaktischébjekt(T) bzw. berb-

tigte Hilfsobjekte (W, Z) stehenWeiter ist man nur an Herleitungenvon Worternin-

teressiertdie dieseVariablennicht mehr enthalten,wobei die Herleitungenmit der
VariablenT beginnen.Da manahnlicheBeobachtungeallgemeinmacht,hatChoms-
ky denBegriff desTermersetzungssysteneatsprechendnodifiziert, und so denfur

die SprachtheorigrundlegendenfolgendenGrammatikbgriff gepigt.

21.5 DEFINITION. Eine(Chomsky-)GammatikG = (N, T, P, S) bestehtauszwei dis-
junktenAlphabeterN undT, einerendlicherRelationP C (NUT)* = T*) x (NUT)*,
und einemausgezeichneteBuchstabers ausN. Die ElementeausN bzw T heien
(syntaktisbe) Variablen (oder Nichtterminalzeiber) bzw. Terminalzeiben die Ele-
menteausP Regeln oderProduktionendie VariableS Axiom

Von der Pramisseu einer Regel (u,v) verlangtman hier also, dasssie zumindest
eineVariableenthalt, wahrenddie Konklusionerv ein beliebigegmoglicherweisdee-
res) Wort aus Terminal- und/oderNichtterminalzeicherist. Ein nur aus Terminalzei-
chenbestehende®vort heiRtauchTerminalwort (oder Sat3, ein beliebigesWort w,
das(moglicherweiseauch)Variablenentralt SatzformKommthierbeiin w tatsachlich
eineVariablevor, sprecherwir von einerechtenSatzform

EinerGrammatikG = (N, T, P, S) kannmandasTermersetzungssystelfig = E =
(NUT, P) zuordnerunduberdaszugefdrige Umformungssysterdg danndie Seman-
tik von G erklaren.Die fir Eg eingefihrtenBegriffe Ubertragersichdamitauf G:

21.6 DEFINITION. DaszuderGrammatikG= (N, T, P,S) gelorendeTermersetzungs-
systemE = Eg ist durchE = (NU T, P) gegeben.Eine (G)-Herleitungvon w ausw
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(derLangen) in G ist einesolcheHerleitungin E. DasWort W ist ausdemWort w in
G herleitbar(G-herleitbar), in Zeichenw% w, falls eseine G-Herleitungvon w aus

w gibt (d.h.w :;> w gilt). Die von G erzeugteSprache L(G) (Uberdem AlphabetT)

ist die MengederausdemAxiom herleitbareriTerminalworter, d.h.L(G) ={we T* :
S% w}.

Ist die GrammatikG ausdemKontext bekanntsoschreiberwir = statt:G> (etc.).Wei-

tersagernwir, dasd. eineChomsky-Spcheist, falls L von einerChomsk/-Grammatik
erzeugtwird undbezeichnemit CH (CHy) die Mengealler Chomsky-Spracherfuiber
demk-arenAlphabet).

21.7 BEIsPIEL. Dasim Beispiel21.4 anggebeneTermersetzungssysterur Erzeu-
gung der arithmetischeriTerme lasstsich in folgende GrammatikG = (N, T',P,S)
Uberuhren:N={T,W,Z},T' ={0,1,+,%,(,)},S=T, undP enthalt dieRegeln(R1)-
(R10).

21.8 BEIsPIEL. Die SpracheL = {0™1": m,n > 1} wird von der GrammatikG =
(N,{0,1},P, S erzeugtwobeiN = {S T}, undP ausdenvier Regeln

(G1) S — 0S
(G2) S— 0T
(G3) T — 1T
G4) T =1

bestehtUm zu zeigen,dassL = L(G) gilt, mussmandie InklusionenL C L(G) und
L(G) C L zeigenZum NachweisvonL C L(G) mussman0™1" € L(G) fur gegebenes
m, n zeigen,d.h. eineHerleitungvon 0M1" ausSangeben:

s B o™ls (m—1x (G1))
SN (1x (G2))
Btoomn-iT (n—1x (G3))
= oM (1x (G4)

Zum Nachweisvon L(G) C L charakterisieremvir (durchInduktion nachk) die in k
SchrittenausSherleitbarenVorter (Satzeund Satzformen):

SX¥w = w=o0Soder
Im>13n>0(k=m+n& w=0M1"T) oder (21.1)
Im>13n>1(k=m+n&w=0m1")

Fur terminalesw zeigtdies,dassS:k> w impliziert, dassw € L gilt. Fur k = 0 ist die
Behauptundlar, dasS=2 wnurfirw=S= 0%Sgilt. Im Induktionsschritvon k nach

k+ 1 betrachtemandenletztenSchrittin derHerIeitungSk:+>l w, d.h. SEw=w.
Erfolgt dieservermbgederRegeln(G1) oder(G2),somussw die VariableS enthalten,
alsonachInduktionswraussetzung/ = 0“S gelten.Esist dannaberw = 0*1Sbzw
w = OKt1T von derverlangtenGestalt.Wurde die Regel (G3) oder (G4) angavendet,
mussentsprechend in w vorkommerunddahew' = 0™1"T fur geeigneten>1,n>
0 mit m+ n =k gelten.Hier gilt dannw = 0™1"*T oderw = 0™1™?, weshalbwegen
m-+ (n+ 1) = k+ 1 dasWort w wiedereinedergewiinschterGestalterhat.



21 TERMERSETZUNGSSY STEME UND CHOMSKY-GRAMMATIKEN 148

Bei einer Induktion wie in dem vorheigehenderBeispiel spricht manvon einer
HerleitungsinduktionDie Verifikation, dasseine zur Erzeugungeiner Sprache. ent-
worfeneGrammatikG dieseSprachetatsichlicherzeugt,d.h. dassL = L(G) gilt, ist
oft rechtmilhselig.Die RichtungL C L(G) ist dabeimeistleichterzu zeigen,daman
die Rggelnja geradeso entwirft, um in kanonischekVeisealle WorterausL zu erzeu-
gen.Der Nachweisder UmkehrungL (G) C L ist meistschwieriger Meist weist man
hier durch Herleitungsindukibn gewisselnvariantenin denhemgeleitetenSatzformen
nach(s.(21.1)im Beispiel oben).Das Problemfirr dieseRichtungist, dassdie Re-
gelnin beliebigerReihenfolgeanbeliebigerStelleausgefinrtwerdenkonnenwahrend
manbei demEntwurf zur Ableitung derWorterin L meistdie Regelnin einergewis-
senOrdnungbenutzt.Man mussdaherzeigen,dasseine VerletzungdieserOrdnung
nichtdie AbleitunguneraiinschtezusatzlicherTerminalwortererniglicht. (Mogliche
»Sackgassén d.h. AbleitungenechterSatzformenauf dieseWeise,die sich nicht in
Terminalwbrterweiter ableitenlassensind daggenbedeutungslosin denfolgenden
Beispielenverzichtenwir meistensauf denKorrektheitsbeveis.

21.9 BeIspiEL. Die Sprachd. = {0"1": n > 1} variiertdie Sprachen Beispiel21.8,
indemnunzusatzlich gefordertwird, dassder0-Block undder 1-Block gleicheLange
habenDieseSprachewird von der GrammatikG = ({S}, {0, 1}, P, S) mit derProduk-
tionenmenge

S - 0s1
S— 01

erzeugt.

21.10 BEispiEL. Die Sprachd. = {0"1"0™: n,m > 1} wird von der GrammatikG
mit Axiom SundRegeln

S—> TU
T — 0T1
T — 01
Uu— oJ
Uu—-2~0

erzeugt.

21.11 BeispiEL. Die Sprachd. = {0"1"0": n > 1} unterscheidesich vom vorher
gehendeBeispieldadurchdassalle Blockenungleichlangsind. Hierdurchwird eine
GrammatikG, die L erzeugtrechtkompliziert. Die untenanggebeneGrammatikba-
siertauffolgenderdee.ManfuhrtVariablenA, B, C fur die BuchstabemlerdreiBlocke
einundwahlt Regeln zur DurchfiihrungderfolgendenAbleitungsschritte:

I. Erzeugew; = (ABC)" (n > 1 beliebig).
II. DurchUmordnenfilhrew; in w, = A"B"C" liber

I1l. Durch Substitutionder Werte 0,1,0 fiir die VariablenA, B,C forme w, in das
gewlinschteTerminalwortw = 0"1"0" um.
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DasProblemist hierbei,dasssichegestelltseinmuss,dassdieseSchrittein derange-
gebenerReihenfolgeausgefihrt werden.Insbesondersollte Phasdll erstnachAb-
schlussvon Phasdl ausgefihrt werden(wogegeneinezeitlicheMischungvon Phasd
undPhasdl unproblematisclist). In derfolgendenGrammatikG fiir L erreichenwir
diesdadurchdasswir die Variablenam Anfangund EndedesWortesbesondersnar
kieren(wodurchwir sicherstellerkonnen dassgevisseUmformungeraneinerdieser
Stellenbgginnenmiissen)undwir bereitsgeordnetd/ariablenrumbenennein a, 3,y).
Die intendierteOrdnungwird hierbeivon rechtsnachlinks heigestelltsodassineaus
demAxiom hemgeleitete mit a beginnendeSatzformgeordnetd.h. fur diesePhasdl
abgeschlosseist, sodassnannun (von links nachrechts)die Substitutionsphasgl
begginnenkann.(Bei demEntwurfder Grammatikwar dabeiderLeitgedankedie Veri-
fikation moglichsteinfachzu machenwodurchmanetwasmehrRegelnalsnotwendig
berbtigt.)

Die Variablenmengeion G ist N = {ST,A A B,C,C a,qa,B,y,Yy}, wobei S das
Axiom ist. Zur HerleitungdesWortes010fiihrenwir explizit die Regel S— 010ein.
Herleitungerder Worter 0"1"0" mit n > 2 werdendurchfolgendeRegeln ernbglicht,
diewir geméRden(intendiertenPhasemerHerleitungergruppieren:

(1.1) S — ABCT

(1.2) T — ABCT

(1.3) T - ABC

(la.l) BA — AB

(Na.2) CA —- AC

(Na.3) cCB — BC

(lb.l) CC — w

(lb.2) Cy — w

(1b.3) By — By

(lb.4) BB — BB

(lb5) AR — op

(Ilb.6) Ad — oo

(b.7) Ao — aa

(1.2) aoa — 00

(I11.2) O — 00

(I1.3) B — 01

(I11.4) B - 11

(11.5) ly — 10

(111.6) oy — 00

(I11.7) oy — 00

Um einWortw = 0"1"0" mit n > 2 herzuleitengehtmandannwie folgt vor:

S = ABCT (1.1)

= ABC(ABC)"2T (1.2)
= ABC(ABC)™2ABC (1.3)
= AAIBC-IC (lla.1)-(lla.3)
= aa™Ipnyly (1b.1)-(11b.7)
= o"non (N1.2)-(111.7)
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Umumgekehrizu zeigendass.(G) C L gilt, zeigenwir, dasgedeHerleitungH eines
Terminalwortesv # 010in G im Wesentlicher(d.h. bis auf unkritischeAnderungen
der Reihenfolgevon Regelanwendungendie obenanggebeneGestalthat. Sei also
eineHerleitung

H: S=wy)=> Wi = ... = Wn = Wny1 = WE Z5— {010}

gegeben.Fir einenBuchstabera € NU X, bezeichnemwir mit i(a) daskleinstei <
m-+ 1, sodass in w; vorkommt(falls existent).Wir behauptendass

0=i(9 <i(A) =i(T)=1<i(C) <i(y) =...

—e=l(y) <i(B) <i(a) <i(a) <i(0)<i(l)<m+1 (21.2)

Hierbeigilt 0 =1i(S) undi(A) = i(T) = 1 offensichtlich,dajedeHerleitungeinesWor-
tesw # 010mit derRegel S— ABCT beginnenmussalsow; = ABCT gilt. Insgesamt
zeigenwir dieseUngleichungerin (21.2) induktiv von rechtsnachlinks. Dassi(1)]
und damit< m+ 1 ist, folgt dabeiausder Beobachtungdassfur 1 < j < m+ 1 das
Wortw;j mindestenginenderBuchstaberB, 3 oderl enttalt. (Dieszeigtmaninduktiv
dadurchdassmanbeobachtetjassw, = ABCT gilt undjedeRegel, die B oderf3 oder
1 in der Pramisseenthalt aucheinendieserBuchstaberin der Konklusionenttalt.)
Hat manfur ein benachbarteBaari(x),i(y) in (21.2) nachInduktionswraussetzung
i(y)4 <---<i(1) < m+1schongezeigtsofolgt i(x)) undi(x) < i(y) dadurchdass
man beobachtetdassalle Regeln mit y in der Konklusionx oder ein Zeichenz mit
i(y) <i(2) in derPramisseenthaltenx alsovor y erzeugwordenseinmuss.
Nach(21.2)hatalsodie HerleitungH die Gestalt

S = w;=ABCT = Wic) = Wi(a) 5w

Wir zeigen,dassdieseHerleitung (hinreichend)mit der obengegebenerHerleitung
von 0"1"0" UibereinstimmtHierzu beweisenwir folgendeBehauptungen.

Behauptund.. Esgibt eineZahln > 2 undeinWortv € {A,B,C}*, sodas;c) = AC
und

#a(V) =#a(V)+1=#(V)+1=n

BEWEIS. In derHerleitungABCT = wy = Wy = - - - = Wi = W) kdnnennurRegeln
verwendetverdenderenPramissemur VariablenX miti(X) < i(C) enthalten\Wegen
(21.2)trifft diesnur aufdie RegelnderGruppen(l) und(lla) zu, wobeidie Regel (1.1)
entfallt, daw; S nichtenthalt, und S auf keinerrechtenRegelseitevorkommt. Weiter
wird (nachDefinition von i(C)) die Regel (1.3), die als einzigeC erzeugt,in dieser
Herleitungnurim Schrittwy = w;c) (unddamitdort notwendigerweiseangevendet.
Die Herleitungw; => wy benutztalso hochstengdie Regeln (1.2) und (lla.1)-(l1a.3).
Dieselibertuhrenaberein Wort AuT mit u € {A,B,C}*, wobei#g(u) = #a(u) + 1 =
#c(u) +1 > 1, in ein Wort mit derselberEigenschaftMit wy hatalsoauchwy diese
Eigenschaft(Induktion). Da wyx = wj(c) via (1.3), emibt sich hierausdie behauptete
Gestaltvon wc).

Behauptun@. Esgilt wi(q), = aa™ """y, wobein > 2 die Zahl ausBehauptund.
ist.
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BEWEIS. Entsprechenavie im Beweis dererstenBehauptungeigt man,dassin der
Herleitung

Wiy =AC = Wic)11 = Wil = Wi

nur RegelnausdenGruppen(lla) und(llb) verwendetverdenwobeidie Regel (11b.7)
nur im letztenSchritt angevendetwird. Man zeigt danndurch Herleitungsindukibn,
dassjedesWort z = Wic)ym (0 < m< 1) die GestaltAuC oder Au'y hat,wobeiu €
{A/B,C}* undu € {A/B,C,qa,B,y}*,

Ha(2) + HalD) + 1= #a(2) + #3(2) = #o(2) +#(2) + 1 =1,

undrechtsvon einema (bzw B bzw y) in U’ nurdie Buchstabem, 3,y (bzw. 3,y bzw
y) vorkommenDaim letztenSchrittderHerleitungdie Regel (IIb.7) angevendetwird,
mussdahemw; ¢, = Aa"~ "'~y gelten weshalbw; o, die geviinschteGestalthat.

Behauptun@. w= 0"1"0", wobein > 2 wie oben.
BEwEls. Furdie Herleitung
Wi(g) — go(n—anyn—lY:*> W

zeigt maninduktiv, dassdie hegeleitetenWorter nur Buchstaberausdem Alphabet
{a,a,B,v,y,0,1} enthalten,also nur Regeln der Gruppe(lll) anwendbarsind. Auf-

grund der GestaltdieserRegeln folgt (wiederumdurch Herleitungsinduktia), dass
jedesWort z in der Herleitungvon w ausw;q die Gestaltz = uauguc hat, wobei
|ua| = Jug| = uc| = N, ua € {a,a,0}*, ug € {B,1}* unduc € {y,y,0}*. Daw terminal
ist, gilt alsow = 0"1"0" wie behauptet. N

Wir wollennundie MachtigkeitdesGrammatik-konzeptesintersucherindemwir
denUmfangderKlasseCH derChomsly-SprachemestimmenHierzubeobachtemwir
zunachst,dasswegenihrer Lokalitat die Anwendungernvon Regeln einerGrammatik
G effektiv austihrbarsind. Hierausfolgt, dassdie von G erzeugteSpracheeffektiv
aufgeahltwerdenkann,alsonachChurchschemlheserekursiv aufzahlbarist.

21.12 LEMMA. SeiG eineChomsly-Grammatik.DannistL(G) rekursiv aufzhlbar
Dariiberhinaudésstsich ausG effektiv eine Turingmaschinevl angebengie L(G)
akzeptiert.

Bewels. SeiG= (N,T,P,S).EineHerleitungeinesWortesw € T* in G hatdie Form
Soviw=...=>Vhw=>w (n>0,vie (NUT)Y),

kannalsoals Wort UiberdemAlphabet> = NUT U {=} aufgefasstverden.Da wir
fur Worterv undv durchMustenemleichtiberpiifenkénnen,obv durchAnwendung
einerRegelin V' Uberfuhrbarist, alsov = V gilt, kannmaneffektiv feststellenpbein

1wie schonin der KomplexitatstheorieakzeptiertM eine rekursiv aufzihlbareSprachel, wennL die
Mengeder Eingabenist, fir die die Rechnungvon M in einem Endzustancendet(wobei die Menge E
der Endzusandezusatzlich zur friiherenDefinition der TuringmaschineM zu spezifizierenist). Dies ist
offensichtlichaquialentzu derfriiherenDefinition, nachder M eineEingabex akzeptiertfalls M fur diese
eineAusgabdiefert. DurchZusammenifhrenderEndzuséndekénnerwir beiBedarfvonderExistenzeines
einzigenakzeptierende#ustandest ausgehen.
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Wortz € >* eineHerleitungbeschreibtundim positivenFall |asstsichdashemgeleitete
Wort effektiv bestimmenD.h. die Menge

H={(w,2): weT*ze X" zHerleitungvonw}

ist entscheidbarEntwederdurch Ruckgriff auf die Church-Turing-Theseoder durch
eineeinfacheFormalisierungobiger Uberlegungenfolgt hieraus,dassH rekursi ist.
Da

WEL(G) & Iz(w,z) €H)

gilt, istalsoL (G) nachdemProjektionslemmaekursiv aufzahlbar DerzweiteTeil des
Lemmasfolgt ausder EffektivitatdesArgumentesD.h. eineTuringmaschinedie (die
charakteristisch&unktionvon) H berechnetlasstsich effektiv ausG gewinnen,und
ausdieserwiederumein Akzeptorfir die ProjektionL(G) vonH. m]

Umgekehrthaberwir schonvorherbeobachtetjassdie KonfigurationereinerTu-
ringmaschineM durch Worter beschriebenverdenkdnnen.Wegen der Lokalitat der
Turingmaschinen-Operationénnendie UbeigangedurchRegeln beschriebenver-
den,weshalbM als Termersetzungssysteaufgefassiverdenkann. Diese Beobach-
tung erlaubtuns,die von M akzeptierteSprachedurch eine Chomsk/-Grammatikzu
erzeugenunddamitdie Umkehrungvon Lemma21.12zu zeigen.

21.13LEMMA. SeiM einedeterministisch¢l-Band-)TuringmaschineyndseilL(M)
die von M akzeptierteSpracheDannléasstsich effektiv eine Chomsk-GrammatikG
angebendieL(M) erzeugt.

BEWEIS. SeienZ, I dasEingabe-bzw. BandalphabetZ = {z,z,...,7,} die Zu-
standsmengendP dasProgrammvon M. Dabeikonnenwir 0.B.d.A.davonausgehen,
dassl N Z = 0, zy der Startzustandind z; der einzigeakzeptierend&ndzustand/on
M ist. Weiterbestehd® ausbedingterAnweisungen.

Um M nundurcheine GrammatikG zu simulieren,beobachtenvir, dassdie Re-
chenschritted.h. Konfigurationgibegange von M durchRegeln beschriebenverden
kdonnen,dassdasHerleitungs-bzw Rechnungsziebei Maschinenund Grammatiken
aber unterschiedlichist. Bei der Maschinewird, grob gesprochengin Wort w aus
derakzeptierterSprachedurchRegelanwendungeim denakzeptierende@ustandz;
uberiuhrt. (Genauerdie zu w getbrendeStartkonfiguratiorwird in eine Endkonfigu-
ration Uberfihrt. Wir kdnnenjedochannehmengdassM bei der Endkonfiguratiordas
Bandnochvollstandigldscht,esalsogenaueine— im Wesentlichemur ausdem Zu-
standz; bestehende Endkonfiguratiorgibt.) Bei der Grammatikist dasVorgehenm
WesentlicherumgekehrtEin ausgezeichnet&®uchstabevird durchRegelanwendun-
genin ein Wort dererzeugterSprachdiberiihrt.

Eine Moglichkeit,M durcheine GrammatikG zu beschreibenist dahey die End-
konfigurationvon M als Axiom zuwahlenunddie Ubeigangevon einerKonfiguration
zuriick zu ihrer Vorgangerkonfiguratiodurchdie Regelnvon G zu ermbglichen.(D.h.
die Regelnvon G sindinverszuden, Regelri vonM.)

Will mandie Rechnungnichtinvertieren sokannmanalternatv mit einerSpuren-
technikarbeitenZunachsterzeugtG ein beliebigesVort w € 2*. In Spurl wir dieses
bawahrt,in denSpurer2 und3 danndie zugeldrige Rechnung/on M simuliert(Spur2
= Bandinschrift, Spur3 = PositionerdesArbeitsfeldesund Zustand) AkzeptiertM, so
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werdendie Spurer? und3 geloschtundSpurl alsTerminalworterzeugtim Folgenden
formalisiererwir diesenzweitenAnsatz.

Die Produktionenmeng® der GrammatikG = (N, X, P, S), die L(M) erzeugt,
bestehtausdenfolgendendrei Gruppen:

Die ersteGruppebestehiausRegeln zur ErzeugungeinesTerminalwortesw € >*
in dererstenSpurund der zugeldrigen Startkonfiguratiorin der zweitenund dritten
Sput DieseSatzformwird zusatzlichdurchdie Randzeichefi und] geklammert:

*

S - [BT
V4
a

T - aT | ]
*

(Die ausdrei Komponenterbestehendevariablenaus (XU {+}) x [ x (Z x {})
schreibenwir als Spaltewektoren.)Fur jedesWort w= a;...a, € Z* (n > 0) lasst
sichhiermit

... an
S=[B a ... an]
*

herleiten.

Die zweite Gruppevon Regeln erlaubt(bei Bedarf), den beschriebeneBandteil
amRandedurchAnfugenvon Blankszu erweitern:

Die Schrittevon M lassersichdanndurchdie Regelnder3. Gruppesimulierendie fur
jedeM-Instruktion| = (z a,a’,B,Z) die folgenden,von der BewegungB € {L,R S}
ablangendemRegelnenthalt (furallea,a’ e ZU {x},a" € I):

a a

a - a (fallsB=9)
z z

a o a o

a a - 4 a (fallsB=R)
zZ % x Z

a « o «

a’ a — a & (fallsB=1L)
N Z x

Giltw=a;...a, € L(M), sokannmanmit denRegelnderzweitenunddritten Gruppe

* a1 ... an . a1 ... Oj—1 O djg1 ... Om
[ B a ... ap ] = [ Bl Bi—l Bi Bi+l Bm ]
Zn * ... % * * Z1 * *
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zeigenwobeids...0m=*...*Wx*...x undfBs1...Bm € '* geeignezuwahlenist.

Die RegelnderviertenGruppeerlaubereinedenEndzustanad; enthaltend&atz-
form v aufdasTerminalwortin derersterSpurvonv zureduzierer{a,a’ e ZU {x},B €
M):

™ Q
1
Q

Al

* - A
[ - A
] - A

Hiermit kannmanalsofir a;y...om und B1. . .m Wie obenzurachstmit denersten
drei,dannmit denletztendrei Regeln derviertenGruppe

ap ... Oji—1 O Qi1 Om . .
[Bl Bi—l Bi Bi+l Bm] :>[0(1...0(m] = W
* * 1 * *
herleiten.
Aufgrund der Bemerkungerzu denRegelgruppenasstsich L(M) C L(G) leicht
zeigen Auf denBeweisderUmkehrungverzichtenwir. O

21.14 SATz. ZujederTuringmaschin®d! kannmaneffektiv eineChomsly-Gramma-
tik G angebendie die von M akzeptierteSpracheerzeugt,und umgekehrtinsbeson-
deregilt CH = RA.

BEwEIS. Diesfolgt direktausdenLemmata21.12und21.13. m

Mit diesemSatzibertigdgtsichdie UnentscheidbarkegemantischeEigenschaften
von Turingmaschineauf Grammatikenlnsbesondergilt:

21.15 KOROLLAR. (a) Esgibt eineChomsly-Sprachedie nichtrekursi ist.
(b) DasWortproblemfiir Chomsly-Grammatiken
Wen = {([G],x) : xe L(G)}
ist nichtrekursi.
(c) FolgendeProbleméfiir Chomsk-Grammatikersindnichtrekursis:

LEERcH = ] (G) =0} (Leerheitsproblem
INFcH = {[ (G) unendlich (Unendlichkeitsproblein
AQuch = {([G],[G]): L(G)=L(G")} (Aquivalenzproblem

Gl:L
Gl:L
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Hierbei gehenwir von einergeeigneterGodelisierungvon Grammatikerausund
bezeichnemit [G] die Godelnummeder GrammatikG.

BEwEIS. DadasHalteproblenK rekursiv aufzahlbarabernichtrekursv ist, folgt (a)
direktausSatz21.14.Wahlt maneine GrammatikG mit L(G) = K, sogilt K <mWcn
via f(x) = ([G],x), weshalbmit K auchWcy nichtrekursi ist. Teil (c) desKorollars
zeigtmanebenfallsmit Hilfe der Reduktionsmethodayobei mandie nachdem Satz
von Rice nicht rekursivenanalogerProblemefiir Turingmaschinemeduziert.Da man
nachSatz21.14jederTuringmaschinév effektiv eineGrammatikG mit L(M) = L(G)
zuordnenkann, ist die entsprechend@bbildung g der zugeldrigen Godelnummern
berechenbaralso (nach Church-Turing-Theseoder Formalisierungdes Argumentes)
rekursiv. Hierauserhalt mandanndirekt die gewiinschterReduktionenZ.B. gilt fur
dasLeerheitsproblenlLEer = {e: W, = 0} flr (normierte) Turingmaschinendass
LEER <m LEERcH Viag. ]

Von einer Grammatikkannmani. Allg. alsowenig Uiberdie Strukturder erzeug-
ten Spracheeffektiv ablesenin der Praxisschénkt mandaherdie zulassigerRegein
in einerGrammatikein. Hierdurcherhalt manDarstellungengie mehriberdie dage-
stellteSpracheverraten(dafur aberauchwenigerSprachemarstellen)Die wichtigsten
Spezialtlle von Grammatikerfuhrenwir im nachsterAbschnittein.



