20. Die polynomiell beschrankten
Komplexitatsklassen

Nachder Church-Turing-Thesédst ein Problemgenaudannentscheidbamwennes
Turing-entscheidbaist, d.h. die charakteristischéunktion des Problemsvon einer
Turingmaschinéerechnewerdenkann. Wie die Hierarchiefitzezeigen,konnendie
erforderlichenRessourcethierbei jedoch so stark anwachsengassdie Rechnungen
praktischnicht mehraustihrbarsind. Man schianktdaherdie Klasseder entscheidba-
ren Mengenhaufigauf die Klasseder praktisd odertatsachlich entscheidbareMen-
genein. Hierbeihatsichdie (sicherlichidealisierendeY hesedurchgesetzilassdiese
Klassemit derKlasseP derin Polynomialzeitvon (deterministischenJuringmaschi-
nenlosbarenProblemerzusammerilit (Cooksbe Theseoder Thesevon Edmonds
Dadie wechselseitig&imulationder iiblichen(deterministischeniRechnermodellén
polynomialerZeit moglich ist, ist P maschinenunaléimgig,d.h. die in Polynomialzeit
losbarerProblemesind fur alle tiblichen(deterministischen!lRechnermodelleiesel-
ben.

Im Gegensatzur Berechenbarkeitstheori@p manvon denmeisteninteressanten
Problemeweil3, ob sie entscheidbasind, gibt eseine Vielzahlfur die Praxiseminent
wichtiger Probleme von denennicht bekanntist, ob sie in P liegen, also praktisch
losbarsind. Hatte man es bei denunlosbarenProblemenhaufig mit unbeschiinkten
Suchproblemerzu tun, derenUnentscheidbarkeitnan dadurchnachweiserkonnte,
dassmandie VollstandigkeitdieserProblemefiir die Klassederrekursiv aufzahlbaren
Problemezeigte,so treffen wir hier nun wiederumauf eine Klassevon Suchproble-
men,die nunaberkurzeund leicht verifizierbareL dsungerbesitzenwegender expo-
nentiellenGroRedesSuchraumsbereinevollstandigeSuchein Polynomialzeiticht
erlaubenVon diesenProblemerkannmanzeigen dasssie nichtdeterministisclin Po-
lynomialzeiterkanntwerdenkonnen,alsoin NP liegen.Bis heuteist aberoffen, ob
P = NP oderP C NP gilt (P-NP-Problen). Man vermutetjedoch,dassP echtin NP
enthalterist, sodassnandie Frage,ob ein Problemin P liegt auchunterderHypothe-
se P # NP untersuchtHier kann mandanndurch Einschiankungder effektiven Re-
duzierbarkeiterauf Polynomialzeit-besckinkteReduzierbarkeiteeinenVollstandig-
keitsberiff fir NP sodefinierendassNP-vollstandigeProblemenur dannin P liegen,
falls — wider Erwarten— P = NP gilt. Durch Nachweisder NP-Vollstandigleit eines
Problemskann man also starkeEvidenzfur die praktischeUnlosbarkeitgeben.Fur
die meistender obenangesprochenebeschanktenSuchproblemedlie in der Praxis
aufgetretersind, konnteman die NP-Vollstandigkeitund damit also vermutlich die
praktischeUnlosbarkeitzeigen.

In diesemAbschnittwerdenwir die KlasseNP betrachtenden Begriff der NP-
Vollstandigkeiteinfuhrenund BeispieleN P-vollstandigetMengenvorstellen.

Mit Hilfe desim letztenAbschnittdurchgefihrtenVemleichsderKomplexitatsma-
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Rekdnnenwir die KlassenP und NP wie folgt lokalisieren:

LOGSPACE C NLOGSPACE C PC NPC ...
...C PSPACE = NPSPACE C EXP (20.1)

Hierbeifolgen PSPACE = NPSPACE ausdemSatzvon Savitch unddie nichttrivialen
InklusionenNLOGSPACE C P undNPSPACE C EXP ausSatz19.3.Auf derande-
ren Seitefolgt ausdem ZeithierarchiesatzjassP echtin EXP enthalterist, weshalb
zumindeseinederInklusionenin

P C NP C PSPACE C EXP
echtseinmuss.Entsprechenéblgt die Echtheitzumindesteinerder Inklusionenin
NLOGSPACE C PC NP C PSPACE

mit demnichtdeterministischeRlatzhierarchiesatin derTat vermutetmandie Echt-
heit aller Inklusionenin (20.1),war aberbislangnicht in der Lage,die Echtheitauch
nur einerder Inklusionenzu zeigen.Insbesonderést die Frage,P = NP?* nochim-
mer offen, obwohl sich Parallelenim Verhaltnis zwischenP und NP sawie zwischen
derKlasseREK derrekursivenundderKlasseRA derrekursiv aufzhlbarerMengen
zeigen,undREK C RA, wie wir geseherabenyelati leicht zu zeigenist. Die Ana-
logie zwischendieserKlasserzeigtsichvor allemin derfolgendenCharakterisierung
der NP-Mengen,die der Charakterisierungler rekursiv aufzihlbarenMengendurch
denProjektionssatentspricht.

20.1 SATZ. EineMengeA C %* liegt genaudannin NP, wennsie die p-beschénkte
Projektioneiner2-stelligenMengeB C * x * ausP ist. Hierbeiist A die p-beschénk-
te Projektionder MengeB, wennesein Polynomq gibt mit

VxeZ'(xe A & (Yl <d(lX) & (xy) €B)). (20.2)
Statt3y(]y| < q(|x|) & - ..) schreibtmanauchkurz 3<aXDy(. . ).

BEwEISIDEE. Gilt A € NP, so gibt eseine p(n)-zeitbeschiinkte nichtdeterministi-
scheTuringmaschineN, die A erkennt,wobei p(n) ein Polynomist. Durch geeignete
KodierungderN-Konfiguratiorenlasstsichfur

B={(x,y): ykodierteinemoglicheakzeptierend®echnung/on N bei Eingabex}
(20.3)

zeigen,dassB € P gilt. Weiter |asstsich wegen der polynomiellenZeitschrankeir
N die Langeder (kodierten)N-Rechnungerbenfallspolynomiell beschanken,etwa
durch dasPolynomg (wobei g € O(p?)). Hiermit emibt sich fur A die geviinschte
Projektionsdarstellun¢R0.2).

Gelte umgekehrt(20.2) fur B € P und ein Polynomg, so erhalt man eine poly-
nomiell zeitbeschinkte nichtdeterministischduringmaschinezur Erkennungvon A
wie folgt. Bei Eingabex erzeugtN zurachstnichtdeterministiscin < g(|x|) Schritten
jedesWort'y mit |y| < q(|x|). (D.h. in jedermbglichenRechnungwird ein bestimm-
tessolchesy erzeugtHierzureserviertN z.B. einesseinerBanderund schreibtdarauf
hintereinandeBchritt fir Schrittein nichtdeterministisclyevahltesZeichen0,1 oder
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B auf dasBand.N beendetiesePhasenachdemerstenSchreibereinesBlanksoder
falls der parallelmitlaufendezZahlerbis q(|x|) (jedesPolynomist zeitkonstruierbar!)
stoppt.)Fur daserzeugtey Uberpiift N dann(durchSimulationeinerdeterministischen
Maschinezur Erkennungvon B), ob (x,y) € B liegt und akzeptiertgenaudann,wenn
diesderFall ist. Istr einnachAnnahmesxistierende$olynommit B€ DTIME(r(n)),
solasstsichdie LaufzeitderMaschineN durchdasPolynom

p(n) = q(n) +r(2n+q(n) + 1)

abscflatzen.Hierbei gehenwir davon aus,dassdie 2-stellige MengeB durchdie 1-
stelligeMengeB' = {1M0xy: (x,y) € B} kodiertist, d.h. einerEingabe(x, y) fur B die
Lange|x| + 1+ x| + |y| = 2|x| + |y| + 1 zugeordnetvird. O

Satz20.1 hilft haufig beim Nachweis,dassein Problemin NP liegt. Wir geben
hierfur zwei Beispiele.

Wir betrachterzurachstdasErfullbarkeitspioblemfur aussagenlogischéormeln
in konjunktiver Normalform (kKNF), abgekirzt SAT (= Satisfiability).Die MengeCNF
der aussagenlogischdrormelnin konjuktiver Normalformist induktiv definiert. Wir
gehenvon einemabzhlbarenVorratx;, X2, X3, . .. von (Aussagen-)afiablen und den
Wabhrheitswerter{(Konstante O (= falsch)und 1 (= wabhr) aus.Ein Literal | ist ei-
ne Variable(l = x), eine negierte Variable (I = —x), eine Konstantg(l = i) odereine
nagierte Konstantg(l = —i). Eine v-Klauselc ist die endlicheDisjunktion von Lite-
ralen(c=11VvIaV---VIhn> 1). EineFormela in KNF ist die endlicheKonjunktion
vonVv-Klauseln(a = c1&C2& . . .&Cm, m> 1). Mit CNF bezeichnenvir die Mengealler
Formelnin kNF. Dabeigehenwir davon aus dassormelnalsWortertiberdemAlpha-
betX ={0,1,—,Vv,&} damgestelltsind, wobeiwir die Variablex, durchdasBinarwort
0°in(m reprasentieren(Mit der Lange|a| einerFormela meinenwir danndie Lange
deszugeldrigenWortes.)Eine Formel, die keine Variablenentlalt, heildtgestlossen
Enthalt die Formel keine Konstantenso heif3tsie pur. Einer geschlosseneformel a
kannmaneinenWahrheitswertv(a) zuordnenjndemmanw(i) = i fir die Konstante
i =0, 1setzt,undw danndurch

W(—|i) = 1-i
w(laiVv---vig) = maxw(li),...,w(ln))
w(C1& ...&Cm) = min(w(cy),...,w(Cn)),

d.h. durchdie Gibliche Interpretationder Junktoren—, v und & auf Literale, Klauseln
und KNF-Formelnfortsetzt.Der WahrheitswereinergeschlossenekNF-Formellasst
sichdurcheinmaliges_esender Formelvon links nachrechtsberechnerfwobeisich
gleichzeitigfeststelleriasst,ob Uberhaupeine(geschlossendjormelvorliegt, d.h.

W={aeZ": aecNF&ageschlosse& w(a) =1} € DTIME(O(n)).

Eine BawertungoderBelgyungB einerbeliebigenFormela ist eineAbbildungvon der
MengeVar(a) derin a vorkommenderVariablenin {0, 1}, ordnetalsojeder Varia-
blenin a einenWahrheitswertzu. Die BewertungB madt a wahr, wennw(og) = 1
gilt, wobeiag = Oy, . x,[B(X1), ..., B(xn)] die geschlossenormelist, die manaus
a erkalt, wennmansimultandie vorkommenderVariablenx durchB(x) ersetztDie
Formela ist erfullbar, wenneseineBelegungvon a gibt, die o wahrmacht,und wir
definieren

SAT = {0 € cNF: a erfullbar}.
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20.2 LEMMA. SAT € NP.

BEwEIS. FUr a € CNF, |a| = n, kdnnenwir Var(a) = {X1,...,Xn} in Quadratzeit
(oderschnellerpestimmenund offensichtlichgilt ||Var(a)|| = m < n. Jedembgliche
Belegung B von a entsprichtdanneinem Binarwortw = B(x1) ...B(Xm) der Lange
m< n. Esgilt also

o € SAT & 3<I91B(B machta wahn
& 35B((a,B) e W),

wobei
W ={(a,B): ag € W}

fur die obendefinierteMengeW. DaausW e P leichtW e P folgt, zeigtdiesSAT € NP
nachSatz20.1. O

Als zweitesBeispiel betrachterwir dasKnoteriibededungspoblemvc (verte
cover) in der GraphentheorieEin endlicher(ungerichteterGraph G = (V, E) besteht
auseinerendlicherMengeV von KnotenundeinerMengeE vonKanten dieeinenTeil
derKnotenverbindenD.h.E CV x V ist eine2-stellige,symmetrischdrelation.Als
Knotenmeng@ehmerwir hierbeistetsein Anfangsstick {0, ...,n— 1} dernaturlichen
Zahlen.Die Kantenreprasentieremvir danndurchdie sog.Adjazenzmatrixiber{0, 1},
wobei

M{i,jl=1 & (i,j)€E

gilt. Durch Linearisiererder Matrix kannmandannendlichenGraphenBinarwbrtern
zuordnengderenLangequadratischin der AnzahlderKnotenist.

EineKnoterilbedekungU desGrapherG = (V, E) ist eineTeilmengeJ derKno-
tenmengé&/, sodasyonjederKantevon G zumindeseinerderEndpunktezuU gelbrt,
d.h.

Vi,jeV((i,j))eE =ieU Vv jel)

gilt. DasKnoteruibeided&kungspoblemfragtnachderExistenzeinerKnoteriiberdeckung
U einesgegebenerGrapherG = (V, E), die einevorgebenen&roflek hat.D.h.

vc = {(G,Kk) : G besitzteineKnoteriiberdeckungy mit ||U |=k}.

Da hierbeiG = (V, E) mit ||V|| = n wie obenbemerktdurchein Wort der Langen?
dagestelltwird und 0.B.d.A. k < n angenommenverdenkann, spielt die Wahl der
Repiasentatiorvon k keineRolle.

20.3LEMMA. vC & NP.

BeweEls. SeienG = (V,E) undk mitk < n= ||V|| gegebenundseiM die Adjazenz-
matrix von G. Eine MengeU C V = {0, ...,n— 1} ist genaudanneine Knoteriiber
deckungvon G, wenn

Vi,j<n(MJ[i,j]=1 = ie€U oderjeU),
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wassichin O(n?) Schrittentestenlasst Esfolgt, dassdie Menge
B = {(G,U,K) : U Knoterilberdeckungler Grof3ek desGrapherG}
in DTIME(O(n)) liegt. Da
(Gkevc © 3IkU((G,Uk eB),
folgt hierausvc € NP mit Satz20.1. |

Um zu zeigen,dass- unterder VoraussetzungjassP # NP gilt — diese(und andere)
NP-Problemenichtin P liegen,hatmanfolgendePolynomialzeit-\arianteder mary-
one-Reduzierbarkedingefihrt.

20.4 DEFINITION. Eine MengeA C X* ist auf eineMengeB C ¥* p-mrreduzierbar
(A <P B), wenneseineFunktion f : 3* — 3* in FP (d.h. der Klassederin Polyno-
mialzeitvon einerdeterministischeffuringmaschinderechenbareRunktionen)gibt,
sodass

VxeZ*(xe A & f(x) €B)
gilt, d.h.ca=cgo f.

Die Definition von <F, unterscheidesich von der klassischerDefinition von <m nur
dadurchdasgekursi (d.h.berechenbaurchPolynomialzeit-Tiringberechenbdd.h.
tatsachlichberechenbargrsetziwird. Stattder Nichtrekursvitat (Unentscheidbarkeit)
kannmanentsprechendun die Nichtmitgliedschafin P (praktischeNichtentscheid-
barkeit)mit Hilfe von <F, zeigen,indemmandie tiber<, gemachterBeobachtungen
entsprechenduf <P iibertégtund korrespondieren#iarte-und Vollstandigkeiskor
zepteeinfuhrt.

20.5 LEMMA. (a) <k isteinePraordnungg.h. reflexiv undtransitiv.
(b) Gilt A<F, B undB € P, sogilt auchA € P.
(c) Gilt A< B undA¢ P, sogilt auchB ¢ P.

BEWEIS. Man zeigtdieswie die entsprechendefiussageriur <m,, wobeimanbeach-
tet, dassdie Klasseder Polynomegegenexplizite Definitionenabgeschlosseist. Wir
begniigenunsdahemit demBeweisvon (b). GelteA <k, B via f undseiB € P. Dann
gibtesPolynomep undg, sodass € FDTIME(p(n)) undB € DTIME(q(n)) gilt. Da
nachWahlvon f fur jedesWort x (|x| = n)

Ca(x) = ca(f(x))

gilt, kannmanca(x) berechnenindemmanzuréchstf (x) berechne{p(n) Schritte),
unddanncg(f(x)) (q(|f(x)|) Schritte).Wegender Zeitschrankep(n) fir f gilt jedoch
|f(X)] < p(]x]), weshalbdie Berechnung/onca(x) in O(p(n) +q(p(n))), d.h.polyno-
miell vielen Schrittenmoglich ist. |

20.6 DEFINITION. Eine MengeA ist p-m-hart fur eine KomplexitatsklasseC, falls
B <P Afiralle B € C gilt. Gilt zusatzlichnoch,dassA selbstin C liegt, soist A p-m-
vollstandigfur C.
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Stattp-m-hartbzw p-m-vollstandigfur C C REK sagerwir einfacherC-hart und C-
vollstandig. Aus LemmaZ20.5(c)folgt direkt, dassfir jede Komplexitatsklasse, die
nicht in P enthaltenist, die C-harten— und daherauchdie C-vollstandigen— Men-
gennichtin P liegen.(Die Umkehrunggilt trivialerweise.)Dartiberhinaudesitztje-
de abzhlbareKlasseC = {C, : n > 1} (alsoinsbesondergede Komplexitatsklasse
C C REK) C-harteProblemeyvie z.B.dasProblemHc = {1"0x: x € Cp}, daCp <P, Hc
via fn(x) = 1"0x gilt*. Insbesondergilt also:

20.7 LEMMA. FallsP # NP undA NP-volistandigist, sogilt A ¢ P

Um zu zeigendassesiiberhauptNP-vollstandigeMengengibt, betrachtemwir das
eingesbrankteHalteproblemfiir nichtdeterministisch&-Band-Turingmaschinen:

K[bl’nd] := {1°0x01" : Uy ng akzeptiert(e,x) in < n Schritter}.

Hierbeiist Uy g die universelleMaschinefiir die nichtdeterministische(mormierten)
1-Band-Turingmaschinen.

20.8 SaTz. Kb

[Lnd] ist NP-vollstandig.

BEWEIS. DassK[blynd] in NP liegt, kannmanmit Satz20.1zeigen Esgeriigt hierzuzu

beobachtert;;lassK[bl nd die beschankteProjektionder P-Menge

B={(1°0x01")y): ykodierteinemdglicheakzeptierend®echnungson
Uy nd bei Eingabe(e, x), derenLange< nist}
ist, namlich

WEK) g © F<MPy((w,y) € B).

Zum Nachweisder NP-Hartevon K[bl nd mussenwir fur gegebened\ € NP nachwei-

sen,dassA <P, K[bl nd gilt. WegenA € NP gibt eseinenichtdeterministisch&uringma-
schineN, die A erkennt,und die fir ein geeignete®olynom p(n)-zeitbeschinkt ist.
Da die Reduktionauf ein Band,die NormierungundschlieRlichdie Simulationdurch
die universelleMaschineU; ng nur zu einemquadratischeeitverlustfilhren,gibt es

eineZahle undein Polynomg(n) € O(p(n?)) mit

X€A <& N akzeptierix
< Nakzeptiertxin < p(|x|) Schritten
& Uy nq akzeptiert(e, x)
& Uy nq akzeptiert(e, x) in < q(|x|) Schritten

NachDefinition von K[bl,nd] heiRtdiesabergeradedass
XxEA & 190019 eKf o
gilt, worausA <, Kf} | 4 via f (x) = 1°0x01%) folgt. O

WeitereBeispielefur NP-vollstandigeProblemesind die obeneingefihrtenPro-
blemeSAT undvc. Wir zeigendieshier nur fur SAT.

INicht jede KlasseC C REK besitztjedoch vollstandige Probleme.Z.B. besitzt REK selbstkeine
vollstandigenProblemeHierzu beobachtetan,dasseszu jederrekursven MengeA einerekursive Men-
ge B mit B £}, A gibt. Ist namlich A in DTIME(t(n)) (0.B.d.A.t monoton),sogilt, dass{C : C <k, A} C
DTIME(t(poly(n))) C DTIME(t(2")). NachdemZeithierarchiesatgilt jedochDTIME(t(2")) C REK.
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20.9 SATZ. (SATZ VON COOK) SAT ist NP-vollstandig.

BEWEIS. Wegen Lemma?20.2 geriigt es zu zeigen,das SAT NP-hartist. Sei also
A € NP gegeben.Um A <P SAT zu zeigen,beschreiberwir die Rechnungereiner
nichtdeterministischermolyzeitbeschinktenTuringmaschineN, die A erkennt,durch
CNF-Formeln.D.h. wir ordnenjeder Eingabex eine Formel ax € CNF sozu, dassoik
genaudannerfullbar ist, wennN bei Eingabex eine akzeptierend&®echnungesitzt.
Da sich ay in Polynomialzeitausx berechneriassenwird, wird hierausA <P SAT
vernbgederReduktionsfunktia f (x) = ay folgen.

Zur Vereinfachungder Definition der Formelnay gehenwir dabeivon gewissen
Normeigenschafteder nichtdeterministischeiMaschineN aus,die A akzeptiert\We-
gendesBandreduktionssatzd€nnenwir annehmengdassN eine Einbandmaschine
ist. Sind Z,I", P Zustandsmengd3andalphabetind Programmvon N, so kdnnenwir
Z={0,1,...,m} voraussetzenyobeiO der Startzustandind 1 der einzigeakzeptie-
rendeZustandvon N ist. DenNichtdeterminismuson N konnenwir aufdenNachfol-
gezustandeschankend.h.fur InstruktionerausP

(za,d,B,Z)#(zad" B",7) > ad=a'&B =B (20.4)
fordern.(Wird diesdurchinstruktionenwie obenverletzt,ersetzemwir diesedurch
(za,a,Sz),(z,a4a,B,7),(2aaS82),(a4a"B",72),

wobeiz , z, zwei neueZustndesind.)

Fur die Definition der Formeln ay erweiternwir dasProgrammP zu einemPro-
grammP’, indemwir die Stoppzusindes von P in absorbierend€ustndeverwan-
deln,indemwir Instruktionen(s, a, a, S, s) hinzufigen.Stattzu stoppergerat N alsoin
eineEndlosschleifephnejedochdie Stoppkonfiguratiorzu verandernJedeRechnung
der derartmodifiziertenMaschineN’ ist also unendlich,und fiir eine polynomielle
Zeitschrankep(n) fur N gilt

x€A <& Esgibteineakzeptierend®echnungronN
bei Eingabex (derLange < p(|x])).
& Esgibt eineRechnungron N’ bei Eingabex,
die nachp(|x|) SchrittendenZustandl erreichthat.

(20.5)

Wir kommennun zur Definition von ay fur gegebenes< = x1...X%,, |x| = n. In ax
kommendie Variablen

Zi Ptj,brja (0<t<p(n),iez —pn) <j<pn)aerl)

vor, die beziglich einerbeliebigeraberfestermodglichenRechnungron N beiEingabe
X interpretiertwerdenalsdie Aussagen

z = DerZustandzum Zeitpunkit isti.
p,j = Die PositiondesArbeitsfeldeszum Zeitpunkit ist j.
btja = DieBeschriftungvonFeld j zumZeitpunkit ist a.

Jedemogliche Rechnungdefiniertauf dieseArt eine Belegung der Variablenin ay,
unddie Definition von ay wird sicherstellendassdieseBelegungay genaudannwahr
macht,wenndie RechnungakzeptiertUmgekehrtwird jede Belegungder Variablen,
die a wahrmacht,iiberdie obige Interpretatioreineakzeptierend®echnunglefinie-
ren.
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Die Formel ay ist KonjunktionfolgenderKlauseln,die wir nachihrer intendierten
Bedeutungn Grupperzusammenfasséwobeistets € [0, p(n)),i € Z, j € [—p(n), p(n)]
unda€er):

1. Beschreilnngder Startkonfiguration

20

Po,o

Do, m xm (1<m<nj

bo, 8 (I € [=p(n), p(n)] —[1,n])

2. BeschreibingderNachfolgekonfiguratiof
a) Zustand
(Zi&pj&bja) = \/ Zwp
€Z(aj)

Hierbeiist Z , ;) die MengedermdglichenNachfolgezusindevoni bei Inschrift
a desArbeitsfeldesd.h.

Z,jy={i": 3@ eraBe{L,RS}((i,ad,B,i')cP)}.
b) PositiondesArbeitsfeldes

(z,i & Prj&brja) = Pryrj+8

Hierbeiist B die nach(20.4)eindeutigfestgelgte Bewegung,die N im Zustand
beilnschrifta desArbeitsfeldesausfihrt,undB durchL = —1,S=0undR=1
festgelgt liegt.

¢) InschriftdesBandes

(zi&pj&brja) — byija
(i & prj&byjrar) — brygjar

Hierbeiist & die nach(20.4) eindeutigfestgelgte Neubeschriftungles(alten)
Arbeitsfeldesvon N’, wenn N’ im Zustandi und a die alte Beschriftungist;

i€ [=p(n), p(n)] - {j};unda” €T.
3. Akzeptanz

Zym,1 (vgl. (20.5)
4. Eindeutigkeitsrgeln

Zi o Tk (i"ez—{i})
Pj = Ry (i€ [=p(m), p(n)] - {i})
bja — -bja (del-{a})
2zur Erhdhungder Ubersichtlichkeigeberwir zu KlauselnaquivalenteFormelnan, wobeiwir die Im-

plikation 8 — y als Abkiirzungfur —p v y verwendenDie Aquivalenzzu einerKlauselfolgt mit der DeM-
organscherRegel-(B1&...&PBn) = —B1 V-V -Pn.
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Wie manleicht sieht(wennder formale Nachweisauchsehrmilhseligist), lasstsich
0y in PolynomialzeitQuadratzeitperechnenDenformalenNachweisdass

XEA & 0Oyx€ SAT

gilt, fuhrtmanwie folgt. Zum NachweisderRichtung,=" geriigteswegen(20.5)zu

zeigendassuy erfullbarist, falls eseinemoglicheRechnundr = Co, Cy, . . ., Cy) VON

N’ bei Eingabex gibt, die im Zustandl endet.Definiertmanzu dieserRechnungeine
Belggung B der Variablenin oy genaf der obengenannterintendiertenBedeutung
derselbend.h.

B(zi)=1 & RistzumZeitpunktt im Zustand.
B(p,j)=1 <« Die PositiondesArbeitsfeldeszumZeitpunkit
derRechnundRist j. (20.6)
B(btja) =1 < DasFeldj istzumZeitpunkit derRechnundR
mit a beschriftet

so machtdieseBelegungdie Formel ax wahr. Fur die Eindeutigkeitsklauselist dies
trivial. Fur die andererKlauselnzeigtmandiesdurch(eineebenfallsevidente)induk-
tion nachdemvorkommenderndext (0 <t < p(n)).

Zum Nachweisder Umkehrung,<=" sei eine Beleggung B gegeben,die ay wahr
macht.Durch Induktion nacht zeigt man,dassdanndurch (20.6) die BelegungB ei-
ne Rechnungvon N’ bei Eingabex beschreibtdie wegen der Akzeptanzklauseim
Zustandl endet.(Fur diesenTeil desBeweisesist die Annahme(20.4) wichtig. Da
z.B. Nachfolgezustandind Nachfolgepositiondes Arbeitsfeldesdurch unablangige
Klauselndefiniert sind, konnteman B sonstso definieren,dassdiese Parameterfir
verschieden®echnungeigevahlt werden alsonicht zusammenpassen.) O

AnalogzudementsprechendeBrgebnisin derBerechenbarkeitstheoriglt
ANP-hart& A<h B = BNP-hart

Den Harteteil in einem Vollstandigkeitsbaveis fur ein ProblemB fuhrt man daher
meist,indemmanein bekanntesN P-vollstandigeProblemA auf B reduziert.Sogeht
manauchbeim Nachweisder NP-Vollstandigleit fur v vor, indemman SAT aufvc
reduziert.Eine gute Zusammenstellunger wichtigsten NP-vollstandigenProbleme
sawie typische,instruktive Beispielefiir Reduktionsbeeise(wie dervon SAT aufvc)
findensichin demBuchvon Gargy undJohnsonAus Zeitgrundenkdnnenwir hier auf
dieseswvichtigeThemanichtweitereingehenZum Abschlusssoll jedochnochbemerkt
werdendassn derPraxismeistnichtdie hier behandeltetN P-vollstandigerEntschei-
dungsproblemesonderndie zugetdrigen Such-oder(bei parametrisiertefProblemen
wie vc) OptimierungsprobleménteressierenSo mochtemanim Falle von SAT fur
eineerfillbare Formel eine sie wahr machendéBelegungangebenund im Falle von
vc mdchtemaneineKnoteriiberdeckungninimalerGrof3efinden.

Man kann jedochzeigen,dassdieseProblemeim Wesentlicheraquivalentsind.
Die bekannterN P-vollstandigerProblemebesitzemamlicheinegewisseSelbstreduk-
tionseigenschaftlie eserlaubt,Entscheidungsrfahrereffizientin korrespondierende
Such-bzw Optimierungserfahrerumzuwandeln(Mehr hierzuin denUbungen.)



