
20.Die polynomiell beschr̈ankten
Komplexitätsklassen

NachderChurch-Turing-Theseist ein Problemgenaudannentscheidbar, wennes
Turing-entscheidbarist, d.h. die charakteristischeFunktion desProblemsvon einer
Turingmaschineberechnetwerdenkann.Wie die Hierarchies̈atzezeigen,könnendie
erforderlichenRessourcenhierbei jedochso stark anwachsen,dassdie Rechnungen
praktischnicht mehrausf̈uhrbarsind.Man schr̈anktdaherdie Klassederentscheidba-
renMengenhäufigauf die Klassederpraktisch odertatsächlich entscheidbarenMen-
genein.Hierbeihatsichdie (sicherlichidealisierende)Thesedurchgesetzt,dassdiese
Klassemit derKlasseP der in Polynomialzeitvon (deterministischen)Turingmaschi-
nen lösbarenProblemenzusammenf̈allt (Cooksche TheseoderThesevon Edmonds).
Da die wechselseitigeSimulationderüblichen(deterministischen)Rechnermodellein
polynomialerZeit möglich ist, ist P maschinenunabhängig,d.h.die in Polynomialzeit
lösbarenProblemesind für alle üblichen(deterministischen!)Rechnermodellediesel-
ben.

Im Gegensatzzur Berechenbarkeitstheorie,wo manvon denmeisteninteressanten
Problemeweiß,ob sie entscheidbarsind,gibt eseineVielzahl für die Praxiseminent
wichtiger Probleme,von denennicht bekanntist, ob sie in P liegen,also praktisch
lösbarsind. Hatteman esbei denunlösbarenProblemenhäufig mit unbeschr̈ankten
Suchproblemenzu tun, derenUnentscheidbarkeitman dadurchnachweisenkonnte,
dassmandie VollständigkeitdieserProblemefür dieKlassederrekursiv aufz̈ahlbaren
Problemezeigte,so treffen wir hier nun wiederumauf eineKlassevon Suchproble-
men,die nunaberkurzeundleicht verifizierbareLösungenbesitzen,wegenderexpo-
nentiellenGrößedesSuchraumsabereinevollständigeSuchein Polynomialzeitnicht
erlauben.Von diesenProblemenkannmanzeigen,dasssienichtdeterministischin Po-
lynomialzeiterkanntwerdenkönnen,also in NP liegen.Bis heuteist aberoffen, ob
P � NP oderP

�
NP gilt (P-NP-Problem). Man vermutetjedoch,dassP echtin NP

enthaltenist, sodassmandieFrage,ob ein Problemin P liegt auchunterderHypothe-
seP �� NP untersucht.Hier kannmandanndurchEinschr̈ankungder effektiven Re-
duzierbarkeitenauf Polynomialzeit-beschränkteReduzierbarkeiteneinenVollständig-
keitsbegriff für NP sodefinieren,dassNP-vollständigeProblemenurdannin P liegen,
falls – wider Erwarten– P � NP gilt. Durch Nachweisder NP-Vollständigkeit eines
Problemskann man also starkeEvidenzfür die praktischeUnlösbarkeitgeben.Für
die meistender obenangesprochenenbeschr̈anktenSuchprobleme,die in der Praxis
aufgetretensind, konnteman die NP-Vollständigkeitund damit also vermutlichdie
praktischeUnlösbarkeitzeigen.

In diesemAbschnittwerdenwir die KlasseNP betrachten,denBegriff der NP-
VollständigkeiteinführenundBeispieleNP-vollständigerMengenvorstellen.

Mit Hilfe desim letztenAbschnittdurchgef̈uhrtenVergleichsderKomplexitätsma-
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ßekönnenwir dieKlassenP undNP wie folgt lokalisieren:

LOGSPACE � NLOGSPACE � P � NP �������
����� � PSPACE � NPSPACE � EXP (20.1)

HierbeifolgenPSPACE � NPSPACE ausdemSatzvonSavitch unddienichttrivialen
InklusionenNLOGSPACE � P undNPSPACE � EXP ausSatz19.3.Auf derande-
ren Seitefolgt ausdemZeithierarchiesatz,dassP echtin EXP enthaltenist, weshalb
zumindesteinederInklusionenin

P � NP � PSPACE � EXP

echtseinmuss.Entsprechendfolgt dieEchtheitzumindesteinerderInklusionenin

NLOGSPACE � P � NP � PSPACE

mit demnichtdeterministischenPlatzhierarchiesatz.In derTat vermutetmandieEcht-
heit aller Inklusionenin (20.1),war aberbislangnicht in der Lage,die Echtheitauch
nur einerder Inklusionenzu zeigen.Insbesondereist die Frage

”
P � NP?“ nochim-

meroffen, obwohlsichParallelenim Verḧaltnis zwischenP und NP sowie zwischen
derKlasseREK derrekursivenundderKlasseRA derrekursiv aufz̈ahlbarenMengen
zeigen,undREK

�
RA, wie wir gesehenhaben,relativ leicht zu zeigenist. Die Ana-

logiezwischendiesenKlassenzeigtsichvor allemin derfolgendenCharakterisierung
der NP-Mengen,die der Charakterisierungder rekursiv aufz̈ahlbarenMengendurch
denProjektionssatzentspricht.

20.1 SATZ. EineMengeA � Σ 	 liegt genaudannin NP, wennsiedie p-beschr̈ankte
Projektioneiner2-stelligenMengeB � Σ 	�
 Σ 	 ausPist.Hierbeiist Adie p-beschr̈ank-
teProjektionderMengeB, wenneseinPolynomq gibt mit

�
x 
 Σ 	�� x 
 A ��� y ��� y ��� q ��� x � � & � x � y� 
 B��� � (20.2)

Statt � y ��� y ��� q ��� x � � & ����� � schreibtmanauchkurz ��� q��� x � � y � ����� � .
BEWEISIDEE. Gilt A 
 NP, so gibt es eine p � n� -zeitbeschr̈anktenichtdeterministi-
scheTuringmaschineN, die A erkennt,wobei p � n� ein Polynomist. Durchgeeignete
KodierungderN-Konfigurationenlässtsichfür

B � � � x � y� : y kodierteinemöglicheakzeptierendeRechnungvon N beiEingabex !
(20.3)

zeigen,dassB 
 P gilt. Weiter lässtsich wegen der polynomiellenZeitschrankefür
N die Längeder (kodierten)N-Rechnungenebenfallspolynomiell beschr̈anken,etwa
durch dasPolynomq (wobei q 
 O � p2 � ). Hiermit ergibt sich für A die gewünschte
Projektionsdarstellung(20.2).

Gelte umgekehrt(20.2) für B 
 P und ein Polynomq, so erḧalt man eine poly-
nomiell zeitbeschr̈anktenichtdeterministischeTuringmaschinezur Erkennungvon A
wie folgt. Bei Eingabex erzeugtN zun̈achstnichtdeterministischin � q ��� x � � Schritten
jedesWort y mit � y �"� q ��� x � � . (D.h. in jedermöglichenRechnungwird ein bestimm-
tessolchesy erzeugt.HierzureserviertN z.B.einesseinerBänderundschreibtdarauf
hintereinanderSchritt für Schritt ein nichtdeterministischgewähltesZeichen0,1 oder
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#
auf dasBand.N beendetdiesePhasenachdemerstenSchreibeneinesBlanksoder

falls der parallelmitlaufendeZählerbis q ��� x � � (jedesPolynomist zeitkonstruierbar!)
stoppt.)Für daserzeugtey überpr̈uft N dann(durchSimulationeinerdeterministischen
Maschinezur Erkennungvon B), ob � x � y� 
 B liegt undakzeptiertgenaudann,wenn
diesderFall ist. Ist r einnachAnnahmeexistierendesPolynommit B 
 DTIME � r � n�$� ,
solässtsichdieLaufzeitderMaschineN durchdasPolynom

p � n� � q � n�&% r � 2n % q � n�&% 1�
abscḧatzen.Hierbei gehenwir davon aus,dassdie 2-stelligeMengeB durch die 1-
stelligeMengeB' �(� 1 � x � 0xy : � x � y� 
 B ! kodiertist, d.h.einerEingabe� x � y� für B die
Länge � x �)% 1 %*� x �)%*� y � � 2 � x �)%*� y �)% 1 zugeordnetwird. +

Satz20.1 hilft häufig beim Nachweis,dassein Problemin NP liegt. Wir geben
hierfür zwei Beispiele.

Wir betrachtenzun̈achstdasErfüllbarkeitsproblemfür aussagenlogischeFormeln
in konjunktiverNormalform(kNF), abgek̈urzt SAT (= Satisfiability).Die MengeCNF

der aussagenlogischenFormelnin konjuktiverNormalformist induktiv definiert.Wir
gehenvon einemabz̈ahlbarenVorratx1 � x2 � x3 ������� von (Aussagen-)Variablen undden
Wahrheitswerten(Konstanten) 0 (= falsch)und 1 (= wahr) aus.Ein Literal l ist ei-
ne Variable(l � x), einenegierteVariable(l ��, x), eineKonstante(l � i) odereine
negierteKonstante(l ��, i). Eine - -Klauselc ist die endlicheDisjunktion von Lite-
ralen(c � l1 - l2 - ����� - ln � n . 1). EineFormelα in kNF ist die endlicheKonjunktion
von - -Klauseln(α � c1&c2& ����� &cm � m . 1).Mit CNF bezeichnenwir dieMengealler
Formelnin kNF. Dabeigehenwir davonaus,dassFormelnalsWörterüberdemAlpha-
betΣ �(� 0 � 1 � , �)-/� & ! dargestelltsind,wobeiwir die Variablexn durchdasBinärwort
0bin� n� repr̈asentieren.(Mit derLänge �α � einerFormel α meinenwir danndie Länge
deszugeḧorigenWortes.)EineFormel,die keineVariablenentḧalt, heißtgeschlossen.
Entḧalt die Formel keineKonstanten,soheißtsiepur. Einer geschlossenenFormel α
kannmaneinenWahrheitswertw � α � zuordnen,indemmanw � i � � i für die Konstante
i � 0 � 1 setzt,undw danndurch

w � , i � � 1 0 i
w � l1 - ����� - ln � � max� w � l1 � �������1� w � ln ���
w � c1& ����� &cm � � min � w � c1 � �������1� w � cn ��� �

d.h.durchdie üblicheInterpretationderJunktoren, , - und& auf Literale,Klauseln
undkNF-Formelnfortsetzt.Der WahrheitswerteinergeschlossenenkNF-Formel lässt
sichdurcheinmaligesLesenderFormelvon links nachrechtsberechnen(wobeisich
gleichzeitigfeststellenlässt,ob überhaupteine(geschlossene)Formelvorliegt, d.h.

W � � α 
 Σ 	 : α 
 CNF & α geschlossen& w � α � � 1 !2
 DTIME � O � n�$� �
EineBewertungoderBelegungB einerbeliebigenFormelα ist eineAbbildungvonder
MengeVar� α � der in α vorkommendenVariablenin � 0 � 1 ! , ordnetalso jederVaria-
blen in α einenWahrheitswertzu. Die BewertungB macht α wahr, wennw � αB � � 1
gilt, wobei αB

� αx1 3 4 4 4 3 xn 5 B � x1 � �������6� B � xn �87 die geschlosseneFormel ist, die manaus
α erḧalt, wennmansimultandie vorkommendenVariablenx durchB � x� ersetzt.Die
Formelα ist erfüllbar, wenneseineBelegungvon α gibt, die α wahrmacht,undwir
definieren

SAT � � α 
 CNF : α erfüllbar!&�
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20.2 LEMMA . SAT 
 NP.

BEWEIS. Für α 
 CNF, �α � � n, könnenwir Var� α � �9� x1 ��������� xm ! in Quadratzeit
(oderschneller)bestimmen,undoffensichtlichgilt �:�Var� α ���;� � m � n. Jedemögliche
Belegung B von α entsprichtdanneinemBinärwort w � B � x1 � ����� B � xm � der Länge
m � n. Esgilt also

α 
 SAT �<� � � α �B � B machtα wahr�
�<� � � α �B ��� α � B� 
 W̃ � �

wobei

W̃ � � � α � B� : αB 
 W !
für dieobendefinierteMengeW. DaausW 
 PleichtW̃ 
 Pfolgt, zeigtdiesSAT 
 NP
nachSatz20.1. +

Als zweitesBeispielbetrachtenwir dasKnoten̈uberdeckungsproblemVC (vertex
cover) in derGraphentheorie.Ein endlicher(ungerichteter)GraphG � � V � E � besteht
auseinerendlichenMengeV vonKnotenundeinerMengeE vonKanten,dieeinenTeil
derKnotenverbinden.D.h. E � V 
 V ist eine2-stellige,symmetrischeRelation.Als
Knotenmengenehmenwir hierbeistetseinAnfangssẗuck � 0 �������1� n 0 1 ! dernaẗurlichen
Zahlen.Die Kantenrepr̈asentierenwir danndurchdiesog.Adjazenzmatriẍuber � 0 � 1 ! ,
wobei

M 5 i � j 7 � 1 � � i � j � 
 E

gilt. DurchLinearisierenderMatrix kannmandannendlichenGraphenBinärwörtern
zuordnen,derenLängequadratischin derAnzahlderKnotenist.

EineKnoten̈uberdeckungU desGraphenG � � V � E � ist eineTeilmengeU derKno-
tenmengeV, sodassvonjederKantevonGzumindesteinerderEndpunktezuU geḧort,
d.h.

�
i � j 
 V �$� i � j � 
 E = i 
 U - j 
 U �

gilt. DasKnoten̈uberdeckungsproblemfragtnachderExistenzeinerKnoten̈uberdeckung
U einesgegebenenGraphenG � � V � E � , dieeinevorgebeneneGrößek hat.D.h.

VC � � � G � k� : G besitzteineKnoten̈uberdeckungU mit > U > � k !?�
Da hierbeiG � � V � E � mit �;�V �:� � n wie obenbemerktdurchein Wort der Längen2

dargestelltwird und o.B.d.A. k � n angenommenwerdenkann,spielt die Wahl der
Repr̈asentationvon k keineRolle.

20.3 LEMMA . VC 
 NP.

BEWEIS. SeienG � � V � E � undk mit k � n � �:�V �:� gegeben,undseiM die Adjazenz-
matrix von G. Eine MengeU � V �@� 0 �������1� n 0 1 ! ist genaudanneineKnoten̈uber-
deckungvon G, wenn

�
i � j A n � M 5 i � j 7 � 1 = i 
 U oder j 
 U � �
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wassichin O � n2 � Schrittentestenlässt.Esfolgt, dassdieMenge

B �(� � G � U � k� : U Knoten̈uberdeckungderGrößek desGraphenG !
in DTIME � O � n�$� liegt. Da

� G � k� 
 VC � � � kU �$� G � U � k� 
 B� �
folgt hierausVC 
 NP mit Satz20.1. +
Um zu zeigen,dass– unterderVoraussetzung,dassP �� NP gilt – diese(undandere)
NP-Problemenicht in P liegen,hatmanfolgendePolynomialzeit-Variantedermany-
one-Reduzierbarkeiteingef̈uhrt.

20.4 DEFINITION. Eine MengeA � Σ 	 ist auf eineMengeB � Σ 	 p-m-reduzierbar
(A � P

m B), wenneseineFunktion f : Σ 	CB Σ 	 in FP (d.h. der Klasseder in Polyno-
mialzeitvon einerdeterministischenTuringmaschineberechenbarenFunktionen)gibt,
sodass

�
x 
 Σ 	�� x 
 A � f � x� 
 B�

gilt, d.h.cA
� cB D f .

Die Definition von � P
m unterscheidetsich von der klassischenDefinition von � m nur

dadurch,dassrekursiv (d.h.berechenbar)durchPolynomialzeit-Turingberechenbar(d.h.
tats̈achlichberechenbar)ersetztwird. StattderNichtrekursivität (Unentscheidbarkeit)
kannmanentsprechendnundie Nichtmitgliedschaftin P (praktischeNichtentscheid-
barkeit)mit Hilfe von � P

m zeigen,indemmandie über � m gemachtenBeobachtungen
entsprechendauf � P

m übertr̈agtundkorrespondierendHärte-undVollständigkeitskon-
zepteeinführt.

20.5 LEMMA . (a) � P
m ist einePr̈aordnung,d.h.reflexiv undtransitiv.

(b) Gilt A � P
m B undB 
 P, sogilt auchA 
 P.

(c) Gilt A � P
m B undA �
 P, sogilt auchB �
 P.

BEWEIS. Manzeigtdieswie dieentsprechendenAussagenfür � m, wobeimanbeach-
tet,dassdie KlassederPolynomegegenexplizite Definitionenabgeschlossenist. Wir
begnügenunsdahermit demBeweisvon (b). GelteA � P

m B via f undseiB 
 P. Dann
gibt esPolynomep undq, sodassf 
 FDTIME � p � n�$� undB 
 DTIME � q � n��� gilt. Da
nachWahlvon f für jedesWort x ( � x � � n)

cA � x� � cB � f � x�$�
gilt, kannmancA � x� berechnen,indemmanzun̈achst f � x� berechnet(p � n� Schritte),
unddanncB � f � x��� (q ��� f � x�E� � Schritte).WegenderZeitschrankep � n� für f gilt jedoch
� f � x�E��� p ��� x � � , weshalbdieBerechnungvoncA � x� in O � p � n�&% q � p � n���$� , d.h.polyno-
miell vielenSchrittenmöglich ist. +
20.6 DEFINITION. Eine MengeA ist p-m-hart für eine KomplexitätsklasseC, falls
B � P

m A für alle B 
 C gilt. Gilt zus̈atzlichnoch,dassA selbstin C liegt, soist A p-m-
vollständigfür C.
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Stattp-m-hart bzw. p-m-vollständigfür C � REK sagenwir einfacherC-hart undC-
vollständig. Aus Lemma20.5(c)folgt direkt, dassfür jedeKomplexitätsklasseC, die
nicht in P enthaltenist, die C-harten– und daherauchdie C-vollständigen– Men-
gennicht in P liegen.(Die Umkehrunggilt trivialerweise.)Darüberhinausbesitztje-
de abz̈ahlbareKlasseC �9� Cn : n . 1 ! (also insbesonderejede Komplexitätsklasse
C � REK) C-harteProbleme,wie z.B.dasProblemHC

�F� 1n0x : x 
 Cn ! , daCn � P
m HC

via fn � x� � 1n0x gilt1. Insbesonderegilt also:

20.7 LEMMA . Falls P �� NP undA NP-vollständigist, sogilt A �
 P

Um zuzeigen,dassesüberhauptNP-vollständigeMengengibt, betrachtenwir das
eingeschränkteHalteproblemfür nichtdeterministische1-Band-Turingmaschinen:

KbG
1 3 ndH : �I� 1e0x01n : U1 3 nd akzeptiert� e� x� in � n Schritten!?�

Hierbei ist U1 3 nd die universelleMaschinefür die nichtdeterministischen(normierten)
1-Band-Turingmaschinen.

20.8 SATZ. KbG
1 3 ndH ist NP-vollständig.

BEWEIS. DassKbG
1 3 ndH in NP liegt, kannmanmit Satz20.1zeigen.Esgen̈ugthierzuzu

beobachten,dassKbG
1 3 ndH diebeschr̈ankteProjektionderP-Menge

B ��� � 1e0x01n � y� : y kodierteinemöglicheakzeptierendeRechnungvon
U1 3 nd beiEingabe� e� x� , derenLänge � n ist !

ist, nämlich

w 
 KbG
1 3 ndH � � � �w � 2y ��� w� y� 
 B� �

Zum Nachweisder NP-Härtevon KbG
1 3 ndH müssenwir für gegebenesA 
 NP nachwei-

sen,dassA � P
m KbG

1 3 ndH gilt. WegenA 
 NPgibt eseinenichtdeterministischeTuringma-

schineN, die A erkennt,unddie für ein geeignetesPolynomp � n� -zeitbeschr̈ankt ist.
Da die Reduktionauf ein Band,die Normierungundschließlichdie Simulationdurch
die universelleMaschineU1 3 nd nur zu einemquadratischenZeitverlustführen,gibt es
eineZahle undein Polynomq � n� 
 O � p � n2 ��� mit

x 
 A � N akzeptiertx
� N akzeptiertx in � p ��� x � � Schritten
� U1 3 nd akzeptiert� e� x�
� U1 3 nd akzeptiert� e� x� in � q ��� x � � Schritten

NachDefinition von KbG
1 3 ndH heißtdiesabergerade,dass

x 
 A � 1e0x01q��� x � � 
 KbG
1 3 ndH

gilt, worausA � P
m KbG

1 3 ndH via f � x� � 1e0x01q��� x � � folgt. +
WeitereBeispielefür NP-vollständigeProblemesind die obeneingef̈uhrtenPro-

blemeSAT undVC. Wir zeigendieshier nur für SAT.
1Nicht jede KlasseC J REK besitzt jedoch vollständigeProbleme.Z.B. besitzt REK selbstkeine

vollständigenProbleme.Hierzubeobachtetman,dasseszu jederrekursivenMengeA einerekursive Men-
ge B mit B K P

m A gibt. Ist nämlichA in DTIMEL t L n M1M (o.B.d.A. t monoton),so gilt, dassN C : C O P
m APQJ

DTIMEL t L poly L n M�M1M"J DTIMEL t L 2n M�M . NachdemZeithierarchiesatzgilt jedochDTIMEL t L 2n M1M"R REK.
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20.9 SATZ. (SATZ VON COOK) SAT ist NP-vollständig.

BEWEIS. Wegen Lemma20.2 gen̈ugt es zu zeigen,das SAT NP-hart ist. Sei also
A 
 NP gegeben.Um A � P

m SAT zu zeigen,beschreibenwir die Rechnungeneiner
nichtdeterministischen,polyzeitbeschr̈anktenTuringmaschineN, die A erkennt,durch
CNF-Formeln.D.h. wir ordnenjederEingabex eineFormel αx 
 CNF sozu, dassαx

genaudannerfüllbar ist, wennN bei Eingabex eineakzeptierendeRechnungbesitzt.
Da sich αx in Polynomialzeitausx berechnenlassenwird, wird hierausA � P

m SAT

vermögederReduktionsfunktion f � x� � αx folgen.
Zur Vereinfachungder Definition der Formelnαx gehenwir dabeivon gewissen

NormeigenschaftendernichtdeterministischenMaschineN aus,die A akzeptiert:We-
gendesBandreduktionssatzeskönnenwir annehmen,dassN eineEinbandmaschine
ist. Sind Z � Γ � P Zustandsmenge,BandalphabetundProgrammvon N, so könnenwir
Z �S� 0 � 1 �������1� m! voraussetzen,wobei0 der Startzustandund 1 der einzigeakzeptie-
rendeZustandvonN ist. DenNichtdeterminismusvonN könnenwir aufdenNachfol-
gezustandbeschr̈anken,d.h.für InstruktionenausP

� z� a � a' � B' � z'T� �� � z� a � a' ' � B' ' � z' ';� = a' � a' ' & B' � B' ' (20.4)

fordern.(Wird diesdurchInstruktionenwie obenverletzt,ersetzenwir diesedurch

� z� a � a � S� z1� � � z1 � a � a' � B' � z' � � � z� a � a � S� z2� � � z2 � a � a' ' � B' ' � z' ';� �
wobeiz1 � z2 zwei neueZusẗandesind.)

Für die Definition der Formelnαx erweiternwir dasProgrammP zu einemPro-
grammP' , indemwir die Stoppzusẗandes von P in absorbierendeZusẗandeverwan-
deln,indemwir Instruktionen� s� a � a � S� s� hinzufügen.Stattzustoppenger̈atN alsoin
eineEndlosschleife,ohnejedochdieStoppkonfigurationzuver̈andern.JedeRechnung
der derartmodifiziertenMaschineN ' ist also unendlich,und für eine polynomielle
Zeitschrankep � n� für N gilt

x 
 A � Esgibt eineakzeptierendeRechnungvon N
bei Eingabex (derLänge � p ��� x � ��� �

� Esgibt eineRechnungvon N ' beiEingabex �
die nachp ��� x � � SchrittendenZustand1 erreichthat.

(20.5)

Wir kommennun zur Definition von αx für gegebenesx � x1 ����� xn, � x � � n. In αx

kommendieVariablen

zt 3 i � pt 3 j � bt 3 j 3 a � 0 � t � p � n� � i 
 Z �$0 p � n�Q� j � p � n� � a 
 Γ �
vor, diebez̈uglicheinerbeliebigenaberfestenmöglichenRechnungvonN beiEingabe
x interpretiertwerdenalsdieAussagen

zt 3 i � Der ZustandzumZeitpunktt ist i �
pt 3 j � Die PositiondesArbeitsfeldeszumZeitpunktt ist j �
bt 3 j 3 a � Die BeschriftungvonFeld j zumZeitpunktt ist a �

JedemöglicheRechnungdefiniert auf dieseArt eineBelegung der Variablenin αx,
unddieDefinitionvon αx wird sicherstellen,dassdieseBelegungαx genaudannwahr
macht,wenndie Rechnungakzeptiert.Umgekehrtwird jedeBelegungder Variablen,
die α wahrmacht,überdie obigeInterpretationeineakzeptierendeRechnungdefinie-
ren.
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Die Formelαx ist KonjunktionfolgenderKlauseln,die wir nachihrer intendierten
Bedeutungin Gruppenzusammenfassen(wobeistetst 
 5 0 � p � n��� , i 
 Z, j 
 5 0 p � n� � p � n�67
unda 
 Γ):

1. BeschreibungderStartkonfiguration

z0 3 0
p0 3 0
b0 3m3 xm � 1 � m � n�
b0 3 l 3B � l 
 5 0 p � n� � p � n�87 0 5 1 � n7U�

2. BeschreibungderNachfolgekonfiguration2

a) Zustand

� zt 3 i & pt 3 j & bt 3 j 3 a� B V
i W X ZY aZ i [

zt \ 1 3 i W

Hierbeiist Z� a 3 i � dieMengedermöglichenNachfolgezusẗandevon i bei Inschrift
a desArbeitsfeldes,d.h.

Z� a 3 i � �I� i ' : � a' 
 Γ � B 
 � L � R� S! �$� i � a � a' � B � i ']� 
 P';� !?�
b) PositiondesArbeitsfeldes

� zt 3 i & pt 3 j & bt 3 j 3 a� B pt \ 1 3 j \ B̂

Hierbeiist B dienach(20.4)eindeutigfestgelegteBewegung,dieN im Zustandi
bei Inschrifta desArbeitsfeldesausf̈uhrt,undB̂ durchL̂ � 0 1, Ŝ � 0 undR̂ � 1
festgelegt liegt.

c) Inschrift desBandes

� zt 3 i & pt 3 j & bt 3 j 3 a� B bt \ 1 3 j 3 aW� zt 3 i & pt 3 j & bt 3 j W 3 aW W � B bt \ 1 3 j W 3 aW W
Hierbei ist a' die nach(20.4)eindeutigfestgelegteNeubeschriftungdes(alten)
Arbeitsfeldesvon N ' , wenn N ' im Zustandi und a die alte Beschriftungist;
j '&
 5 0 p � n� � p � n�67 0 � j ! ; unda' '"
 Γ.

3. Akzeptanz

zp� n� 3 1 � vgl. (20.5)�
4. Eindeutigkeitsregeln

zt 3 i B , zt 3 i W � i '"
 Z 0 � i ! �
pt 3 j B , pt 3 j W � j '"
 5 0 p � n� � p � n�67 0 � j ! �
bt 3 j 3 a B , bt 3 j 3 aW � a'^
 Γ 0 � a ! �

2Zur ErhöhungderÜbersichtlichkeitgebenwir zu KlauselnäquivalenteFormelnan,wobeiwir die Im-
plikation β _ γ alsAbkürzungfür ` β a γ verwenden.Die Äquivalenzzu einerKlauselfolgt mit derDeM-
organschenRegel `bL β1& c1c1c &βn Medf` β1 ahg1g1g1ah` βn.
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Wie manleicht sieht(wennder formaleNachweisauchsehrmühseligist), lässtsich
αx in Polynomialzeit(Quadratzeit)berechnen.DenformalenNachweis,dass

x 
 A � αx 
 SAT

gilt, führtmanwie folgt. Zum NachweisderRichtung
”
= “ gen̈ugt eswegen(20.5)zu

zeigen,dassαx erfüllbar ist, falls eseinemöglicheRechnungR � C0 � C1 �������1� Cp� n� von
N ' bei Eingabex gibt, die im Zustand1 endet.Definiertmanzu dieserRechnungeine
Belegung B der Variablenin αx gem̈aß der obengenanntenintendiertenBedeutung
derselben,d.h.

B � zt 3 i � � 1 � R ist zumZeitpunktt im Zustandi �
B � pt 3 j � � 1 � Die PositiondesArbeitsfeldeszumZeitpunktt

derRechnungR ist j �
B � bt 3 j 3 a � � 1 � DasFeld j ist zumZeitpunktt derRechnungR

mit a beschriftet�
(20.6)

so machtdieseBelegungdie Formel αx wahr. Für die Eindeutigkeitsklauselnist dies
trivial. Für dieanderenKlauselnzeigtmandiesdurch(eineebenfallsevidente)Induk-
tion nachdemvorkommendenIndex t (0 � t � p � n� ).

Zum Nachweisder Umkehrung
” i “ sei eineBelegungB gegeben,die αx wahr

macht.Durch Induktionnacht zeigt man,dassdanndurch(20.6)die BelegungB ei-
ne Rechnungvon N ' bei Eingabex beschreibt,die wegen der Akzeptanzklauselim
Zustand1 endet.(Für diesenTeil desBeweisesist die Annahme(20.4) wichtig. Da
z.B. Nachfolgezustandund NachfolgepositiondesArbeitsfeldesdurch unabḧangige
Klauselndefiniert sind, könnteman B sonstso definieren,dassdieseParameterfür
verschiedeneRechnungengewählt werden,alsonicht zusammenpassen.) +

AnalogzudementsprechendenErgebnisin derBerechenbarkeitstheoriegilt

A NP-hart& A � P
m B = B NP-hart�

Den Härteteil in einem Vollständigkeitsbeweis für ein ProblemB führt man daher
meist,indemmaneinbekanntes,NP-vollständigesProblemA aufB reduziert.Sogeht
manauchbeimNachweisder NP-Vollständigkeit für VC vor, indemmanSAT auf VC

reduziert.Eine gute Zusammenstellungder wichtigstenNP-vollständigenProbleme
sowie typische,instruktiveBeispielefür Reduktionsbeweise(wie dervon SAT auf VC)
findensichin demBuchvonGarey undJohnson.AusZeitgründenkönnenwir hierauf
dieseswichtigeThemanichtweitereingehen.ZumAbschlusssoll jedochnochbemerkt
werden,dassin derPraxismeistnichtdiehierbehandeltenNP-vollständigenEntschei-
dungsprobleme,sonderndie zugeḧorigenSuch-oder(bei parametrisiertenProblemen
wie VC) Optimierungsproblemeinteressieren.So möchteman im Falle von SAT für
eineerfüllbareFormel einesie wahr machendeBelegungangeben,und im Falle von
VC möchtemaneineKnoten̈uberdeckungminimalerGrößefinden.

Man kann jedochzeigen,dassdieseProblemeim Wesentlichen̈aquivalentsind.
Die bekanntenNP-vollständigenProblemebesitzennämlicheinegewisseSelbstreduk-
tionseigenschaft,dieeserlaubt,Entscheidungsverfahreneffizient in korrespondierende
Such-bzw. Optimierungsverfahrenumzuwandeln.(Mehrhierzuin denÜbungen.)


