
19.NichtdeterministischeTuringmaschinen
und ihr eKomplexität

Bei einemTuringmaschinenprogrammP ausbedingtenAnweisungenwird durch
dieForderung

�
i � a � b � B � j ���� � i ��� a��� b��� B�	� j �
��� �

i � a�
�� � i �	� a� �
sichergestellt, dasszu jeder (Nichtstopp-)Konfiguration die Nachfolgekonfiguration
eindeutigbestimmtist, d.h.die Maschinedeterministischist (vgl. Abschnitt5). Geben
wir dieseForderungauf,soerhaltenwir nichtdeterministische(nd.)Turingmaschinen.
WährendeinedeterministischeTuringmaschineM undeineEingabexdieM-Rechnung
eindeutigfestlegen,definiereneinenichtdeterministischeTuringmaschineN � � B � P�
undeineEingabex einenRechenbaum, in dessenWurzeldieStartkonfigurationvon N
bei Eingabex steht,bei demdie Söhnemit denmöglichenNachfolgekonfigurationen
derKonfigurationim Vaterknotenmarkiertsind,unddieBlätterdieerreichbarenStopp-
konfigurationenenthalten1. JederPfadim Rechenbaum(endlichvonderWurzelzuei-
nemBlatt oderunendlichvon derWurzelausgehend)ist einemöglicheRechnungvon
N bei Eingabex. Da verschiedeneRechnungenzu verschiedenenErgebnissenführen
können,mussmanfestlegen,welcheSprachevonN erkanntbzw. welcheFunktionvon
N berechnetwird. Wir beschr̈ankenunshier auf denFall von Sprachenund definie-
ren,dassx in der von N erkanntenSpracheLN liegt, falls wenigstenseineRechnung
zu diesemErgebniskommt.Esgibt hier alsoeineAsymmetriezwischenAkzeptieren
(x � LN) undVerwerfen(x �� LN): AkzeptierteineRechnung(lokal), sowird (global)
akzeptiert.Das(lokale)VerwerfeneinerRechnungführt jedochnichtautomatischzum
(globalen)Verwerfen.

Da wir hier nur SprachenundkeineFunktionenbetrachten,definierenwir Akzep-
tanzundVerwerfendadurch,dasswir dieStoppzusẗandein akzeptierendeundverwer-
fendeZusẗandeaufteilen(stattdie Werte1 und0 dercharakteristischenFunktionder
erkanntenSpracheauszugeben).Dieswird im Folgendenebensofür deterministische
Maschinengemacht.

Ist jedemöglicheRechnungvonN beijedermöglichenEingabeendlich,soheißtN
total. Eine totalenichtdeterministischeTuringmaschineN ist f

�
n� -zeit- bzw. platzbe-

schr̈ankt,wennfür jedemöglicheRechnungvonN beieinerEingabex derLängen, die
LängederRechnungbzw. derenPlatzbedarfdurch f

�
n� beschr̈ankt ist. Hiermit lassen

sich die nichtdeterministischenZeit- und Platzklassenanalogzum deterministischen

1Man beachte,dassder Verzweigungsgradd desRechenbaumes,d.h. die maximaleAnzahl der Söhne
einesVaters,endlichist. Hierbeiist d durchdie maximaleAnzahlvon Instruktionenin P mit gleichenersten
beidenKomponentenbeschr̈ankt.
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Fall definieren:

NTIME
�
f
�
n��� � � L � Σ �2 : Esgibt einend. f

�
n� -zeitbeschr̈ankte

Mehrband-TMN � dieL erkennt�
NSPACE

�
f
�
n��� � � L � Σ �2 : Esgibt einend. f

�
n� -platzbeschr̈ankte

Mehrband-TMN � dieL erkennt�
Durch Betrachtungvon Familien von Schrankenfunktionenerhaltenwir allgemeine
nichtdeterministischeKomplexitätsklassenwie z.B. die folgendennichtdeterministi-
schenGegensẗuckezudendeterministischenKomplexitätsklassenLIN, P, LOGSPACE
undPSPACE:

NLIN � NTIME
�
O
�
n���

NP � �
p PolynomNTIME

�
p
�
n���

NLOGSPACE � NSPACE
�
O
�
log
�
n�����

NPSPACE � �
p PolynomNSPACE

�
p
�
n���

Die Beweiseder meistenin den vorhergehendenAbschnittengezeigtenErgebnisse
benutzennicht, dassdie betrachtetenMaschinendeterministischsind, weshalbsich
dieErgebnisseaufnichtdeterministischeMaschinendirekt übertragenlassen.Diesgilt
insbesonderefür dieBandreduktionss̈atze,LineareBeschleunigungundKompression,
NormierungundExistenzuniversellernichtdeterministischerTuringmaschinen.Weiter
sinddienichtdeterministischeZeit- undPlatzkomplexitätderverschiedenenTuringma-
schinenmodelleallgemeineKomplexitätsmaßeim SinnevonAbschnitt16.Die Hierar-
chies̈atzegeḧorenzu denwenigenErgebnissen,derenBeweisefür dienichtdetermini-
stischeKomplexität nicht unmittelbardurchgehen.DiesewerdendurchDiagonalisie-
runggezeigt,d.h.dasAkzeptanzverhalteneinersimuliertenMaschinever̈andert.Dies
ist bei deterministischenMaschinenlokal möglich, nicht aber– wie schonobenbe-
merkt– beinichtdeterministischenMaschinen.SosinddiedeterministischenZeit- und
Platzkomplexitätsklassentrivialerweisegegen Komplementabgeschlossen.Im Falle
nichtdeterministischerMaschinenkonntedagegenderAbschlussderPlatzklassen(mit
konstruierbarenSchranken)erst vor wenigenJahrengezeigtwerden(Beweis in der
Vorlesung

”
Komplexitätstheorie“ ).

19.1 SATZ. (SATZ VON IMMERMAN UND SZELEPCSENYI , 1988) Für platzkonstru-
ierbaress

�
n��� log

�
n� gilt NSPACE

�
s
�
n��� � co-NSPACE

�
s
�
n��� .

Hierbeiist dieco-Klasseco-C einerKomplexitätsklasseC dieMengederKomple-
mentevon Sprachenin C, d.h.co-C ��� Ā : A � C � .

Für die nichtdeterministischeZeitkomplexität ist die FragedesKomplementab-
schlussesoffen, und man vermutet,dassfür konstruierbareZeitschrankent

�
n��� n

die KlasseNTIME
�
t
�
n��� nicht gegen Komplementabgeschlossenist. (Aus Korol-

lar 16.10 folgt, dassDTIME
�
t
�
n��� � NTIME

�
t
�
n��� – und damit NTIME

�
t
�
n��� �

co-NTIME
�
t
�
n��� – für geeignetgewähltebeliebiggroßet gilt. DieseSchrankent sind

abernichtkonstruierbar.)
Satz19.1ermöglicht die ÜbertragungdesPlatzhierarchiesatzesaufdennichtdeter-

ministischenFall. Im Fall dernichtdeterministischenZeit hatmanmit anderenMetho-
denHierarchies̈atzebewiesen,die abernicht exakt demdeterministischenZeithierar-
chiesatzentsprechen.Zeigenkannmanjedochz.B.,dassfür jedesk � 1

NTIME
�
nk ��� NTIME

�
nk � 1 ��� NTIME

�
2n �
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gilt.
Über dasVerḧaltnis zwischenden deterministischenund nichtdeterministischen

Komplexitätsmaßensind im Wesentlichennur die folgendenallgemeinenErgebnisse
bekannt.

Da jededeterministischeMaschineaucheinenichtdeterministischeMaschineist,
unddieRechenzeiteinerMaschinederenPlatzbedarfbeschr̈ankt,gilt trivialerweise

DTIME
�
f
�
n����� DSPACE

�
f
�
n������ ���

NTIME
�
f
�
n����� NSPACE

�
f
�
n���

(19.1)

Umgekehrthabenwir schongesehen,dasssich DSPACE durch DTIME wie folgt
beschreibenlässt:

DSPACE
�
f
�
n��� � DTIME

�
2O! f ! n"�" � (19.2)

(vgl. Korollar17.11),undanalogzeigtman

NSPACE
�
f
�
n��� � NTIME

�
2O! f ! n"�" �$# (19.3)

Will mannichtdeterministischedurchdeterministischeZeit nachobenabscḧatzen,so
kannman

NTIME
�
f
�
n��� � DTIME

�
2O! f ! n"�" � (19.4)

zeigen.Hierzugen̈ugt es,mit einerTiefensuchedenRechenbaumeinernichtdetermi-
nistischenf

�
n� -zeitbeschr̈anktenTuringmaschineN deterministischzu durchlaufen,

bis entwedereineakzeptierendeKonfigurationgefundenoderder gesamteBaumer-
gebnislosdurchsuchtwurde.Da der Rechenbaumvon N Tiefe f

�
n� hat und endlich

verzweigendist, ist die GrößedesBaumesvon derOrdnung2O! f ! n"�" .
Für denVergleichvon nichtdeterministischemunddeterministischemPlatzliefert

ein naivesVerfahrenebenfallseinenexponentiellenOverhead.Hier kannmanjedoch
für konstruierbareSchrankenmit einemDivide-and-Conquer-VerfahrendiesenOver-
headdrastischreduzieren.

19.2 SATZ. (SATZ VON SAVITCH) Für platzkonstruierbaress
�
n�%� log

�
n� gilt

NSPACE
�
s
�
n���&� DSPACE

�
s
�
n� 2 � .

(Beweisin derVorlesung
”
Komplexitätstheorie“ .) Dieszeigtz.B.,dass

PSPACE � NPSPACE �
dadasQuadrateinesPolynomswiederumeinPolynomist. Die Beobachtungen(19.2)-
(19.4)lassensichdurchdenVergleichvon nichtdeterministischemPlatzunddetermi-
nistischerZeit wie folgt verscḧarfen:

19.3 SATZ. Für rekursives f
�
n��� log

�
n� gilt

NSPACE
�
f
�
n����� DTIME

�
2O! f ! n"�" �'#

BEWEIS. Sei L � NSPACE
�
f
�
n��� . Wegen der linearenBeschleunigunggen̈ugt es,

einedeterministischeO
�
2O! f ! n"�" � -zeitbeschr̈ankteMehrband-TuringmaschineM anzu-

geben,dieL erkennt.



19 NICHTDETERMINISTISCHE TURINGMASCHINEN UND IHRE KOMPLEXITÄT 132

Nach Annahmegibt eseinenichtdeterministischef
�
n� -platzbeschr̈ankteTuring-

maschineN, dieL erkennt.Wie im Beweisvon Korollar17.11(ii) könnenwir für eine
Eingabex der Längen die Kardinalität der MengeKONN

�
x� der theoretischdenkba-

ren Konfigurationenin einerN-Rechnungbei Eingabex (d.h. der Platzschrankef
�
n�

gen̈ugendenKonfigurationenmit x aufdemEingabeband)durch

(�(
KONN

�
x� (�(*) 2c f ! n" �

c geeignet� (19.5)

(für hinreichendgroßesn) abscḧatzen.
Da sich in einer N-Rechnungeine Konfigurationnicht wiederholenkann (sonst

würdeN unendlicheRechnungenbesitzen,im Widerspruchzur Totalität von N), ist
die LängejederN-Rechnungbei Eingabex durch2c f ! n" beschr̈ankt.Da dieGrößedes

Rechenbaumsexponentiellin seinerTiefebeschr̈anktist,kanndiesealsodurch22O + f + n,-,
beschr̈ankt werden.Ein vollständigesDurchsuchendesBaumesnacheinerakzeptie-
rendenKonfiguration(wie zumNachweisvon (19.4)oben)führtalsozu einerdoppelt
exponentiellenundnichtzudergewünschteneinfachexponentiellenZeitschranke.Um
letzterezu erhaltenbeobachtetman,dasswegen(19.5)viele Knotenim Rechenbaum
mit dengleichenKonfigurationenmarkiertsind.Dadie Teilbäumeunterhalbvon zwei
Knotenmit gleicherMarkierungidentischsind,kannmandie redundantenTeilbäume
ausdemRechenbaumherausschneiden,d.h. in einemBreitensuchdurchlaufdurchden
Rechenbaumdünntmandiesenaus,indemmanTeilbäumemit einerzuvor schongese-
henenKonfigurationin derWurzeleliminiert.Soerḧalt maneinenbzgl.derAkzeptanz
äquivalentenRechenbaum,in demjedeKonfigurationhöchstenseinmalvorkommt,der
alsonach(19.5)höchstensdieGröße2c f ! n" hat.

Am einfachstenlässtsichdiesesVerfahrenmit Hilfe einerListeLISTE implemen-
tieren,in die mandie KonfigurationendesRechenbaumsbei ihrem erstmaligenVor-
kommenaufnimmt.Gehenwir o.B.d.A.davonaus,dassjedeNichtstopp-Konfiguration
C genauzwei Nachfolge-KonfigurationenC� , C� � besitzt,so kannmandieseListe in-
duktiv wie folgt anlegen.(Dabeisei

LISTE �/. C0 � C1 �0#1#1#2� Cn �
die jeweilsaktuelleListeund l derenLänge.)

LISTE : �/. StartN
�
x��� ; l : � 1; Zeiger : � 0;35476985:

zeiger . l ;=< �69>
CZeiger keineStoppkonfiguration ? 4@:BA �69>

C�Zeiger �� LISTE ? 4C:BA �
LISTE : � LISTE D . C�Zeiger � ;
l : � l E 1;

�69>
C� �Zeiger �� LISTE ? 4C:BA �
LISTE : � LISTE D . C� �Zeiger � ;
l : � l E 1;

�
�69>

CZeiger akzeptierendeKonfiguration? 4C:FA AKZEPTIERE;
Zeiger: � Zeiger E 1;

�
VERWERFE.



19 NICHTDETERMINISTISCHE TURINGMASCHINEN UND IHRE KOMPLEXITÄT 133

Da l
)

2c f ! n" unddie LängejederKonfigurationin LISTE durchO
�
f
�
n��� beschr̈ankt

ist, lässtsichdiesesVerfahrenin O
�
2O! f ! n"�" � Schrittenausf̈uhren. G


