19. Nichtdeterministische Turingmaschinen
und ihre Komplexitat

Bei einemTuringmaschinenprogrami ausbedingtenAnweisungerwird durch
die Forderung

(i,a,b,B j)# (I",d,b,B,j) = (i,a) £ (')

sichepgestellt, dasszu jeder (Nichtstopp-)Konfiguration die Nachfolgekonfiguration
eindeutighestimmtist, d.h.die Maschinedeterministischist (vgl. Abschnitt5). Geben
wir dieseForderungauf, so erhaltenwir nichtdeterministishe (nd.) Turingmasainen
Wahrenceinedeterministisch&uringmaschin® undeineEingabex die M-Rechnung
eindeutigfestiggen, definiereneine nichtdeterministisch&uringmaschindN = (B, P)
undeineEingabex einenRedienbaumin desseWurzeldie Startkonfiguratiorvon N
bei Eingabex steht,bei demdie Sohnemit denmoglichenNachfolgekonfigurationen
derKonfigurationm Vaterknotermarkiertsind,unddie Blatterdie erreichbareistopp-
konfigurationerenthalter. JederPfadim RechenbauntendlichvonderWurzelzu ei-
nemBlatt oderunendlichvon derWurzelausgehendjst einemogliche Recinungvon
N bei Eingabex. Da verschieden®echnungerzu verschiedenefrgebnisserfiihren
kdnnenmussmanfestleggen,welcheSprachevon N erkannthzw. welcheFunktionvon
N berechnetvird. Wir beschankenuns hier auf denFall von Spracherund definie-
ren,dassx in dervon N erkannterSprachely liegt, falls wenigsteneine Rechnung
zu diesemErgebniskommt. Es gibt hier alsoeine AsymmetriezwischenAkzeptieren
(x € Ln) und Verwerfen(x ¢ Ly): AkzeptierteineRechnunglokal), sowird (global)
akzeptiertDas(lokale) VerwerfeneinerRechnunduhrtjedochnichtautomatisclzum
(globalen)Verwerfen.

Dawir hier nur Spracherundkeine Funktionenbetrachtendefinierenwir Akzep-
tanzundVerwerfendadurchdasswir die Stoppzusindein akzeptierendendverwer
fendeZustindeaufteilen(stattdie Werte 1 und O der charakteristischefrunktionder
erkannterSpracheauszugebenDieswird im Folgendenebensdiir deterministische
Maschinergemacht.

IstjedemoglicheRechnungronN beijedermoglichenEingabesndlich,sohei3tN
total. Eine totale nichtdeterministisch&uringmaschine\ ist f (n)-zeit- bzw platzbe-
schiankt,wennfir jedemoglicheRechnung/on N beieinerEingabex derLangen, die
Langeder Rechnungbzw derenPlatzbedartiurch f (n) beschanktist. Hiermit lassen
sich die nichtdeterministische&eit- und Platzklasseranalogzum deterministischen

IMan beachtedassder Verzweigungsgrad desRechenbaumesl.h. die maximaleAnzahl der Sshne
einesVaters,endlichist. Hierbeiist d durchdie maximaleAnzahlvon Instruktionenin P mit gleichenersten
beidenKomponentemeschankt.
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Fall definieren:

NTIME(f(n)) = {LCZX}:Esgibteinend. f(n)-zeitbeschiinkte
Mehrband-TMN;, dieL erkenn}
NSPACE(f(n)) = {LCZX}:Esgibteinend. f(n)-platzbeschinkte

Mehrband-TMN, dieL erkenn

Durch Betrachtungvon Familien von Schrankenfunktioneerhaltenwir allgemeine
nichtdeterministisch& omplexitatsklassenvie z.B. die folgendennichtdeterministi-
scherGgyenstickezudendeterministischeKomplexitatsklasseh IN, P, LOGSPACE
und PSPACE:

NLIN NTIME(O(n))

NP UpPonnomNTIME(p(n))
NLOGSPACE = NSPACE(O(log(n)))
NPSPACE = UpPpolynomNSPACE(p(n))

Die Beweise der meistenin denvorhegehendembschnittengezeigtenErgebnisse
benutzennicht, dassdie betrachteterMaschinendeterministischsind, weshalbsich
die Ergebnisseauf nichtdeterministisch#aschinerdirekt UibertragenassenDies gilt
insbesonderélr die Bandreduktionsitze LineareBeschleunigungind Kompression,
NormierungundExistenzuniversellemichtdeterministischefuringmaschinenVeiter
sinddie nichtdeterministisch&eit- undPlatzkompleitatderverschiedenemuringma-
schinenmodellallgemeineKomplexitatsmalén Sinnevon Abschnitt16. Die Hierar
chiesitzegetbrenzu denwenigenErgebnissenderenBeweisefiir die nichtdetermini-
stischeKomplexitat nicht unmittelbardurchgehenDiesewerdendurch Diagonalisie-
runggezeigtd.h. dasAkzeptanzerhalteneinersimuliertenMaschineverandert.Dies
ist bei deterministischeMaschinenlokal moglich, nicht aber— wie schonobenbe-
merkt— beinichtdeterministischeNaschinenSosinddie deterministischeZeit- und
Platzkompleitatsklasserrivialerweisegegen Komplementabgeschlossenm Falle
nichtdeterministischevlaschinerkonntedaggender Abschlussder Platzklasseimit
konstruierbarerschrankenkrst vor wenigenJahrengezeigtwerden(Beweis in der
Vorlesung, Komplexitatstheorig).

19.1 SATZ. (SATZ VON IMMERMAN UND SZELEPCSENYI, 1988) Fiir platzkonstru-
ierbaress(n) > log(n) gilt NSPACE(s(n)) = co-NSPACE(s(n)).

Hierbeiist die co-Klasseco-C einerKompleitatsklass€ die MengederKomple-
mentevon Spracherin C, d.h.coC={A:AcC}.

Fur die nichtdeterministisch&eitkompleitat ist die Frage des Komplementab-
schlusseoffen, und man vermutet,dassfur konstruierbareZeitschrankert(n) > n
die KlasseNTIME(t(n)) nicht gegen Komplementabgeschlosserst. (Aus Korol-
lar 16.10folgt, dassDTIME(t(n)) = NTIME(t(n)) — und damit NTIME(t(n)) =
co-NTIME(t(n)) —fur geeignegewahlitebeliebiggroRet gilt. DieseSchranken sind
abernichtkonstruierbai)

Satz19.1ermbglicht die UbertragunglesPlatzhierarchiesatzesif dennichtdeter
ministischerFall. Im Fall dernichtdeterministischegeit hatmanmit andererMetho-
denHierarchieatzebewiesen,die abernicht exakt demdeterministischeZeithierar
chiesatzntsprecherzeigenkannmanjedochz.B.,dassfur jedesk > 1

NTIME(n®) C NTIME(n**Y) € NTIME(2")
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gilt.

Uber das Verhltnis zwischenden deterministischerund nichtdeterministischen
Kompleitatsmafesind im Wesentlichemur die folgendenallgemeinerErgebnisse
bekannt.

Da jede deterministischéaschineaucheine nichtdeterministischdaschineist,
unddie RechenzeieinerMaschinederenPlatzbedarbeschankt, gilt trivialerweise

DTIME(f(n)) C DSPACE(f(n))
all Ni (19.1)
NTIME(f(n)) C NSPACE(f(n))

Umgekehrthabenwir schongesehengdasssich DSPACE durchDTIME wie folgt
beschreibemasst:

DSPACE(f(n)) C DTIME(2°(f(W)) (19.2)
(vgl. Korollar17.11),undanalogzeigtman
NSPACE(f(n)) C NTIME(2°(f(W)y, (19.3)

Will mannichtdeterministischelurchdeterministisch& eit nachobenabsclatzen,so
kannman

NTIME(f(n)) C DTIME(2°(f(W)) (19.4)

zeigen.Hierzu geriigt es,mit einer Tiefensuchelen Rechenbauneinernichtdetermi-
nistischenf (n)-zeitbeschiinkten TuringmaschineN deterministisctzu durchlaufen,
bis entwedereine akzeptierend& onfigurationgefundenoder der gesamteBaumer-

gebnislosdurchsuchwurde. Da der Rechenbaunvon N Tiefe f(n) hatund endlich
verzweigendst, ist die GroRedesBaumesson der Ordnung20(f(m),

Fur denVemgleich von nichtdeterministischerand deterministischen®latzliefert
ein naivesVerfahrenebenfallseinenexponentiellenOverhead Hier kannmanjedoch
fur konstruierbare&schrankermmit einemDivide-and-Conque¥erfahrerdiesenOver
headdrastischreduzieren.

19.2 SATz. (SATZ VON SAVITCH) Fir platzkonstruierbaress(n) > log(n) gilt
NSPACE(s(n)) C DSPACE(s(n)?).

(Beweisin derVorlesung,Komplexitatstheorie.) Dies zeigtz.B., dass
PSPACE = NPSPACE,

dadasQuadratinesPolynomswiederumein Polynomist. Die Beobachtunge(il9.2)-
(19.4)lassersichdurchdenVemleich von nichtdeterministischerRlatzund determi-
nistischerZeit wie folgt versclarfen:

19.3 Satz. Fiir rekursizest(n) > log(n) gilt
NSPACE(f(n)) C DTIME(2°(f(W)y,
BEwEIS. Seil € NSPACE(f(n)). Wegen der linearenBeschleunigungyeriigt es,

einedeterministisch©(2°(f(M))-zeitbeschiinkteMehrband-Tiringmaschind anzu-
gebendielL erkennt.



19 NICHTDETERMINISTISCHE TURINGMASCHINEN UND IHRE KOMPLEXITAT 132

Nach Annahmegibt es eine nichtdeterministisché (n)-platzbeschankte Turing-
maschineN, die L erkenntWie im Beweisvon Korollar17.11(ii) kdbnnenwir fur eine
Eingabex der Langen die Kardinalitat der MengeKony (x) der theoretischdenkba-
ren Konfigurationerin einerN-Rechnungoei Eingabex (d.h. der Platzschranké (n)
geriigenderKonfigurationemit x auf demEingabebandfiurch

|[Konn (X)]] < 2¢7(W (¢ geeignex (19.5)

(fur hinreichendgro3es) absclatzen.

Da sichin einer N-Rechnungeine Konfigurationnicht wiederholenkann (sonst
wirde N unendlicheRechnungerbesitzenjm Widerspruchzur Totalitat von N), ist
die LangejederN-Rechnungei Eingabex durch2°f(" beschankt. Da die GroRedes
Rechenbaumexponentiellin seinerTiefe beschanktist, kanndiesealsodurch22”""”
beschanktwerden.Ein vollstandigesDurchsucherdesBaumesnacheiner akzeptie-
rendenKonfiguration(wie zumNachweisvon (19.4)oben)fiihrtalsozu einerdoppelt
exponentiellerundnichtzu dergewiinschtereinfachexponentiellerZeitschrankeUm
letzterezu erhaltenbeobachteman,dasswegen (19.5) viele Knotenim Rechenbaum
mit dengleichenKonfigurationemmarkiertsind. Dadie Teilbaumeunterhallbvon zwei
Knotenmit gleicherMarkierungidentischsind, kannmandie redundantefeilbaume
ausdemRechenbaurherausschneided,h.in einemBreitensuchdurchlaufurchden
Rechenbaundiinntmandieseraus,indemmanTeilbaumemit einerzuvor schongese-
henerKonfigurationin derWurzeleliminiert. Soerhalt maneinenbzgl. der Akzeptanz
aguivalenterRechenbaunin demjedeKonfiguratiorhdochstenginmalvorkommt,der
alsonach(19.5)hochstenslie GroRe2¢ (" hat.

Am einfachstenasstsichdiesesverfahrenmit Hilfe einerListe LI STE implemen-
tieren,in die mandie KonfigurationerdesRechenbaumbei ihrem erstmaligenvor-
kommenaufnimmt.Geherwir 0.B.d.A.davonaus,dasgedeNichtstopp-Konfiguration
C genauzwei Nachfolge-konfigurationerC’, C" besitzt,so kannman dieseListe in-
duktiv wie folgt anlegen.(Dabeisei

LISTE =< Cy,Cyq,...,Ch>

die jeweils aktuelleListe und| derenLange.)

LISTE :=< Sartn(x) >; | := 1; Zeiger:=0;
WHILE zeiger<| DO {
IF Cgzeiger keineStoppkonfigurabn THEN {
IF Cheiger @ LISTE THEN {
LISTE := LISTEx* < C’Zeiger>;
[:=1+1;
}
IF Cheiger & LISTE THEN {
LISTE := LISTEx* < Cgeiger>;
[:=1+1;
}
}
IF Cgzeiger akzeptierend&onfigurationTHEN AKZEPTIERE;
Zeiger:= Zeiger+ 1,

!
VERWERFE.
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Dal < 2¢f(" und die LangejederKonfigurationin LISTE durchO(f(n)) beschankt
ist, |asstsichdiesesVerfahrenin O(20(f(M)) Schrittenausfihren. m



