
18.Platz- und Zeithierar chies̈atze

Wir untersuchenhier die Frage,wie manzu einergegebenenPlatzschrankes
�
n�

eineneueSchrankeS
�
n� findenkann,diedieLösungzus̈atzlicherProblemeermöglicht

(undentsprechendfürZeitschranken).NotwendigeAnforderungenansolcheineSchran-
keergebensichausderLinearenKompressionunddemallgemeinenLückensatz.Aus
Ersteremergibt sichdieNotwendigkeit,dassS

�
n���� O

�
s
�
n��� geltenmuss.Aus Letzte-

remfolgt, dassesnichtgen̈ugt,s
�
n� umeinenvorgegebenenWachstumsfaktorzuS

�
n�

zu vergrößern:Um dieExistenzeinerSpracheA � DSPACE
�
S

�
n����� DSPACE

�
s
�
n���

zu sichern,müssenwir explizit fordern,dasses einePlatzkostenfunktionσ
�
n� zwi-

schens
�
n� undS

�
n� gibt (wobeizus̈atzlich– wegenderlinearenKompression– σ

�
n����

O
�
s
�
n��� geltenmuss).Wie wir sehenwerden,sinddieseForderungenim wesentlichen

auchhinreichend.Für die hier von unsbetrachteteworst-case-Komplexität kannman
dieDefinition von Platzkostenfunktionenwie folgt approximieren.

18.1 DEFINITION. EinerekursiveFunktions
�
n�
	 log

�
n� istplatzkonstruierbar,wenn

eseineMehrband-TuringmaschineM gibt, für diespaceM
�
x��� s

��

x

 � für alle Wörter x

gilt.

Die üblichenmonotonenFunktionen,die man in der Arithmetik betrachtet,wie
log

�
n� , allePolynome,2n, n! etc.sindalleplatzkonstruierbar, undjederekursiveFunk-

tion wird von einer platzkonstruierbarenFunktion majorisiert (sieheÜbungen).Die
Beschr̈ankungauf platzkonstruierbarePlatzschrankenist für praktischeÜberlegungen
daherunwesentlich.

18.2 SATZ. (PLATZHIERARCHIESATZ) Seiens
�
n��� S�

n��	 log
�
n� rekursive Funktio-

nen,für die

(S1) S
�
n���� O

�
s
�
n��� und

(S2) S
�
n� platzkonstruierbar

gilt. Danngilt DSPACE
�
S

�
n������ DSPACE

�
s
�
n��� . Werdens

�
n� undS

�
n� zus̈atzlichso

gewählt,dasss
�
n��� S

�
n� für fastallen gilt, sogilt also

DSPACE
�
s
�
n����� DSPACE

�
S

�
n�����

BEWEIS. Wir gebeneineO
�
S

�
n��� -platzbeschr̈ankteMehrband-TuringmaschineM an,

sodassdievon M erkannteSpracheL � LM nicht in DSPACE
�
s
�
n��� liegt. Wegender

linearenKompressiongilt dann

L
� DSPACE

�
S

�
n����� DSPACE

�
s
�
n�����

Hierbei wird L �� DSPACE
�
s
�
n��� durchDiagonalisierungmit Hilfe der universellen

1-Band-TuringmaschineU1 erreicht.
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Die O
�
S

�
n��� -Platzbeschr̈anktheitwird wie folgt sichergestellt.Bei jederEingabex,


x

 � n, werdenzun̈achstauf denerstenfünf Arbeitsb̈anderndie Feldermit Adressen

im Intervall
� � S

�
n��� S�

n��� markiert.DaS
�
n� platzkonstruierbarist, kanndiesmit Hilfe

einerTuringmaschinemit PlatzbedarfS
�
n� (die eventuellauf weitereBänderzugreift)

realisiertwerden.Die Bänder1-3 werdendannzurSimulationvonU1 verwendet.Auf
Band4 wird einBinärz̈ahlerderLänge2S

�
n� initialisiert, derdannin jedemSimulati-

onsschrittinkrementiertwird. VerlässtU1 denmarkiertenBereichwährendderSimula-
tion, oderläuftderZählerüber, sowird dieSimulationsofortbeendetunddieEingabe
x verworfen.

Die Simulationvon U1 durchM siehtnunwie folgt aus.M zerlegt die Eingabex
in x � 1 � w � 0wv undschreibtw auf das5. Arbeitsband,(falls hierzudermarkiertePlatz
ausreicht).M simuliertdannU1 für Eingabe

�
w� x� , wobeidiezugeḧorigeInschriftwBx

desEingabebandesvonU1 bei M auf das5. Band(w) unddasEingabeband(x) aufge-
teilt ist. Kann die SimulationinnerhalbdesbereitgestelltenPlatzesundder erlaubten
Zeit beendetwerden,soakzeptiertM dieEingabex genaudann,wennU1 dieEingabe�
w� x� verwirft.

Dassauf dieseArt gegenalle Sprachenin DSPACE
�
s
�
n��� diagonalisiertwird, er-

gibt sichausderWahlvonS
�
n� undderTatsache,dassdieuniverselleMaschineU1 mit

linearbeschr̈anktemPlatzverlustauskommt.Zum formalenNachweisgehenwir indi-
rekt von derWiderspruchsannahme,dassL � DSPACE

�
s
�
n��� gilt, aus.NachKorollar

17.9gibt esdanneinWort w, sodass

�
x
�
cL

�
x��� ϕU1

�
w� x��� (18.1)

und

spaceU1

�
w� x� � O

�
s
�
x�����

Wie im BeweisvonKorollar17.11(ii)ergibt sichhierausweiter, dass

timeU1

�
w� x� �

O
�
2O� s� � x � � � ���

Wegen(S1)gibt esdaherunendlichviele Zahlenn mit

�
x
�!


x

 � n " spaceU1

�
w� x�
# S

�
n� & timeU1

�
w� x�
# 2S� n� ��� (18.2)

Für einn mit n $ 2


w


&%
1undS

�
n�'$ 


w


, das(??) erfüllt, undfürx � 1 � w � 0w0n('� 2 � w � ) 1�

wird dahervon M bei Eingabex die SimulationvonU1 für Eingabe
�
w� x� abgeschlos-

sen,also

cL
�
x��� cLM

�
x��� 1 ˙� ϕU1

�
w� x�

sichergestellt.Diesaberwiderspricht(??). *

Aus demPlatzhierarchiesatzergebensichz.B. folgendeechteInklusionen:

DSPACE
�
log

�
n���,+ DSPACE

�
n�

DSPACE
�
nk � + DSPACE

�
nk log

�
n���,+ DSPACE

�
nk ) 1 �

DSPACE
�
nk � + DSPACE

�
nlog� n� �

Für dieZeitkomplexitäterḧalt manfolgendenHierarchiesatz(Beweisin derVorlesung

”
Komplexitätstheorie“ ).
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18.3 SATZ. (ZEITHIERARCHIESATZ) Seient
�
n��� T �

n��$ n rekursive Funktionen,für
die

(T1) T
�
n���� O

�
t
�
n� log

�
t
�
n����� und

(T2) T
�
n� zeitkonstruierbar

gilt. Danngilt DTIME
�
T

�
n������ DTIME

�
t
�
n��� . Sindt undT sogewählt,dasszus̈atz-

lich t
�
n��� T

�
n� fastüberallgilt, sogilt also

DTIME
�
t
�
n����� DTIME

�
T

�
n�����

Hierbeiist einerekursiveFunktion f
�
n� zeitkonstruierbar,wenneseineMehrband-

TuringmaschineM gibt, derenRechenzeitbei jederEingabederLängen geradef
�
n�

betr̈agt.
DenZeithierarchiesatzbeweistmananalogzumPlatzhierarchiesatz,wobeimanje-

dochdieuniverselleMaschineU2 (stattU1) simuliert.ParallelzurSimulationlässtman
eineTuringmaschinemit exaktemZeitbedarfT

�
n� laufen,umsoL � LM

� DTIME
�
T

�
n���

zusichern.DenErfolg derDiagonalisierungweistmanmit Hilfe vonKorollar17.9(b)
nach.Der zus̈atzlicheFaktor log

�
t
�
n��� in (T1) (und in Korollar 17.9 (b)) ergibt sich

ausdem Zeitverlust bei der Reduktionauf zwei Bänder(vgl. Satz17.4). Da unbe-
kanntist, ob dieReduktionaufzwei (odereinanderesfestesk) Bändermit geringerem
Zeitverlust möglich ist, ist ebenfallsunbekannt,ob man die Voraussetzung(T1) im
Zeithierarchiesatzabschẅachenkann.


