18. Platz- und Zeithierar chiesatze

Wir untersucherhier die Frage,wie manzu einer gegebenerPlatzschranke(n)
eineneueSchrankeS(n) findenkann,die die LosungzusatzlicherProblemeermbglicht
(undentsprechentlir ZeitschrankenNotwendigeAnforderungeransolcheineSchran-
ke emgebensichausder LinearenKompressiorund demallgemeiner_iickensatzAus
Ersterememibt sich die Notwendigkeit,dassS(n) ¢ O(s(n)) geltenmuss.Aus Letzte-
remfolgt, dassesnichtgeriigt,s(n) um einenvorgegebenetWachstumsfaktozu §(n)
zuvemgroBern:Um die ExistenzeinerSpracheA € DSPACE(S(n)) — DSPACE(s(n))
zu sichern,miussenwir explizit fordern, dasses eine Platzkostenfunktioro(n) zwi-
schers(n) undS(n) gibt (wobeizusatzlich—wegenderlinearenKompressior-o(n) ¢
O(s(n)) geltenmuss).Wie wir seherwerden sind dieseForderungenm wesentlichen
auchhinreichend Fur die hier von unsbetrachtetevorst-case-iimplecitatkannman
die Definition von Platzkostenfunktioanwie folgt approximieren.

18.1 DEFINITION. Einerekursive Funktions(n) > log(n) ist platzkonstruierbarwenn
eseineMehrband-TringmastineM gibt, fir die space; (x) = s(|x|) fur alle Worter x

gilt.

Die UblichenmonotonenFunktionen,die manin der Arithmetik betrachtetwie
log(n), alle Polynome 2", n! etc.sindalle platzkonstruierbaundjederekursive Funk-
tion wird von einer platzkonstruierbarefunktion majorisiert (siehe Ubungen).Die
Beschankungauf platzkonstruierbar®latzschrankeist fur praktischeUberleggungen
daherunwesentlich.

18.2 SATz. (PLATZHIERARCHIESATZ) Seiens(n),S(n) > log(n) rekursive Funktio-
nen,fir die

(S1) §(n) ¢ O(s(n)) und
(S2) §(n) platzkonstruierbar

gilt. Danngilt DSPACE(S(n)) ¢ DSPACE(s(n)). Werdens(n) undS(n) zusitzlichso
gewvahit, dasss(n) < S(n) fur fastallen gilt, sogilt also

DSPACE(s(n)) C DSPACE(S()).

BEwEIS. Wir gebereineO(S(n))-platzbeschiinkteMehrband-Tiringmaschind/ an,
sodassdie von M erkannteSprache. = Ly hichtin DSPACE(s(n)) liegt. Wegender
linearenKompressiomilt dann

L € DSPACE(S(n)) — DSPACE(s(n)).

Hierbeiwird L ¢ DSPACE(s(n)) durch Diagonalisierungnit Hilfe der universellen
1-Band-Turingmaschin&J; erreicht.
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Die O(S(n))-Platzbesctanktheitwird wie folgt sichegestellt.Bei jederEingabex,
|| = n, werdenzuréchstauf denerstenfunf Arbeitskanderndie Feldermit Adressen
im Intenvall (—S(n), S(n)) markiert.Da S(n) platzkonstruierbaist, kanndiesmit Hilfe
einerTuringmaschinenit PlatzbedarS(n) (die eventuellauf weitereBanderzugreift)
realisiertwerden.Die Banderl-3 werdendannzur Simulationvon U; verwendetAuf
Band4 wird ein BinarzahlerderLange2S(n) initialisiert, derdannin jedemSimulati-
onsschritinkrementierwird. VerlasstJ; denmarkierterBereichwahrendder Simula-
tion, oderlauftderZahleriiber sowird die Simulationsofortbeendetinddie Eingabe
x verworfen.

Die Simulationvon U; durchM siehtnunwie folgt aus.M zerlegt die Eingabex
in x = 1Mowv undschreibtw auf das5. Arbeitsband(falls hierzuder markiertePlatz
ausreicht)M simuliertdannU; fur Eingabe(w, x), wobeidie zugeldrige Inschrift wBx
desEingabebandegonU; bei M aufdas5. Band(w) unddasEingabebandx) aufge-
teilt ist. Kann die SimulationinnerhalbdesbereitgestelltefPlatzesund der erlaubten
Zeit beendetverden soakzeptiertM die Eingabex genaudann,wennU; die Eingabe
(w, X) verwirft.

Dassauf dieseArt gegenalle Spracherin DSPACE(s(n)) diagonalisiertwird, er
gibt sichausderWahlvon §(n) undderTatsachegdasdie universelleMaschindJ, mit
linearbeschanktemPlatz\erlustauskommtZum formalenNachweisgehenwir indi-
rektvon derWiderspruchsannahmeassL € DSPACE(s(n)) gilt, aus.NachKorollar
17.9gibt esdannein Wort w, sodass

Vx(eL(X) = du, (W, X)) (18.1)
und
spacg, (w,x) € O(s(X)).
Wie im Beweisvon Korollar 17.11(ii) ergibt sichhierausweiter, dass
timey, (w, x) € O(20(P))y.
Wegen(S1)gibt esdaherunendlichviele Zahlenn mit
YX(|x| = n = spacg, (W,X) < S(n) & timey, (w,x) < 23"). (18.2)
Fureinn mitn> 2|w|+1undS(n) > |w|, das(??) erfullt, undfiirx = 1" owo™—(2wi+1)

wird dahervon M bei Eingabex die SimulationvonU; fur Eingabe(w, x) abgeschlos-
sen,also

cL(X) = cLy (¥) = 1=y, (W X)
sichepgestellt.Diesaberwiderspricht(??). O

Aus demPlatzhierarchiesatrgebensich z.B. folgendeechtelnklusionen:

DSPACE(log(n)) C DSPACE(n)
DSPACE(nK) C DSPACE(nklog(n)) C DSPACE(nk+1)
DSPACE(n¥) C DSPACE(nlo9(M)

Fur die Zeitkompleitaterhalt manfolgendenHierarchiesatfBeweisin derVorlesung
»Kompleitatstheorie).
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18.3 SATZ. (ZEITHIERARCHIESATZ) Seient(n), T(n) > n rekursive Funktionen fiir
die

(T1) T(n) ¢ O(t(n)log(t(n))) und
(T2) T(n) zeitkonstruierbar

gilt. Danngilt DTIME(T(n)) € DTIME(t(n)). Sindt undT sogewéhit, dasszusgitz-
licht(n) < T(n) fastiiberallgilt, sogilt also

DTIME(t(n)) C DTIME(T(n)).

Hierbeiist einerekursive Funktion f (n) zeitkonstruierbarwenneseineMehrband-
TuringmaschineM gibt, derenRechenzeibei jederEingabeder Langen geradef (n)
betragt.

DenZeithierarchiesathewveistmananalogzumPlatzhierarchiesatayobeimanje-
dochdie universelleMaschineJ; (stattU;) simuliert.Parallelzur Simulationlasstman
eineTuringmaschinenit exaktemZeitbedarfT (n) laufen,umsoL =Ly € DTIME(T (n))
zusichern DenErfolg der Diagonalisierungveistmanmit Hilfe von Korollar17.9(b)
nach.Der zusatzliche Faktor log(t(n)) in (T1) (undin Korollar 17.9 (b)) emgibt sich
ausdem Zeitverlust bei der Reduktionauf zwei Bander(vgl. Satz17.4). Da unbe-
kanntist, ob die Reduktionauf zwei (oderein anderegestesk) Bandemit geringerem
Zeitverlust moglich ist, ist ebenfallsunbekanntob mandie VoraussetzungT1) im
Zeithierarchiesatabschviacherkann.



