17.Zeit- und Platzkomplexitat von
Turingmaschinen

Die Kostender Rechnungeiner TuringmaschineVl bei EingabeX werdenmeist
in der Retenzeittimey (X) und dem Speiterbedarf space (X) (s. Beispiel 16.2im
vorhegehenderbschnitt)gemesserDabeiist esin der Komplexitatstheoridiblich,
Mehrbandmaschineru betrachtenda diesei. Allg. schnellerals 1-Band- Turing-
maschinersind, und manbetrachteProgrammeausbedingtenAnweisungen\Weiter
beschankt man sich nicht auf zahlentheoretischEunktionen,sondernbetrachtetll-
gemeineWortfunktionen, wobei wir uns jedochauf den Fall 1-stelliger Funktionen
f: 2* — ¥* UbereinemAlphabetZ beschankenwerden.In der Regel betrachteman
die Kostendannnichtfir jedeseinzelneWort, sonderrfir alle WortergleicherLange.
Hierbei kann mandie durchschnittlicherKosten(aveiage casecompleity) oder die
maximalenK osten(worstcasecompleity) betrachtenWir werdenunsaufdenzwei-
tenFall beschanken.

17.1 DEFINITION. Seif :N— N einetotal rekursive Funktion.EinetotaleMehrband-
Turingmaschiné/ zur Berechnungeinerl-stelligenFunktioniberdemAlphabetX ist
f (n)-zeitbeshrankt falls

vxe Z¥(timem(x) < f(|x])),
undM ist f (n)-platzbeshranks, falls

vx € 3* (spacg () < f(IX)).

Hiermit konnenwir die Funktionenund Sprachendie von einer Turingmaschinen-

nerhalbeinergegebenerZeit- bzw Platzschrankderechnewerden,n Komplexitats-
klassenzusammenfassefiir einetotal rekursive Zeitschrankd : N — I definieren
wir

FDTIMEQ(t(n)) = {f:Z,— X}, total: f wird voneiner
t(n)-zeitbeschiinktenk- Band-TMberechnet
{f : %}, — Z;, total: f wird voneiner
t(n)-zeitbeschiinktenMehrband-TMberechnet

FDTIMEM(t(n))

DTIMER(t(n)) = {ACZX*:cawird voneinert(n)-zeitbeschiinkten
k-Band-TMberechnet
DTIME™(t(n)) = {ACZX*:cawirdvoneinert(n)-zeitbeschiinkten

Mehrband-TMberechnet

Fur einetotal rekursive Platzschranks: N — N definiertmanentsprechendie Platz-
klassen

FDSPACE(s(n)), FDSPACE™(s(n)),
DSPACE(s(n)), DSPACE™(s(n)),
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indemmans(n)-platzbeschiankteTuringmaschinemetrachtet.

Im folgendenwerdenwir meistdasbinareAlphabet>; betrachtenlin diesemFall
lasserwir denindex m = 2 bei obigenKompleitatsklasseiffiort. Weiter werdenwir
unsaufdenVemleichder Sprachkompleitatsklassebeschanken.

BEMERKUNG. Betrachtetman Probleme(oder Funktionen)uberanderenDatenals
Wortern, so mussman diesedurch geeigneteKodierungdurch Wortproblemedar
stellen.Bei arithmetischerProblemerbenutztmandabeiin der Kompleitatstheorie
jedoch (andersals in der Rekursionstheoriein der Regel die Binar und nicht die
Unardarstellungda letztereunverhaltnismaRig lange Darstellungerliefert. Unter ei-
ner (oberen)Schrankedes urspiinglichenProblemsverstehtman danneine (obere)
SchrankaleszugeldrigenWortproblems.

Bei Zeitschrankemyehtmandavon aus,dasst(n) > n+ 1 gilt, undliestdahert(n)
alsmax(t(n),n+ 1). (Zeitschranken mit t(ng) < ng fur ein ng erlauberfiir Eingaben
derLange> ng nicht, diesevollstandigzu lesenundfuhrenzu konstanterZeitschran-
ken(s.Ubung).)Bei PlatzschrankehetrachtemanauchsublineareéSchrankenHierzu
mussmanjedochoff-line Turingmaschinetetrachterund dannbeim Platzbedartlas
Eingabebanaicht mitrechnenHier kannmandannbis s(n) = log(n)* heruntegehen,
wahrendkleinereSchrankemwiederauf konstanteSchrankerkollabieren(Der Grund
hierfur ist, dassein Binarzihlervon 0 bis n mit log(n) Platzauskommt.)

Ist C(f(n)) eine Komplexitatsklassevie oben,undist F = {fx(n) : k > 1} eine
Familie total rekursiver Funktionen soschreiberwir

C(F) = J C(f(n).

fer

InsbesonderstehtC(O( f)) fur Uy, C(kf (n) + k). Wichtige Zeitkompleitatsklassen
sind durchsolchenatirlich gavahltenFamilienbestimmit:

LIN := DTIME(O(n)) (Det. Linearzei)
P = PTIME (Det. Polynomialzei}
= DTIME(pOIy(n)) = Up PonnomDTIME(p(n))
E = DTIME(20M) (Det.lineare Exponentialzejt
EXP := DTIME(2P°¥M)  (Det.polyn.Exponentialzejt

= Up PonnomDTI M E(zp(n))
ELEMENTARY = UkZlDTIME(g"(O(n)))
(mitg(n) =2"undg=go---0Q)
N——
k-mal
Weiterlassersich primitiv rekursive undrekursive Wortmengerdefinierendurch

PRIM = Uk primitiv rekursy DTIME(t(n))  (primitiv rekursiy
REK = Ut totalrekursi DTIME(t(n))

(Fur Zahlenmengestimmtdiesmit derurspiinglichenDefinition Giberein.)
Zu denwichtigstenPlatzklassegelbren:

LOGSPACE := DSPACE(log(O(n))) (logarithmisch Platz)
PSPACE = DSPACE(poly(n)) (polynomiellPlat2)
EXPSPACE := DSPACE(2PW(M) (polynomiellExponentialplaty

1ReellwertigeSchrankerwie log(n) werdenstetsauf die nachstenatirliche Zahl aufgerundet.
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Im folgendenwerdenwir auf die BeziehungzwischendieserKomplexitatsklassennd
den elementarerKomplexitatsklasserim AllgemeineneingehenZwischenden ele-
mentarerKomplexitatsklassemesteheraufgrundder Definition folgendetriviale Be-
ziehungen:

Fir k < Kgilt DTIME(f(n)) C DTIME(f(n)) C DTIME(f(n)) und
DSPACE,(f(n)) C DSPACE(f(n)) C DSPACE(f(n)) (17.1)

DTIME(f(n)) = | DTIME(f(n)) und
k>1

DSPACE(f(n)) = | JDSPACE(f(n)) (17.2)
k>1

Gilt f(n) < f'(n) fastiiberall,sogilt DTIME(f(n)) C DTIME(f'(n)) und
DSPACE y(f (n)) C DSPACE(f'(n)) (17.3)

Derin Abschnitt6 bewieseneBandreduktionssatzusammemnit dendort bereitsbe-
obachteterKomplexitatsschrankeerlaubtuns die Komplexitat von Problemerbzgl.
1-Band-TuringmaschinemurchderenKomplexitatbzgl. Mehrband-Turingmaschinen
abzuschtzen:

17.2 SATz. (1. BANDREDUKTIONSSATZ) Zujedert(n)-zeit-unds(n)-platzbesctink-
ten Mehrband-Tiringmaschinegibt es eine dquivalenteO(t (n)?)-zeit- und O(s(n))-
platzbeschinktel-Band-Turingmaschine.

17.3 KOROLLAR. DSPACE(s(n)) C DSPACE;(O(s(n)) und DTIME(t(n)) C
DTIME1(O(t(n)2)). 0

Fuhrt die Reduktionauf ein Bandfir die Platzkompleitatauf einennur geringen
(wie wir untensehenwerden— vernachéssigbaren)inearenVerlust, so ist der Ver
lustbei der Zeit quadratischalsosehrbeachtlich DieserZeitverlustlasstsichi. Allg.
nicht vermeiden Firr die Sprachel = {ww? : w ¢ {0,1}}, wobeiwR dasSpiegelwort
vonw ist, gilt L € DTIME2(O(n)), aberL ¢ DTIME(t(n)) fur jedesubquadratische
Zeitschranke (moduloeineslinearenFaktors),d.h.t mit

tn _

lim |nf
n2

Die Reduktionauf zwei Banderlasstsich jedochmit weit geringerenZeitverlustbe-
werkstelligen:

17.4 SATz. (2. BANDREDUKTIONSSATZ) Zu jedert(n)-zeitbeschinktenMehrband-
Turingmaschiné gibt eseineéquivalenteO(t(n) log(t(n)))-zeitbeschinkte2-Band-
Turingmaschiné'. Insbesondergilt also

DTIME(t(n)) C DTIME2(O(t(n) log(t(n))).
BEWwEIS. SieheliteraturoderVorlesung,Komplexitatstheorig.

Wie schormobenerwahnt,sindlineareFaktorenbeidenTuringmaschinen-KEmplexi-
tatsklasse TIME und DSPACE bedeutungslos.
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17.5 SaTz. (LINEARE KOMPRESSION) Seis(n) einehyperlogarithmischéd.h.s(n) >
clog(n) f.0. fur alle c > 1) rekursive Funktion,und seic > 1. Zu jeders(n)-platzbe-
schénktenk-Band-Turingmaschinegibt es eine aquivalentes(n) /c-platzbeschinkte
k-Band-Turingmaschiné/’.

BEwEISIDEE. Die MaschineM’ simuliertdie MaschineM Schrittfur Schritt, wobei
sie c benachbart&elder(auf einemArbeitsband)zu einemFeld zusammenfasst.h.
fur die Bandalphabet& von M und I’ von M’ gilt [¢ C I'". In ihrem Zustandmerkt
sichM’ nebendemM-Zustandnochdie Komponente € {1,...,c} desArbeitsfeldes
von M’, die M-Arbeitsfeldist. 0

Mit derselberGrundideesrhalt manauch(furr k > 2) einelineareBeschleunigung.
(Detailsin derVorlesung,Komplexitatstheorie.)

17.6 SaTz. (LINEARE BESCHLEUNIGUNG) Seit(n) einehyperlinearerekursie Funk-
tion, undseic > 1. Zu jedert(n)-zeitbeschiinktenk-Band-Turingmaschiné (k > 2)
gibt eseineéquivalentet(n)/c-zeitbeschiinktek-Band-Turingmaschind/'. Insbeson-
deregilt alsoDTIMEy(t(n)) = DTIME(O(t(n))).

Die Satzel7.5und 17.6 zeigen,dassbhei denKostenmaf3efitr Turingmaschinen
lineareL iickenauftreten.Dieses,auf denerstenBlick der Intuition widersprechende
Phanomenrergibt sichdarausdasswir eineganzeFamilie von Basismaschinenulas-
sen,die auf einemFeld unterschiedlichviel Informationenabspeicherrkdnnen,sich
alsoim LeistungsumfanginesEinzelschrittesunterscheidenWirdenwir dasBan-
dalphabe(und die Anzahlder Bander)festhalten(oderdie Kostenmit der Grof3edes
Bandalphabetesultiplizieren),sowirdendieselinearenL iickeni.a. nicht mehrauf-
treten.

Dual zuderlinearenKompressiorund Beschleunigundiihrt eineNormierungdes
Bandalphabetesu einerlinearenKostenerbbhung,wie wir in Abschnitt11 (s. Lem-
ma 11.3) bereitsgesehernaben.Die dort durchgetihrten Uberlegungenfir 1-Band-
Turingmaschinemassersichaufk-Band-Turingmaschineriur jedesk > 1 tibertragen,
sodassichfolgendeErgebnissezur Normierbarkeitund zur ExistenzuniversellerTu-
ringmaschinerergeben:

17.7 SATz. (NORMIERBARKEIT) Zu jedert(n)-zeit- und s(n)-platzbeschinktenk-
Band-Turingmaschinev (k > 1) zur Erkennungeiner SpracheA C Z5 (d.h. zur Be-
rechnungvon ca) gibt eseine aquivalentenormiertek-Band-TuringmaschinéM’, die
O(t(n))-zeit-undO(s(n))-platzbesctHinktist.

17.8 SATZ. (EXISTENZ UNIVERSELLER TURINGMASCHINEN) Fiir jedesk > 1 gibt
eseine Mehrband-Tiringmaschin&Jy mit folgendenEigenschaftenist M einet(n)-
zeit- unds(n)-platzbeschinktenormiertek-Band-Turingmaschineur Erkennungei-
nerSpracheC %3, sogibt esein Wortw € %5 mit

() Vx € Z5(dm(X) = duy (W, x))
(i) timey, (w,x) € O(t(|x])) & spacg, (W, X) € O(s(|x]))

Kombiniertmandie Bandreduktionsstzemit Normierungund Existenzuniversel-
ler Maschinen,so kannmandie Zeit- und Platzkompl&itatsklassemurch Zeit- und
PlatzbedarfleruniversellerMaschinerlJ; undU, wie folgt absclatzen:
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17.9 KOROLLAR. (&) Die KlasseDSPACE(s(n)) istenthalterin
{AC 22 3w(VX(0u, (W.X) = ca(X)) & spaceg, (w.x) € O(s([x])))}
(b) Die KlasseDTIME(t(n)) ist enthalterin
{AC 25 IW(YX(9u, (W. X) = ca(X)) & timey, (w,x) € O(t(|x]) log(t(|x]))))}
BEWEIS. Wir zeigenTeil (a) desKorollars.Esgilt:

DSPACE(s(n)) C DSPACE1(O(s(n))) (1. Bandred.satz)
C {Ae€Zj: Esgibteinenormierte O(s(n))-
platzbeschinktel-Band-TM,
die ca berechnet (Normierung)
{A€ >5: 3Jwmit Eigenschafteri) und ii)
in Satz17.8} (Satzuberuniv. TM)

N

O

Wir werdendieseAbschatzungerzumBeweisderHierarchiefitzeim nachsterAb-
schnittbenutzen.

Wir beschliessediesenAbschnittmit demVemleich von Zeit- und Platzkomple-
xitat.

17.10 SaTz. (a) Jedet(n)-zeitbeschinkte Turingmaschineist aucht(n)-platzbe-
schénkt.

(b) Jedes(n)-platzbeschinkte Turingmaschinést O(2°(5")) -zeitbeschinkt.

17.11 KOROLLAR. (i) DTIME(t(n)) C DSPACE ) (t(n))
(i) DSPACEy(s(n)) C DTlME(k)(ZO(S(n)))

BEWEISVON SATZz 17.10. ZumBeweisvon Teil (a) gerigteszubeobachtergasalie
Laufzeitt(n) einerTuringmaschineugleichdie Anzahl derneubesuchterfrelderauf
jedemBandbeschankt. Also ist t(n) + 1 und damitt(n) (wg. linearerKompression)
eineoberePlatzschranke.

Zum Beweisvon (b) seiM = (B, P) eines(n)-platzbesctiinktek-Band-Turingma-
schine,und sei x ein Wort der Langen UberdemEingabealphabeX. Da M fir jede
Eingabeterminiert, wiederholtsich keine Konfigurationin der Rechnungvon M bei
Eingabex, weshalb

timem (X) < konw(X),

wobeikony (X) die KardinalitaitderMengedertheoretischmdglichenKonfigurationen
bei Eingabex ist, d.h. die Menge der Konfigurationemnmit x auf dem Eingabeband
(nur relevantim Falle, dasss sublinearund M dahereineoff-line Turingmaschinést)
undrelevantenBandinschrifterauf denArbeitstinderrinnerhalbdesAdressinteralls
(—s(n), s(n)). Diesekannmanaberabscktzendurch

komw (¥) < (n+2)(yX"V)¥(2s(m)',
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wobeiy die Kardinalitat desBandalphabetesnd z die Anzahlder Zustndeist. (Dann
istnamlich(n+ 2) die AnzahldermoglichenPositionerdesArbeitsfeldesaufdemEin-
gabebandy®" die Anzahldermdglicheninschrifteneinesjedenderk Arbeitsbander
und2s(n) die AnzahldermoglichenPositionerdesArbeitsfeldesauf diesen.Danach
Annahmes(n) > log(n), alson < 25" gilt, ergebensich hierauskonstantere, ¢’ mit

konvl (X) < CS<|X|) < ZCIS<|X|)
fur fastalle x. m]

BEMERKUNG. Fur,nafirliche¢’ Schrankei lasstsichdie Abschatzung(a)in Korollar
17.11geringiiigig verbessernDie Verbesserungst aberso maginal, dasssie fur die
Praxisbedeutungslowst. Ob sichdie Abschatzung(b) verbessertasstjst unbekannt.



