
17.Zeit- und Platzkomplexität von
Turingmaschinen

Die Kostender RechnungeinerTuringmaschineM bei Eingabe
�
x werdenmeist

in der RechenzeittimeM
� �
x� und demSpeicherbedarf spaceM

� �
x� (s. Beispiel16.2 im

vorhergehendenAbschnitt)gemessen.Dabeiist esin derKomplexitätstheoriëublich,
Mehrbandmaschinenzu betrachten,da diesei. Allg. schnellerals 1-Band-Turing-
maschinensind,undmanbetrachtetProgrammeausbedingtenAnweisungen.Weiter
beschr̈ankt mansich nicht auf zahlentheoretischeFunktionen,sondernbetrachtetall-
gemeineWortfunktionen,wobei wir uns jedochauf den Fall 1-stelligerFunktionen
f : Σ ��� Σ � übereinemAlphabetΣ beschr̈ankenwerden.In derRegel betrachtetman
dieKostendannnicht für jedeseinzelneWort, sondernfür alleWörtergleicherLänge.
Hierbei kannmandie durchschnittlichenKosten(averagecasecomplexity) oderdie
maximalenKosten(worstcasecomplexity) betrachten.Wir werdenunsauf denzwei-
tenFall beschr̈anken.

17.1 DEFINITION. Sei f : ����� einetotalrekursiveFunktion.EinetotaleMehrband-
TuringmaschineM zurBerechnungeiner1-stelligenFunktionüberdemAlphabetΣ ist
f
�
n� -zeitbeschränkt, falls

∞	
x 
 Σ � � timeM

�
x��� f

��

x

 �����

undM ist f
�
n� -platzbeschränkt, falls

∞	
x 
 Σ � � spaceM

�
x��� f

��

x

 �����

Hiermit könnenwir die Funktionenund Sprachen,die von einerTuringmaschinein-
nerhalbeinergegebenenZeit- bzw. Platzschrankeberechnetwerden,in Komplexitäts-
klassenzusammenfassen.Für einetotal rekursive Zeitschranket : ����� definieren
wir

FDTIMEm
k

�
t
�
n����� � f : Σ �m � Σ �m total : f wird von einer

t
�
n� -zeitbeschr̈anktenk- Band-TMberechnet�

FDTIMEm � t � n����� � f : Σ �m � Σ �m total : f wird von einer
t
�
n� -zeitbeschr̈anktenMehrband-TMberechnet�

DTIMEm
k

�
t
�
n��� � � A � Σ � : cA wird von einert

�
n� -zeitbeschr̈ankten

k-Band-TMberechnet�
DTIMEm � t � n��� � � A � Σ � : cA wird von einert

�
n� -zeitbeschr̈ankten

Mehrband-TMberechnet�
Für einetotal rekursive Platzschrankes : ����� definiertmanentsprechenddiePlatz-
klassen

FDSPACEm
k
�
s
�
n����� FDSPACEm � s� n�����

DSPACEm
k
�
s
�
n����� DSPACEm � s� n�����
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indemmans
�
n� -platzbeschr̈ankteTuringmaschinenbetrachtet.

Im folgendenwerdenwir meistdasbinäreAlphabetΣ2 betrachten.In diesemFall
lassenwir denIndex m � 2 bei obigenKomplexitätsklassenfort. Weiter werdenwir
unsaufdenVergleichderSprachkomplexitätsklassenbeschr̈anken.

BEMERKUNG. BetrachtetmanProbleme(oderFunktionen)überanderenDatenals
Wörtern, so mussman diesedurch geeigneteKodierungdurch Wortproblemedar-
stellen.Bei arithmetischenProblemenbenutztmandabeiin der Komplexitätstheorie
jedoch(andersals in der Rekursionstheorie)in der Regel die Binär- und nicht die
Unärdarstellung,da letztereunverḧaltnism̈aßiglangeDarstellungenliefert. Unter ei-
ner (oberen)Schrankedesurspr̈unglichenProblemsverstehtmandanneine (obere)
SchrankedeszugeḧorigenWortproblems.

Bei Zeitschrankengehtmandavon aus,dasst
�
n� � n ! 1 gilt, und liest dahert

�
n�

alsmax
�
t
�
n��� n ! 1� . (Zeitschrankent mit t

�
n0 ��� n0 für ein n0 erlaubenfür Eingaben

derLänge" n0 nicht,diesevollständigzu lesen,undführenzu konstantenZeitschran-
ken(s.Übung).)Bei PlatzschrankenbetrachtetmanauchsublineareSchranken.Hierzu
mussmanjedochoff-line TuringmaschinenbetrachtenunddannbeimPlatzbedarfdas
Eingabebandnichtmitrechnen.Hier kannmandannbiss

�
n�#� log

�
n� 1 heruntergehen,

währendkleinereSchrankenwiederauf konstanteSchrankenkollabieren.(Der Grund
hierfür ist, dasseinBinärz̈ahlervon 0 bis n mit log

�
n� Platzauskommt.)

Ist C
�
f
�
n��� eineKomplexitätsklassewie oben,und ist F �$� fk

�
n� : k � 1 � eine

Familie total rekursiverFunktionen,soschreibenwir

C
�
F �#�&%

f ' F

C
�
f
�
n�����

InsbesonderestehtC
�
O
�
f ��� für ( k ) 1C

�
kf
�
n�*! k� . WichtigeZeitkomplexitätsklassen

sinddurchsolchenaẗurlich gewähltenFamilienbestimmt:

LIN : � DTIME
�
O
�
n��� (Det.Linearzeit)

P : � PTIME (Det.Polynomialzeit)
: � DTIME

�
poly

�
n���+�,( p PolynomDTIME

�
p
�
n���

E : � DTIME
�
2O- n. � (Det. lineareExponentialzeit)

EXP : � DTIME
�
2poly - n. � (Det.polyn.Exponentialzeit)

: � ( p PolynomDTIME
�
2p- n. �

ELEMENTARY : �&( k ) 1DTIME
�
gk � O � n������

mit g
�
n�#� 2n undgk � g /1020�03/ g4 576 8

k-mal

�
Weiterlassensichprimitiv rekursiveundrekursiveWortmengendefinierendurch

PRIM : � ( t primitiv rekursiv DTIME
�
t
�
n��� (primitiv rekursiv)

REK : � ( t total rekursiv DTIME
�
t
�
n���

(Für Zahlenmengenstimmtdiesmit derurspr̈unglichenDefinition überein.)
Zu denwichtigstenPlatzklassengeḧoren:

LOGSPACE : � DSPACE
�
log

�
O
�
n����� (logarithmisch Platz)

PSPACE : � DSPACE
�
poly

�
n��� (polynomiellPlatz)

EXPSPACE : � DSPACE
�
2poly- n. � (polynomiellExponentialplatz)

1ReellwertigeSchrankenwie log 9 n : werdenstetsauf die nächstenaẗurlicheZahlaufgerundet.
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Im folgendenwerdenwir aufdieBeziehungzwischendiesenKomplexitätsklassenund
denelementarenKomplexitätsklassenim Allgemeineneingehen.Zwischendenele-
mentarenKomplexitätsklassenbestehenaufgrundderDefinition folgendetrivialeBe-
ziehungen:

Für k � k; gilt DTIMEk
�
f
�
n��� � DTIMEk < � f � n��� � DTIME

�
f
�
n��� und

DSPACEk
�
f
�
n��� � DSPACEk < � f � n����� DSPACE

�
f
�
n��� (17.1)

DTIME
�
f
�
n��� � %

k ) 1

DTIME
�
f
�
n��� und

DSPACE
�
f
�
n����� %

k ) 1

DSPACE
�
f
�
n��� (17.2)

Gilt f
�
n��� f ; � n� fastüberall,sogilt DTIME - k . � f � n��� � DTIME - k . � f ; � n��� und

DSPACE - k . � f � n��� � DSPACE - k . � f ; � n��� (17.3)

Der in Abschnitt6 bewieseneBandreduktionssatzzusammenmit dendort bereitsbe-
obachtetenKomplexitätsschrankenerlaubtunsdie Komplexität von Problemenbzgl.
1-Band-TuringmaschinendurchderenKomplexitätbzgl.Mehrband-Turingmaschinen
abzuscḧatzen:

17.2 SATZ. (1. BANDREDUKTIONSSATZ) Zu jedert
�
n� -zeit-unds

�
n� -platzbeschr̈ank-

ten Mehrband-Turingmaschinegibt es eine äquivalenteO
�
t
�
n� 2 � -zeit- und O

�
s
�
n��� -

platzbeschr̈ankte1-Band-Turingmaschine.

17.3 KOROLLAR. DSPACE
�
s
�
n���=� DSPACE1

�
O
�
s
�
n��� und DTIME

�
t
�
n���>�

DTIME1
�
O
�
t
�
n� 2 ��� . ?

Führt die Reduktionauf ein Bandfür die Platzkomplexität auf einennur geringen
(wie wir untensehenwerden– vernachl̈assigbaren)linearenVerlust,so ist der Ver-
lust bei derZeit quadratisch,alsosehrbeachtlich.DieserZeitverlustlässtsich i. Allg.
nicht vermeiden.Für die SpracheL �@� wwR : w 
A� 0 � 1 �B� , wobeiwR dasSpiegelwort
von w ist, gilt L 
 DTIME2

�
O
�
n��� , aberL C
 DTIME

�
t
�
n��� für jedesubquadratische

Zeitschranket (moduloeineslinearenFaktors),d.h.t mit

lim inf
nD ∞

t
�
n�

n2 � 0 �
Die Reduktionauf zwei Bänderlässtsich jedochmit weit geringeremZeitverlustbe-
werkstelligen:

17.4 SATZ. (2. BANDREDUKTIONSSATZ) Zu jedert
�
n� -zeitbeschr̈anktenMehrband-

TuringmaschineM gibt eseineäquivalenteO
�
t
�
n� log

�
t
�
n����� -zeitbeschr̈ankte2-Band-

TuringmaschineM ; . Insbesonderegilt also

DTIME
�
t
�
n���E� DTIME2

�
O
�
t
�
n� log

�
t
�
n�������

BEWEIS. SieheLiteraturoderVorlesung
”
Komplexitätstheorie“ .

Wie schonobenerwähnt,sindlineareFaktorenbeidenTuringmaschinen-Komplexi-
tätsklassenDTIME undDSPACE bedeutungslos.
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17.5 SATZ. (L INEARE KOMPRESSION) Seis
�
n� einehyperlogarithmische(d.h.s

�
n�F�

clog
�
n� f.ü. für alle c � 1) rekursive Funktion,und sei c � 1. Zu jeders

�
n� -platzbe-

schr̈anktenk-Band-Turingmaschinegibt es eine äquivalentes
�
n��G c-platzbeschr̈ankte

k-Band-TuringmaschineM ; .
BEWEISIDEE. Die MaschineM ; simuliertdie MaschineM Schritt für Schritt,wobei
siec benachbarteFelder(auf einemArbeitsband)zu einemFeldzusammenfasst,d.h.
für die BandalphabeteΓ von M und Γ ; von M ; gilt Γc � Γ ; . In ihrem Zustandmerkt
sichM ; nebendemM-Zustandnochdie Komponentei 
A� 1 �2���2�3� c� desArbeitsfeldes
von M ; , dieM-Arbeitsfeldist. ?

Mit derselbenGrundideeerḧalt manauch(für k � 2) einelineareBeschleunigung.
(Detailsin derVorlesung

”
Komplexitätstheorie“ .)

17.6 SATZ. (L INEARE BESCHLEUNIGUNG) Seit
�
n� einehyperlineare,rekursiveFunk-

tion, undseic � 1. Zu jedert
�
n� -zeitbeschr̈anktenk-Band-TuringmaschineM (k � 2)

gibt eseineäquivalentet
�
n��G c-zeitbeschr̈anktek-Band-TuringmaschineM ; . Insbeson-

deregilt alsoDTIME - k . � t � n���F� DTIME - k . � O � t � n����� .
Die Sätze17.5und 17.6zeigen,dassbei denKostenmaßenfür Turingmaschinen

lineareLückenauftreten.Dieses,auf denerstenBlick der Intuition widersprechende
Pḧanomenergibt sichdaraus,dasswir eineganzeFamilie von Basismaschinenzulas-
sen,die auf einemFeld unterschiedlichviel Informationenabspeichernkönnen,sich
also im LeistungsumfangeinesEinzelschrittesunterscheiden.Würdenwir dasBan-
dalphabet(unddie AnzahlderBänder)festhalten(oderdie Kostenmit derGrößedes
Bandalphabetesmultiplizieren),sowürdendieselinearenLückeni.a. nicht mehrauf-
treten.

Dual zuderlinearenKompressionundBeschleunigungführt eineNormierungdes
Bandalphabeteszu einer linearenKostenerḧohung,wie wir in Abschnitt11 (s. Lem-
ma 11.3) bereitsgesehenhaben.Die dort durchgef̈uhrtenÜberlegungenfür 1-Band-
Turingmaschinenlassensichauf k-Band-Turingmaschinenfür jedesk � 1 übertragen,
sodasssichfolgendeErgebnissezur Normierbarkeitundzur ExistenzuniversellerTu-
ringmaschinenergeben:

17.7 SATZ. (NORMIERBARKEIT) Zu jeder t
�
n� -zeit- und s

�
n� -platzbeschr̈anktenk-

Band-TuringmaschineM (k � 1) zur ErkennungeinerSpracheA � Σ �2 (d.h. zur Be-
rechnungvon cA) gibt eseineäquivalentenormiertek-Band-TuringmaschineM ; , die
O
�
t
�
n��� -zeit-undO

�
s
�
n��� -platzbeschr̈anktist.

17.8 SATZ. (EXISTENZ UNIVERSELLER TURINGMASCHINEN) Für jedesk � 1 gibt
eseineMehrband-TuringmaschineUk mit folgendenEigenschaften.Ist M eine t

�
n� -

zeit- unds
�
n� -platzbeschr̈anktenormiertek-Band-Turingmaschinezur Erkennungei-

nerSprache� Σ �2, sogibt eseinWort w 
 Σ �2 mit

(i)
	
x 
 Σ �2 � ϕM

�
x� � ϕUk

�
w� x���

(ii) timeUk

�
w� x�E
 O

�
t
��


x

 ��� & spaceUk

�
w� x� 
 O

�
s
�2


x

 ���

KombiniertmandieBandreduktionss̈atzemit NormierungundExistenzuniversel-
ler Maschinen,so kannmandie Zeit- und PlatzkomplexitätsklassendurchZeit- und
PlatzbedarfderuniversellenMaschinenU1 undU2 wie folgt abscḧatzen:
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17.9 KOROLLAR. (a) Die KlasseDSPACE
�
s
�
n��� ist enthaltenin

� A � Σ �2 : H w
� 	

x
�
ϕU1

�
w� x�#� cA

�
x��� & spaceU1

�
w� x�E
 O

�
s
�2


x

 �����I�

(b) Die KlasseDTIME
�
t
�
n��� ist enthaltenin

� A � Σ �2 : H w
� 	

x
�
ϕU2

�
w� x�#� cA

�
x��� & timeU2

�
w� x� 
 O

�
t
��


x

 � log

�
t
�2


x

 �������2�

BEWEIS. Wir zeigenTeil (a)desKorollars.Esgilt:

DSPACE
�
s
�
n���J� DSPACE1

�
O
�
s
�
n����� (1. Bandred.satz)� � A 
 Σ �2 : Esgibt einenormierte,O

�
s
�
n��� -

platzbeschr̈ankte1-Band-TM,
diecA berechnet� (Normierung)� � A 
 Σ �2 : H w mit Eigenschaften(i) und(ii)
in Satz17.8� (Satzüberuniv. TM)

?
Wir werdendieseAbscḧatzungenzumBeweisderHierarchies̈atzeim nächstenAb-

schnittbenutzen.
Wir beschliessendiesenAbschnittmit demVergleichvon Zeit- undPlatzkomple-

xität.

17.10 SATZ. (a) Jede t
�
n� -zeitbeschr̈ankte Turingmaschineist auch t

�
n� -platzbe-

schr̈ankt.

(b) Jedes
�
n� -platzbeschr̈ankteTuringmaschineist O

�
2O- s- n.K. � -zeitbeschr̈ankt.

17.11 KOROLLAR. (i) DTIME - k . � t � n��� � DSPACE - k . � t � n���
(ii) DSPACE - k . � s� n����� DTIME - k . � 2O- s- n.K. �

BEWEIS VON SATZ 17.10. ZumBeweisvonTeil (a)gen̈ugteszubeobachten,dassdie
Laufzeit t

�
n� einerTuringmaschinezugleichdie AnzahlderneubesuchtenFelderauf

jedemBandbeschr̈ankt. Also ist t
�
n�L! 1 und damit t

�
n� (wg. linearerKompression)

eineoberePlatzschranke.
Zum Beweisvon (b) seiM � �

B � P� eines
�
n� -platzbeschr̈anktek-Band-Turingma-

schine,und sei x ein Wort der Längen überdemEingabealphabetΣ. Da M für jede
Eingabeterminiert,wiederholtsich keineKonfigurationin der Rechnungvon M bei
Eingabex, weshalb

timeM
�
x��� konM

�
x���

wobeikonM
�
x� dieKardinalitätderMengedertheoretischmöglichenKonfigurationen

bei Eingabex ist, d.h. die Mengeder Konfigurationenmit x auf dem Eingabeband
(nur relevant im Falle, dasss sublinearundM dahereineoff-line Turingmaschineist)
undrelevantenBandinschriftenaufdenArbeitsb̈anderninnerhalbdesAdressintervalls�NM

s
�
n��� s� n��� . Diesekannmanaberabscḧatzendurch

konM
�
x��� �

n ! 2� � γ2s- n. � k � 2s
�
n��� kz�
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wobeiγ dieKardinalitätdesBandalphabetesundzdie AnzahlderZusẗandeist. (Dann
istnämlich

�
n ! 2� dieAnzahldermöglichenPositionendesArbeitsfeldesaufdemEin-

gabeband,γ2s- n. dieAnzahldermöglichenInschrifteneinesjedenderk Arbeitsb̈ander
und2s

�
n� dieAnzahldermöglichenPositionendesArbeitsfeldesaufdiesen.)Da nach

Annahmes
�
n� � log

�
n� , alson � 2s- n. gilt, ergebensichhierausKonstantenc, c; mit

konM
�
x��� cs-PO x O . � 2c< s-PO x O .

für fastallex. ?
BEMERKUNG. Für

”
naẗurliche“ Schrankent lässtsichdieAbscḧatzung(a) in Korollar

17.11geringf̈ugig verbessern.Die Verbesserungist abersomarginal, dasssie für die
Praxisbedeutungslosist. Obsichdie Abscḧatzung(b) verbessernlässt,ist unbekannt.


