16. Allgemeine Komplexitatsmalde

Bei der Komplexitat von Algorithmen(d.h. Programmennterscheidetman zwi-
schenstatisher und dynamisber Komplexitat, die als Kostenfunktioneriuir die Ent-
wicklung bzw den Betrieb von Programmerdienen.Die statischeKomplexitat, auf
die wir hier nicht weiter eingehenwerden,beziehtsich auf dasProgrammselbstals
Text (Syntax).Ein moglicheseinfachesKompleitatsmalfist hier die LangedesPro-
gramms' Die dynamisché&Komplexitatbetrifft daggendenProgrammablaufSeman-
tik). Die wichtigstenKomplexitatsmalenier sind Laufzeit und Speicherbedaréines
Programmsauf einer zugeldrigen Maschine.Zur Beschreiling der (dynamischen)
Komplexitat einer berechenbarefunktion f (oder einer entscheidbareienge M)
betrachtemandie Algorithmen,die f (bzw. cu) berechnenDieseliefern obee und
untele Komplexitatsschranken:

e 0 ist eineobereSchrankgr f, falls esein ProgrammP gibt, dasf berechnet
unddesserKomplexitatnachobendurcho beschanktist.

e U ist eineuntereSchrankdur f, falls fur jedesProgrammP, das f berechnet,
desserKompleitatnachuntendurchu beschanktist.

Die Kompleitatvon f liegt dannin demIntervall [u, 0]. Offensichtlichgilt u < o fur
jede untereSchrankeu und jede obereSchrankeo von f. Um die Komplexitat von
f moglichstexakt zu bestimmenyersuchtmanobereund untereSchrankeru und o
anzugebendie moglichst nahebeieinandediegen. Man kannjedochi. Allg. u=o0
nicht erreichen(sieheden Beschleunigungssaizeiter unten).Fur viele interessante
Funktionenf sinddie LickenzwischerbekannteruntererundoberenSchrankersehr
grof3.

In diesemAbschnittwollenwir denBegriff einesKomplexitatsmafieaxiomatisch
einfuhrenunddamitEigenschafteallerKomplecitatsmafleenveisenln denfolgenden
Abschnittenwerdenwir unsdannauf die wichtigstenkonkretenKomplexitatsmafie
Rechenzeiund Speicherbedarfur Turingmaschinefeschéanken.

Intuitiv ordnetein KompleitatsmaRjedemProgrammP (einesfestenProgram-
miersystemsS), daseinen-stelligepartielle Funktion¢p berechneteineKosten-oder
Sdrittzahlfunktion®p zu, die fur jede EingabeX die Kosten®p(X) der Berechnung
von ¢p(X) mit Hilfe von P angibt.Dabeigehenwir davon aus,dassdie Kosteneiner
terminierenderRechnungeine natirliche Zahl und die Kosteneiner divergierenden
Rechnungunendlichsind. Identifizierenwir ®p(X) 1+ mit ®p(X) = o, sokann®p also
als partielle Funktion mit WertenausN aufgefasstverden,wobeider Definitionsbe-
reichvon ®p mit demvon ¢p UbereinstimmtWeiteremgebersich (beieinersinnvollen

1Ein differenzierterestatische& ostenmafjasauchdie , Schwierigkeit derProgramméveriicksichtigt,
ist die Kolmogormov-Komgexitat. Die Ideeist hier, stattderLangedesProgrammtexte$ selbstdie Langeder
kirzesterBeschreilng (Darstellung)von T zu wahlen.Sinrvoll ist diesnatirlich nur beziglich einerfest
vorgegebenelarstellungsweiseBei der Kolmogorov-Komplexitatwahlt manhierzuein universellesPro-
grammiersysten$ (Godelnummerierunpund definiertdie Komplexititvon T als die Langedeskiirzesten
S-ProgrammsgasbeileererEingabedenProgrammtexf als Ausgabdiefert.
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Kostenfunktion)die Kosteneffektiv ausdemProgrammablaufd.h. die Kostenfunkii-
on ®p ist partiell berechenbannd mankanneffektiv feststellenpb die Kosteneinen
vorgegebenenNerty annehmenDie Kostenwachsemamlichmit der Rechnungund
mankannzu jedemZeitpunktder Rechnunglie bislangangefallenerKosteneffektiv
feststellenUm zu entscheidengb ®¢(x) =y gilt, simuliertmanalsodie Berechnung
von ¢¢(X) bis dieseentwedetterminiert(und mandie EndkosterPe(x) ableserkann),
oderdie aktuellenKosteny Uberschreiterfund damit ®¢(X) > y gilt). Da fur e(X) 1
gilt, dassPe(Xx) = o ist, musseinesdieserbeidenErgebnisseeintreten.
Beschankenwir unsauf denFall 1-stelliger berechenbarefunktioneniiberN,
sokonnenwir obigeintuitive Charakterisierungon Komplexitatsmafemit Hilfe der
Church-Turing-Thesewvie folgt formalisieren Dabeimussmannurbeachtendassman
ausjedem, natirlicherf universellenProgrammiersystemurchGodelisierungsodel-
nummerierungender partiell berechenbareRunktionererhalt.

16.1 DEFINITION. Ein allgemeinekomplitatsmal{fAKM) dereinstelligenpartiell
rekursiven Funktionenist ein Paar (¢, ®) bestehencuseiner Godelnummerierung
der 1-stelligenpartiell rekursiven Funktionenund einer 2-stelligenpartiell rekursiven
Funktion® mit denbeidenfolgendenEigenschaften:

(A1) Db(9) = Db(®)
(A2) GrapH®) = {(e xy) : Dg(X) =y} ist rekursiv.

Man nenntden e-ten Zweig ®. die Kosten-bzw Sdrittzahlfunkton von ¢e bzgl.

(9, ®).

Das zweite Axiom (A2) impliziert, dassdie UblichenVergleichspadikatefur die
Kostenwie z.B.

P(exy) & Pe(x) <y
oder
P(exy) & Pg(x) >y
rekursi sind.Da
P(exy) & 3z<y((ex, 2) € GrapH{®P))
und
P(exy) & —-P(exy+1)

folgt diesnamlich ausder Rekursvitatvon GrapH®) mit Hilfe derfruhergezeigten
Abschlusseigenschafteter KlassederrekursivenMengen.

16.2 BEISPIEL. Beispielefir AKM sind die Zeit- und Platzkompleitat von Turing-
maschinenin Abschnitt11 habenwir schongezeigt,dassmandurch Godelisierung
dernormierteni-Band-TuringsmaschineaineGodelnummerierung von FY (REK)

erhalt. Entsprechendrhalt maneineGodelnummerierung durchGodelisierungaller
1-Band-Turingmaschineroder aller k-Band-Turingmaschiner{k > 2 fest) oder aller
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Mehrband-TiringmaschinerSeiim FolgendersolcheineGodelnummerierung fest-
gehaltenund M die e-te entsprechend@uringmaschined.h. Me berechnethe. Dann
ist (¢, T) ein AKM, wobei

ti falls M bei Eingabex terminiert
T(e,x):{ imew,(x)  falls Me bei Eingabex terminier

0 sonst.

Hierbeiisttimew,(x) die schonfritherdefinierteRechenzeivon Me bei Eingabex, d.h.
die Langeder Rechnungler MaschineMe bei dieserEingabe Entsprechendst (¢, S)
ein AKM, wobei

X spacg (x) falls Me terminiertbei Eingabex
Sex) = 0 sonst.

Hierbeiist spacg,_(x) der Platzbedarfron Me bei Eingabex. D.h. bei einer1-Band-
Turingmaschinest spacg, (x) die Anzahl der Felder die im Verlauf der Rechnung
Arbeitsfeldsind.Bei einerk-Band-Turingmaschingk > 2) definiertmandenPlatzbe-
darf spac{e,,e(x) fur jedesBandi entsprechendnd nimmt dasMaximum hiervon als
gesamterPlatzbedar{spacg_(x) = max{spac{a,,e(x) 11<i<Kk})

Dass(¢, T) und(¢,S) AKM sind, siehtmanleicht. Im Fall von (¢, S) mussman
sichzumNachweisvon (A2) nurklar machendassiir geggebeneluringmaschine,
Eingabex undKostenschwellg einerderfolgendendrei Falle nachendlichvielenRe-
chenschritterawuftritt, undausdemauftretenderrall , Pe(X) = y?* entschiedemerden
kann:

1. M stopptohnezuwvor mehralsy FelderaufeinemBandbesuchizu haben.
2. M besucherstmalgdas(y+ 1)-te FeldaufeinemBand.

3. EineKonfiguratiorvon M wiederholtsich,bevor M mehralsy Felderaufeinem
Bandbesuchtat(Endlosschleifed.h.M divemiert.)

16.3 BEISPIEL. PathologischeBeispielefur AKM kann man durch Variation eines
gegebenerAKM (¢, @) erhaltenSogibt eszu jedertotal rekursivenFunktion (%) ein
AKM (§,®), in demf zumNulltarif berechnetverdenkann.Hierzuwahlt maneinen
d-Index g fur f, setztd = ¢ und

dlex) = ®(ex) fallse#ey
o0 sonst.

Um die Komplexitatvon Funktionenf (Y € F(REK) beZiglich einesAKM (¢, ®)
zu beschreibenfassenwir alle Funktionenmit einer vorgegebenenoberenSchran-
ket in einerKomplexitatsklasseusammenEntsprechenderfahrenwir fur rekursive
MengenA C N, indemwir die KomplexitatderMengeA mit derKomplexitatdercha-
rakteristischerrunktionca von A gleichsetzen.

16.4 DEFINITION. Sei (¢, D) ein allgemeineKompleitatsmalund seit : N — N
total rekursi. Eine totale Funktion f : N — N hei3tt-besbirankt bediglich (¢, ®),
falls eseineec N mit f = ¢. gibt, sodass

[ee]

VX(Pe(X) < t(X)).
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Die Klasse
FCp,0)(t) = {f: ft-beschanktbzgl. (¢, P)}

heil3tdie (¢, P)-Komplitatsklassemit Schranket. EntsprechendheitA C N t-be-
sdranktbzgl. (¢, @), falls ca t-beschanktbzgl. (¢, ®) ist und mandefiniert

Co.0)(t) = {AC N At-beschanktbzgl. (¢, ®)}.

Im Zentrumder Komplexitatstheoriestehtder Vergleich von Komplexitatsklassen
mit unterschiedliche®schrankerund/oderbeziglich unterschiedlicheKomplexitats-
mafe Hierbei beschankt mansich haufig auf die Komplexitatsklassewon Mengen.
Trivialerweisegilt fur jedesAKM (¢, d)

t < t'fastiiberall = Cg a(t) C Cip,m)(t') (16.1)
REK = |J Cpat) (16.2)
t tot.rek.

TieferliegendeFragenhangeni. Allg. von demAKM (¢, ®) ab, einige Pranomene
lassensich jedochfur alle AKM nachweisenSo konnenwir z.B. zeigen,dass(fur
beliebigesAKM) keineKomplexitatsklass€y ¢)(t) alle rekursivenMengenenttalt.

16.5 SATz. Sei(¢, ®) einAKM undseit : N — N total rekursv. Danngilt Cy )(t) C
REK.

BEwEIS. Esgerilgtwegen(16.2),einetotal rekursive, 0-1-wertigeFunktion f() an-
zugebengdie bzgl. (¢, ®) nichtt-beschanktist. Hierzudefinierenwir

f(<ex>) = {1'—¢e(< ex>) falls®e(<ex>) <t(<ex>)

0 sonst.
Wegen (A2) ist f (partiell) rekursiv und wegen (Al) ist f total. Weiter gilt fur jeden
¢-Index evon f (d.h. f = ¢¢), dassbe(< €,x>) > t(< e x>) furallex € N (daandern-
falls f (< e x>) # de(< €x>) nachDefinition von f). Also ist f nichtt-beschankt
bzgl. (¢, P). ]

NachSatz16.5gibt es(wegen(16.2) zujederrekursivenFunktiont einerekursive
Funktiont’ mit Cg ¢ (t) C C(¢ o)(t'). DiesfuhrtzuderFragewie manzugegebenent
einsolched’ passendvahlenkann.Wie dernachsteSatzzeigt, reichteshierzui. Allg.
nicht,t mit Hilfe einervorgegebenemekursivenFunktiong zu vergroflern.

16.6 SATZ. (LUCKENSATZ) Sei (¢, ®) ein allgemeinesKomplexitatsmalind seien
(U undg? total rekursive Funktionen.Danngibt eseinetotal rekursive Funktiont
mit f(x) <t(x) firallex und

[ee] [ee]

(Ve)[VX(Pe(x) < G(t(X))) = VX(Pe(x) <t(X))] (16.3)

D.h.Cip,0)(9(t(¥)) € Cp,0)(t(X))-
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Bewels. O.B.d.Akodnnenwir davon ausgehengassdie Funktionenf und g streng
monotonsind. Zur Definition vont definierenwir zuréchstein 2-stelligesPradikatP
durch

P(x,y) = y> f(x) & =Fe < X(y < ®e(X) < g(y))

undsetzerdann

t(X) = l.ly(P(X, y))

Wegen(A2) ist P rekursi, alsot partiell rekursi.. Weiteristt total, daeszujederZahl
x einy mit P(x,y) gibt. (Hierzubeobachtetnan,dass

Ex = {@e(x) : €< x& Pe(x) 1} U {f(x)}

endlichist und P(x,y) fur alley mit y > max(Ex) gilt.) Die Funktiont ist abergerade
so gewahlt, dassfir alle x und e < x der Wert ®¢(x) nicht zwischent(x) und g(t(x))
liegt. Offensichtlichfolgt hieraug(16.3). a

Fur denVegleichvon KomplexitatsmalRerst die Beobachtundpilfreich, dasssich
die Kosten®g(x) zur Berechnungron ¢e(X) in einemAKM (¢, ®) rekursi in der
Eingabex und den KostenWy(X) zur Berechnungler ¢ entsprechendeRunktion
Ye (X) in einembeliebigenanderemAKM (P, W) nachobenabsclatzenlassen.

16.7 SATz. (VERGLEICHBARKEITSSATZ) Seien(¢, ®) und(y, W) allgemeineKom-
plexitatsmaf3aind seih eine rekursive Ubersetzungsfunktiomon ¢ nach\. Es gibt
einetotal rekursize strengmonotone~unktiong® mit

Vee NVX € N(Whe)(X) < g(X Pe(X)) & Pe(X) < g(X, Whe)(X)))- (16.4)
BEWEIS. Wir definierenzurachst

De(X) + Whe)(X)  falls Pe(x) =y oderWye (x) =y
0 sonst.

g(e7 X7y) = {

WegenderEigenschaf(A2) von ® und W ist § partiell rekursiv. Weiterist § total, da

Pe(X) L & de(x) | (A1) fur (¢, @))
< Une(X) 4 (h Ubersetzungsfunktion)

& WX+ (A1) fur (g, W)).
Alsoistauch
g(xy) = max{g(ex,y): e<x&X < x&Y <y} +x+y

totalrekursiv undnachDefinitionstrengmonotonin x undy. ZumNachweis/on (16.4)
beobachteinan,dassfiir jedese undjedesx > e gilt:
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undanalog

Pe(X) < Pe(X) + Wrie)(X)
ZG(EX LIJhe)( ))
gg(x LIJhe)( ))

O

Der Vemleichbarkeitssatfiir Komplexitatsmalfidiefert denfolgendenVermleich-
barkeitssattur Komplexitatsklassebeziglich verschiedeneKomplecitatsmale:

16.8 KOROLLAR. Seien($,®) und(y, VW) allgemeineKompleitatsmafeDanngibt
eseinestrengmonotoneaekursie Funktiong'?, sodassiir alle rekursivenFunktionen
t mitt(n) > n stetsgilt:

Cio,)(t) € Cryw)(4(t))-

BEwEls. SeiheineUbersetzungsfunktiovon¢ nachy undseig die strengmonotone
rekursive FunktionausdemVemleichbarkeitssata]ie (16.4)erfullt. Definiered durch

G(x) = maxg(e,x).

Dannist § totalrekursiv undstrengmonoton.Seinunt totalrekursi, wobeit (n) > nfur
allen gelte,undseiA € C(y ¢)(t). Danngibt eseinend-Index e fur ca mit ®e(x) < t(x)
fastiiberall.Da h Ubersetzungsfunktionon ¢ nachy ist, gilt dannca = Wh(e) UNd

LIJh((e')()() < g(x, CDE(X)) ((16-4))
<g(xt(x)) (Pe(x) <t(x), g monotor)
<g(t(.t(x)  (x<t(x).gmonoton
< §(t(x) (Definition von §)
fur fastalle x, weshalbA € Cy, y) (4(t))- O

Mit demVemleichbarkeitssatiassersich gavisse Eigenschafterinesspeziellen
KompleitatsmaReaufalle KomplexitatsmaRébertragenWir gebenein Beispiel:

16.9 KOROLLAR. Sei(y, W) einallgemeineXompleitatsmafindseient ™ t(1) to-
tal rekursive Funktionen.Danngibt eseine € N mit e = f undWe(X) > t(X) fiir fast
alle x. (D.h. mankann fir jede Funktion beliebig langsameProgrammebzgl. jedes
gegebenerAKM finden.)

BeEwEIs. Sei(p,P) = (¢, T) dasZeitkompleitatsmamir Mehrband-Tiringmaschinen,
seih eineUbersetzungsfunktionon ¢ nachy, undseinachdemVerleichbarkeitssatz
g eine strengmonotonerekursive Funktion, die (16.4) erfullt. Weiter gelte 0.B.d.A,
dasg strengmonotonist.

Seinun M eine Mehrband-Tiringmaschinegdie t berechnetabervor der eigent-
lichen Rechnungpei Eingabex zurchst> g(x,t(x)) unnbtige Schritteaustihrt (z.B.
auf einemspater nicht benutzterBand g(x,t(x)) in Unardarstellungroduziert).Fur
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eineGoddelnummelg von M gilt dannde, = f und ®g,(X) > g(x,t(x)) fur alle x. Fur
e = h(ep) gilt dannye = f undwegen(16.4)

g(x,t(X)) < P,y (X) < g(X, We(X)) (fur fastalle x).
Da g strengmonotonist, impliziert diest (x) < We(x) fir fastalle x. m]

Aus Licken-und Vemleichbarkeitssatertalt man folgendesKollabierungsegebnis
fur Komplexitatsklasseibzgl. verschiedeneKomplecitatsmale.

16.10 KOROLLAR. Seien(¢,®) und (P, V) allgemeineKompleitatsmaBesodass
Cyw)(t) C Cip 0 (t) fur alle rekursiven Schranken gilt?>. Danngibt es zu jederre-
kursiven Funktionto einerekursive Funktionty > to mit Cyy, w)(t1) = Cg o)(t1).

BEWEIS. Esgeriigtt; > to mit C(q)’@)(tl) C C(w’w)(tl) zu finden.NachKorollar 16.8
zumVemleichbarkeitssatgibt esein rekursivesg mit Cyy ¢)(t) C Cry w)(got) furalle
t mitt > to, dawir 0.B.d.A.tp(n) > n annehmerkdnnenWenderwir nundenLuicken-
satzaufdasAKM (y, W), die untereSchrankeg unddie LuckengbRReg an,soerhalten
wir einty > to mit C(w’q,;)(@(tl)) = C(UJ:W) (t1) unddamitC(q,,q,) (t1) C C(UJ;W) (t1). (W

Aus Korollar 16.10emgebensich einigeinteressant@eobachtungefiberdie Be-
ziehungerzwischerverschiedeneKomplexitatsmalienVir gebenzwei Beispiele:

16.11 BEISPIEL. SeienM1 und M2 universelleComputeywobeiMs schnellerist als
M1, undseien(¢, ®) und(y, W) diezuM1 bzw, M, getbrenderZeitkompleitatsmale.
Danngilt stetsCy ¢)(t) € Cy w)(t) (daMz schnellerals My ist). NachKorollar 16.10
gibt esalsozujedemt eint’ > t, sodasslie von M; bzw. M3 in derZeitt’ berechneten
Funktionenuibereinstimmen.

16.12 BEISPIEL. Sei (¢, P) := (¢, T) die Zeit- und (P, ¥) := (¢, die Platzkom-
plexitat von TuringmaschinenDa der Platzaufwandstetsdurch den Zeitaufwandbe-
schianktist, gilt stetsCy 1y(t) C Ciy (t). NachKorollar16.10gibt esalsozu jedem
total rekursivent eint’ > t, sodasslie von Turingmaschinemit einemPlatzaufwand’

berechenbareRunktionengenauwiejenigensind, die von Turingmaschinemit einem
Zeitaufwand' berechnewverdenkonnend.h.Cg, 1y(t') = Cg g (t').

Ein weitereszentrale€€rgebnisderallgemeinerKomplexitatstheoriést derBeschleu-
nigungssat{Speed-up-Theoremjerzeigt,dassesbeziglich jedesallgemeinerKom-
plexitatsmaleMengengibt, die keineKosten-optimaledlgorithmenbesitzen.

16.13 SATZ. (SPEED-UP-THEOREM) Sei (¢, ®) ein allgemeinesKomplexitatsmars,

undseif einetotal rekursive Funktion. Danngibt eseine 0-1-wertige,total rekursie
Funktiong mit

Ve(be = g = 3€[0e = 9& YX(f(Pg (X)) < Pe())])

Wir verzichtenhier auf den(rechtaufwendigenBeweis diesesSatzes.

2Man kannaufdieseForderungrerzichtenZum Beweisberbtigt mandanneinensimultaneri_iickensatz
fur zwei Komplexititsmale.



