
16.AllgemeineKomplexitätsmaße

Bei derKomplexität von Algorithmen(d.h.Programmen)unterscheidetmanzwi-
schenstatischer unddynamischer Komplexität,die alsKostenfunktionenfür die Ent-
wicklung bzw. denBetriebvon Programmendienen.Die statischeKomplexität, auf
die wir hier nicht weiter eingehenwerden,beziehtsich auf dasProgrammselbstals
Text (Syntax).Ein möglicheseinfachesKomplexitätsmaßist hier die LängedesPro-
gramms.1 Die dynamischeKomplexitätbetrifft dagegendenProgrammablauf(Seman-
tik). Die wichtigstenKomplexitätsmaßehier sind Laufzeit und Speicherbedarfeines
Programmsauf einer zugeḧorigen Maschine.Zur Beschreibung der (dynamischen)
Komplexität einer berechenbarenFunktion f (oder einer entscheidbarenMengeM)
betrachtetmandie Algorithmen,die f (bzw. cM) berechnen.Dieseliefern obere und
untere Komplexitätsschranken:� o ist eineobereSchrankefür f , falls esein ProgrammP gibt, das f berechnet

unddessenKomplexitätnachobendurcho beschr̈anktist.

� u ist eineuntereSchrankefür f , falls für jedesProgrammP, das f berechnet,
dessenKomplexitätnachuntendurchu beschr̈anktist.

Die Komplexität von f liegt dannin demIntervall
�
u � o� . Offensichtlichgilt u � o für

jedeuntereSchrankeu und jedeobereSchrankeo von f . Um die Komplexität von
f möglichstexakt zu bestimmen,versuchtmanobereund untereSchrankenu undo
anzugeben,die möglichst nahebeieinanderliegen.Man kann jedochi. Allg. u � o
nicht erreichen(siehedenBeschleunigungssatzweiter unten).Für viele interessante
Funktionenf sinddieLückenzwischenbekanntenunterenundoberenSchrankensehr
groß.

In diesemAbschnittwollenwir denBegriff einesKomplexitätsmaßesaxiomatisch
einführenunddamitEigenschaftenallerKomplexitätsmaßebeweisen.In denfolgenden
Abschnittenwerdenwir unsdannauf die wichtigstenkonkretenKomplexitätsmaße-
RechenzeitundSpeicherbedarf- für Turingmaschinenbeschr̈anken.

Intuitiv ordnetein KomplexitätsmaßjedemProgrammP (einesfestenProgram-
miersystemsS), daseinen-stelligepartielleFunktionϕP berechnet,eineKosten-oder
SchrittzahlfunktionΦP zu, die für jedeEingabe �x die KostenΦP � �x� der Berechnung
von ϕP � �x� mit Hilfe von P angibt.Dabeigehenwir davon aus,dassdie Kosteneiner
terminierendenRechnungeine naẗurliche Zahl und die Kosteneiner divergierenden
Rechnungunendlichsind.Identifizierenwir ΦP � �x�
	 mit ΦP � �x��� ∞, sokannΦP also
als partielleFunktionmit Wertenaus � aufgefasstwerden,wobeider Definitionsbe-
reichvonΦP mit demvonϕP übereinstimmt.Weiterergebensich(beieinersinnvollen

1Ein differenzierteresstatischesKostenmaß,dasauchdie
”
Schwierigkeit“ derProgrammeber̈ucksichtigt,

ist dieKolmogorov-Komplexität.Die Ideeist hier, stattderLängedesProgrammtextesT selbstdieLängeder
kürzestenBeschreibung(Darstellung)von T zu wählen.Sinnvoll ist diesnaẗurlich nur bez̈uglich einerfest
vorgegebenenDarstellungsweise.Bei derKolmogorov-Komplexitätwählt manhierzuein universellesPro-
grammiersystemS (Gödelnummerierung) unddefiniertdie Komplexiẗat von T alsdie Längedeskürzesten
S-Programms,dasbei leererEingabedenProgrammtextT alsAusgabeliefert.
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Kostenfunktion)die Kosteneffektiv ausdemProgrammablauf,d.h.die Kostenfunkti-
on ΦP ist partiell berechenbarundmankanneffektiv feststellen,ob die Kosteneinen
vorgegebenenWert y annehmen.Die Kostenwachsennämlichmit derRechnungund
mankannzu jedemZeitpunktderRechnungdie bislangangefallenenKosteneffektiv
feststellen.Um zu entscheiden,ob Φe � x�
� y gilt, simuliertmanalsodie Berechnung
von ϕe � x� bis dieseentwederterminiert(undmandie EndkostenΦe � x� ablesenkann),
oderdie aktuellenKosteny überschreiten(und damit Φe � x��� y gilt). Da für ϕe � x��	
gilt, dassΦe � x��� ∞ ist, musseinesdieserbeidenErgebnisseeintreten.

Beschr̈ankenwir unsauf denFall 1-stelliger, berechenbarerFunktionenüber � ,
sokönnenwir obigeintuitiveCharakterisierungvon Komplexitätsmaßenmit Hilfe der
Church-Turing-Thesewie folgt formalisieren.Dabeimussmannurbeachten,dassman
ausjedem

”
naẗurlichen“ universellenProgrammiersystemdurchGödelisierungGödel-

nummerierungenderpartiell berechenbarenFunktionenerḧalt.

16.1 DEFINITION. Ein allgemeinesKomplexitätsmaß(AKM) dereinstelligenpartiell
rekursivenFunktionenist ein Paar � ϕ � Φ � bestehendauseinerGödelnummerierungϕ
der1-stelligenpartiell rekursivenFunktionenundeiner2-stelligenpartiell rekursiven
FunktionΦ mit denbeidenfolgendenEigenschaften:

(A1) Db � ϕ ��� Db � Φ �
(A2) Graph� Φ ����� � e� x � y� : Φe � x��� y � ist rekursiv.

Man nennt den e-ten Zweig Φe die Kosten-bzw. Schrittzahlfunktion von ϕe bzgl.� ϕ � Φ � .
DaszweiteAxiom (A2) impliziert, dassdie üblichenVergleichspr̈adikatefür die

Kosten,wie z.B.

P � e� x � y��� Φe � x��� y

oder

P� � e� x � y��� Φe � x��� y

rekursiv sind.Da

P � e� x � y����� z � y ��� e� x � z��� Graph� Φ ���
und

P� � e� x � y���� P � e� x � y ! 1�
folgt diesnämlich ausder Rekursivität von Graph� Φ � mit Hilfe der frühergezeigten
AbschlusseigenschaftenderKlassederrekursivenMengen.

16.2 BEISPIEL . Beispielefür AKM sind die Zeit- undPlatzkomplexität von Turing-
maschinen.In Abschnitt11 habenwir schongezeigt,dassmandurchGödelisierung
dernormierten1-Band-TuringsmaschineneineGödelnummerierungϕ von F " 1# � REK �
erḧalt. Entsprechenderḧalt maneineGödelnummerierungϕ durchGödelisierungaller
1-Band-Turingmaschinenoder aller k-Band-Turingmaschinen(k $ 2 fest) oder aller
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Mehrband-Turingmaschinen.Seiim FolgendensolcheineGödelnummerierungϕ fest-
gehaltenundMe die e-te entsprechendeTuringmaschine,d.h.Me berechnetϕe. Dann
ist � ϕ � T � einAKM, wobei

T � e� x���
%

timeMe � x� falls Me beiEingabex terminiert	 sonst.

Hierbeiist timeMe � x� dieschonfrüherdefinierteRechenzeitvonMe beiEingabex, d.h.
die LängederRechnungderMaschineMe bei dieserEingabe.Entsprechendist � ϕ � S�
einAKM, wobei

S� e� x���
%

spaceMe � x� falls Me terminiertbei Eingabex	 sonst.

Hierbei ist spaceMe � x� der Platzbedarfvon Me bei Eingabex. D.h. bei einer1-Band-
Turingmaschineist spaceMe � x� die Anzahl der Felder, die im Verlauf der Rechnung
Arbeitsfeldsind.Bei einerk-Band-Turingmaschine(k $ 2) definiertmandenPlatzbe-
darf spaceiMe � x� für jedesBand i entsprechendundnimmt dasMaximum hiervon als
gesamtenPlatzbedarf(spaceMe � x��� max� spaceiMe � x� : 1 � i � k � .)

Dass � ϕ � T � und � ϕ � S� AKM sind,siehtmanleicht. Im Fall von � ϕ � S� mussman
sichzumNachweisvon(A2) nurklar machen,dassfür gegebeneTuringmaschinenM,
Eingabex undKostenschwelley einerderfolgendendreiFällenachendlichvielenRe-
chenschrittenauftritt, undausdemauftretendenFall

”
Φe � x�&� y?“ entschiedenwerden

kann:

1. M stopptohnezuvor mehralsy FelderaufeinemBandbesuchtzu haben.

2. M besuchterstmalsdas � y ! 1� -teFeldaufeinemBand.

3. EineKonfigurationvon M wiederholtsich,bevor M mehralsy Felderaufeinem
Bandbesuchthat(Endlosschleife,d.h.M divergiert.)

16.3 BEISPIEL . PathologischeBeispielefür AKM kann man durch Variation eines
gegebenenAKM � ϕ � Φ � erhalten.Sogibt eszu jedertotal rekursivenFunktion f " 1# ein
AKM � ϕ̂ � Φ̂� , in dem f zumNulltarif berechnetwerdenkann.Hierzuwählt maneinen
ϕ-Index e0 für f , setztϕ̂ � ϕ und

Φ̂ � e� x���
%

Φ � e� x� falls e '� e0

0 sonst.

Um dieKomplexitätvon Funktionenf " 1# � F � REK � bez̈uglich einesAKM � ϕ � Φ �
zu beschreiben,fassenwir alle Funktionenmit einer vorgegebenenoberenSchran-
ke t in einerKomplexitätsklassezusammen.Entsprechendverfahrenwir für rekursive
MengenA ()� , indemwir dieKomplexitätderMengeA mit derKomplexitätdercha-
rakteristischenFunktioncA von A gleichsetzen.

16.4 DEFINITION. Sei � ϕ � Φ � ein allgemeinesKomplexitätsmaß,und sei t : �+*,�
total rekursiv. Eine totale Funktion f : �-*.� heißt t-beschränkt bez̈uglich � ϕ � Φ � ,
falls esein e �/� mit f � ϕe gibt, sodass

∞0
x � Φe � x��� t � x���21
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Die Klasse

FC" ϕ 3Φ # � t ���4� f : f t-beschr̈anktbzgl. � ϕ � Φ �5�
heißtdie � ϕ � Φ � -Komplexitätsklassemit Schranket . EntsprechendheißtA (6� t-be-
schränktbzgl. � ϕ � Φ � , falls cA t-beschr̈anktbzgl. � ϕ � Φ � ist undmandefiniert

C" ϕ 3Φ # � t �&�-� A (7� : At-beschr̈anktbzgl. � ϕ � Φ �5�81
Im ZentrumderKomplexitätstheoriestehtderVergleichvon Komplexitätsklassen

mit unterschiedlichenSchrankenund/oderbez̈uglich unterschiedlicherKomplexitäts-
maße.Hierbei beschr̈ankt mansich häufig auf die Komplexitätsklassenvon Mengen.
Trivialerweisegilt für jedesAKM � ϕ � Φ �

t � t � fastüberall 9 C" ϕ 3Φ # � t ��( C" ϕ 3Φ # � t �:� (16.1)

REK � ;
t tot.rek.

C" ϕ 3Φ # � t � (16.2)

TieferliegendeFragenhängeni. Allg. von dem AKM � ϕ � Φ � ab, einige Pḧanomene
lassensich jedochfür alle AKM nachweisen.So könnenwir z.B. zeigen,dass(für
beliebigesAKM) keineKomplexitätsklasseC" ϕ 3Φ # � t � alle rekursivenMengenentḧalt.

16.5 SATZ. Sei � ϕ � Φ � einAKM undseit : �<*=� total rekursiv. Danngilt C" ϕ 3Φ # � t �?>
REK.

BEWEIS. Esgen̈ugt wegen(16.2),einetotal rekursive,0-1-wertigeFunktion f " 1# an-
zugeben,diebzgl. � ϕ � Φ � nicht t-beschr̈anktist. Hierzudefinierenwir

f �A@ e� x �B���
%

1 ˙C ϕe �A@ e� x �D� falls Φe �E@ e� x �B��� t �A@ e� x �D�
0 sonst.

Wegen(A2) ist f (partiell) rekursiv und wegen(A1) ist f total. Weiter gilt für jeden
ϕ-Index evon f (d.h. f � ϕe), dassΦe �A@ e� x �B��� t �A@ e� x �D� für allex �F� (daandern-
falls f �A@ e� x �B�G'� ϕe �A@ e� x �B� nachDefinition von f ). Also ist f nicht t-beschr̈ankt
bzgl. � ϕ � Φ � . H

NachSatz16.5gibt es(wegen(16.2)) zujederrekursivenFunktiont einerekursive
Funktiont � mit C" ϕ 3Φ # � t �?> C" ϕ 3Φ # � t � � . DiesführtzuderFrage,wie manzugegebenemt
einsolchest � passendwählenkann.Wie dernächsteSatzzeigt,reichteshierzui. Allg.
nicht, t mit Hilfe einervorgegebenenrekursivenFunktiong zuvergrößern.

16.6 SATZ. (L ÜCKENSATZ) Sei � ϕ � Φ � ein allgemeinesKomplexitätsmaßund seien
f " 1# undg" 1# total rekursive Funktionen.Danngibt eseinetotal rekursive Funktiont
mit f � x��� t � x� für alle x und

� 0 e� � ∞0 x � Φe � x��� g � t � x�����F9 ∞0
x � Φe � x��� t � x���I� (16.3)

D.h.C" ϕ 3Φ # � g � t � x������( C" ϕ 3Φ # � t � x��� .
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BEWEIS. O.B.d.A könnenwir davon ausgehen,dassdie Funktionen f und g streng
monotonsind.Zur Definition von t definierenwir zun̈achstein 2-stelligesPr̈adikatP
durch

P � x � y� : � y $ f � x� &  �� e � x � y � Φe � x��� g � y���
undsetzendann

t � x� : � µy� P � x � y���
Wegen(A2) ist P rekursiv, alsot partiell rekursiv. Weiterist t total,daeszu jederZahl
x einy mit P � x � y� gibt. (Hierzubeobachtetman,dass

Ex �4� Φe � x� : e � x& Φe � x��JK�MLN� f � x�5�
endlichist undP � x � y� für alle y mit y � max� Ex � gilt.) Die Funktiont ist abergerade
so gewählt, dassfür alle x unde � x der Wert Φe � x� nicht zwischent � x� undg � t � x���
liegt. Offensichtlichfolgt hieraus(16.3). H

Für denVergleichvonKomplexitätsmaßenist dieBeobachtunghilfreich, dasssich
die KostenΦe � x� zur Berechnungvon ϕe � x� in einemAKM � ϕ � Φ � rekursiv in der
Eingabex und denKostenΨeO � x� zur Berechnungder ϕe entsprechendenFunktion
ψeO � x� in einembeliebigenanderenAKM � ψ � Ψ � nachobenabscḧatzenlassen.

16.7 SATZ. (VERGLEICHBARKEITSSATZ) Seien� ϕ � Φ � und � ψ � Ψ � allgemeineKom-
plexitätsmaßeund sei h eine rekursive Übersetzungsfunktionvon ϕ nachψ. Es gibt
einetotal rekursivestrengmonotoneFunktiong" 2# mit

0
e �/� ∞0

x �/� � Ψh" e# � x��� g � x � Φe � x��� & Φe � x��� g � x � Ψh" e# � x�����21 (16.4)

BEWEIS. Wir definierenzun̈achst

g̃ � e� x � y� : �
%

Φe � x�P! Ψh" e# � x� falls Φe � x��� y oderΨh" e# � x��� y

0 sonst.

WegenderEigenschaft(A2) von Φ undΨ ist g̃ partiell rekursiv. Weiterist g̃ total,da

Φe � x��JG� ϕe � x�
J ((A1) für � ϕ � Φ ���� ψh" e# � x��J (h Übersetzungsfunktion)

� Ψh" e# � x�
J ((A1) für � ψ � Ψ ���Q1
Also ist auch

g � x � y� : � max� g̃ � e� x� � y� � : e � x& x� � x& y� � y ��! x ! y

totalrekursiv undnachDefinitionstrengmonotonin x undy. ZumNachweisvon(16.4)
beobachtetman,dassfür jedese undjedesx $ e gilt:

Ψh" e# � x��� Φe � x�8! Ψh" e# � x�� g̃ � e� x � Φe � x���� g � x � Φe � x���
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undanalog

Φe � x��� Φe � x�8! Ψh" e# � x�� g̃ � e� x � Ψh" e# � x���� g � x � Ψh" e# � x���Q1 H
Der Vergleichbarkeitssatzfür Komplexitätsmaßeliefert denfolgendenVergleich-

barkeitssatzfür Komplexitätsklassenbez̈uglich verschiedenerKomplexitätsmaße:

16.8 KOROLLAR. Seien � ϕ � Φ � und � ψ � Ψ � allgemeineKomplexitätsmaße.Danngibt
eseinestrengmonotonerekursiveFunktionĝ" 1# , sodassfür alle rekursivenFunktionen
t mit t � n��$ n stetsgilt:

C" ϕ 3Φ # � t ��( C" ψ 3Ψ # � ĝ � t ���Q1
BEWEIS. Seih eineÜbersetzungsfunktionvonϕ nachψ undseig diestrengmonotone
rekursiveFunktionausdemVergleichbarkeitssatz,die (16.4)erfüllt. Definiereĝ durch

ĝ � x� : � max
eR x

g � e� x�Q1
Dannist ĝ totalrekursiv undstrengmonoton.Seinunt totalrekursiv,wobeit � n�K$ n für
allen gelte,undseiA � C" ϕ 3Φ # � t � . Danngibt eseinenϕ-Index e für cA mit Φe � x��� t � x�
fastüberall.Da h Übersetzungsfunktionvon ϕ nachψ ist, gilt danncA � ψh" e# und

Ψh" e# � x��� g � x � Φe � x��� ((16.4))

� g � x � t � x��� � Φe � x��� t � x�Q� g monoton�
� g � t � x�2� t � x��� � x � t � x�Q� g monoton�� ĝ � t � x��� � Definition von ĝ�

für fastallex, weshalbA � C" ψ 3Ψ # � ĝ � t ��� . H
Mit demVergleichbarkeitssatzlassensichgewisseEigenschafteneinesspeziellen

Komplexitätsmaßesaufalle Komplexitätsmaßëubertragen.Wir gebeneinBeispiel:

16.9 KOROLLAR. Sei � ψ � Ψ � einallgemeinesKomplexitätsmaßundseienf " 1# � t " 1# to-
tal rekursiveFunktionen.Danngibt esein e �S� mit ψe � f undΨe � x��$ t � x� für fast
alle x. (D.h. man kann für jede Funktion beliebig langsameProgrammebzgl. jedes
gegebenenAKM finden.)

BEWEIS. Sei � ϕ � Φ �K� � ϕ � T � dasZeitkomplexitätsmaßfür Mehrband-Turingmaschinen,
seih eineÜbersetzungsfunktionvonϕ nachψ, undseinachdemVergleichbarkeitssatz
g einestrengmonotonerekursive Funktion,die (16.4) erfüllt. Weiter gelteo.B.d.A,
dasst strengmonotonist.

Sei nun M eineMehrband-Turingmaschine,die t berechnet,abervor der eigent-
lichenRechnungbei Eingabex zun̈achst $ g � x � t � x��� unnötigeSchritteausf̈uhrt (z.B.
auf einemsp̈aternicht benutztenBandg � x � t � x��� in Unärdarstellungproduziert).Für
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eineGödelnummere0 von M gilt dannϕe0 � f undΦe0 � x��$ g � x � t � x��� für alle x. Für
e � h � e0 � gilt dannψe � f undwegen(16.4)

g � x � t � x����� Φe0 � x��� g � x � Ψe � x��� (für fastallex).

Da g strengmonotonist, impliziert diest � x��� Ψe � x� für fastallex. H
Aus Lücken-und Vergleichbarkeitssatzerḧalt man folgendesKollabierungsergebnis
für Komplexitätsklassenbzgl.verschiedenerKomplexitätsmaße.

16.10 KOROLLAR. Seien � ϕ � Φ � und � ψ � Ψ � allgemeineKomplexitätsmaße,sodass
C" ψ 3Ψ # � t �T( C" ϕ 3Φ # � t � für alle rekursiven Schrankent gilt2. Danngibt eszu jederre-
kursivenFunktiont0 einerekursiveFunktiont1 $ t0 mit C" ψ 3Ψ # � t1 ��� C" ϕ 3Φ # � t1 � .
BEWEIS. Esgen̈ugt t1 $ t0 mit C" ϕ 3Φ # � t1 ��( C" ψ 3Ψ # � t1 � zu finden.NachKorollar16.8
zumVergleichbarkeitssatzgibt esein rekursivesĝ mit C" ϕ 3Φ # � t ��( C" ψ 3Ψ # � ĝ U t � für alle
t mit t $ t0, dawir o.B.d.A.t0 � n��$ n annehmenkönnen.Wendenwir nundenLücken-
satzaufdasAKM � ψ � Ψ � , dieuntereSchranket0 unddieLückengr̈oßeg an,soerhalten
wir ein t1 $ t0 mit C" ψ 3Ψ # � ĝ � t1 ����� C" ψ 3Ψ # � t1 � unddamitC" ϕ 3Φ # � t1 ��( C" ψ 3Ψ # � t1 � . H

Aus Korollar 16.10ergebensich einigeinteressanteBeobachtungen̈uberdie Be-
ziehungenzwischenverschiedenenKomplexitätsmaßen.Wir gebenzwei Beispiele:

16.11 BEISPIEL . SeienM1 undM2 universelleComputer, wobeiM2 schnellerist als
M1, undseien� ϕ � Φ � und � ψ � Ψ � diezuM1 bzw. M2 geḧorendenZeitkomplexitätsmaße.
Danngilt stetsC" ϕ 3Φ # � t ��( C" ψ 3Ψ # � t � (daM2 schnelleralsM1 ist). NachKorollar16.10
gibt esalsozujedemt ein t � $ t , sodassdievon M1 bzw. M2 in derZeit t � berechneten
Funktionenübereinstimmen.

16.12 BEISPIEL . Sei � ϕ � Φ � : � � ϕ � T � die Zeit- und � ψ � Ψ � : � � ϕ � S� die Platzkom-
plexität von Turingmaschinen.Da der PlatzaufwandstetsdurchdenZeitaufwandbe-
schr̈ankt ist, gilt stetsC" ϕ 3 T # � t ��( C" ϕ 3S# � t � . NachKorollar16.10gibt esalsozu jedem
total rekursivent ein t � $ t , sodassdievonTuringmaschinenmit einemPlatzaufwandt �
berechenbarenFunktionengenaudiejenigensind,dievonTuringmaschinenmit einem
Zeitaufwandt � berechnetwerdenkönnen,d.h.C" ϕ 3 T # � t � ��� C" ϕ 3S# � t � � .
Ein weitereszentralesErgebnisderallgemeinenKomplexitätstheorieist derBeschleu-
nigungssatz(Speed-up-Theorem),derzeigt,dassesbez̈uglich jedesallgemeinenKom-
plexitätsmaßesMengengibt, diekeineKosten-optimalenAlgorithmenbesitzen.

16.13 SATZ. (SPEED-UP-THEOREM ) Sei � ϕ � Φ � ein allgemeinesKomplexitätsmaß,
undsei f einetotal rekursive Funktion.Danngibt eseine0-1-wertige,total rekursive
Funktiong mit

0
e� ϕe � g 9V� e� � ϕeO � g&

∞0
x � f � ΦeO � x��� @ Φe � x���W�X�

Wir verzichtenhier aufden(rechtaufwendigen)BeweisdiesesSatzes.

2MankannaufdieseForderungverzichten.ZumBeweisben̈otigtmandanneinensimultanenLückensatz
für zweiKomplexiẗatsmaße.


