15. Das Rekur sionstheor em

Wir kommenin diesemAbschnittauf Folgerungenausder Existenzvon Godel-
nummerierungeriir die partiell rekursiven Funktionenzuriick. Im Mittelpunkt wird
dasRekursionstheoremstehengdasin seinerFixpunktversionintuitiv besagtdasgede
effektive ProgrammtransformatioainenFixpunktbesitzt,alsoein Programmauf ein
aquivalentesProgrammabbildet.Das Rekursionstheorerist ein machtigesWerkzeug
in der BerechenbarkeitstheoriEs dient sovohl fur denBeweis von Unentscheidbar-
keits- wie auchEntscheidbarkeitsgebnissenEin Beispielfur Erstereswird der Be-
weisdesSatzeon Ricesein,dergrobgesprocheesagtdassalle expliziten seman-
tischenEigenschaftenon Programmeninentscheidbasind.Ein Beispielfur Letzteres
wird die Angabevontotal rekursiven Funktionensein,die nicht primitiv rekursi sind.

In diesemAbschnittgehenwir davon aus,dassein beliebigesSystemvon Godel-
nummerierungeider partiell rekursiven Funktionenjeder Stelligkeit gegebenist. Zur
Vereinfachungler Notationbezeichnemvir fur jedesn > 1 die zugeldrige Godelnum-
merierungmit ¢ undwir schreiben{e} fur dene-tenZweig ¢ von ¢. (Die Stelligkeit
von ¢ bzw. {e} wird sich stetsausdemKontext ergeben.Insbesondergeltendie Er-
gebnissen diesemAbschnittalsofur die auf der Godelisierungvon Turingmaschinen
basierendeBddelnummerierungeausdemNormalformsatz.

Wir leiten zurachstausder Existenzrekursier Ubersetzungsfunktioneiir ¢ die
Existenzrekursiver Funktionenab, die ausdemindex einer(m-+ n)-stelligenFunktion
f und Parameterrys,...,ym € N (m> 1,n> 0) denIndex der n-stelligenFunktion
fiy,..ym DErechnendie manertalt, wennmandie erstenm Eingabender Funktion f
alsys, ..., ym festrlt.

15.1 SATz. (Sm-n-THEOREM) Zu jedemm > 1 undn > 0O gibt es eine (m+ 1)-
stelligetotal rekursive FunktionSy mit

Vee Nvye NMYRe N"({S(e, V) HR) = {e}(V,%). (15.1)
BEWEIS. Die durch

Wz %) ={(21}((22 -, (Im+1,%)
1

z
=9((21,(D2,---, (D41, %)

definierteFunktiong(™%, dieihre ersteEingabealskodiertes m+ 1)-Tupelbestehend
ausdemIndex einer(m+ n)-stelligenpartiellenFunktion,sovie denerstenEingaben
fur dieselbenterpretiertjst partiell rekursi. Esgibt alsoeinerekursive Ubersetzungs-
funktion h von @ nach¢. Definiertmanhiermit die rekursive Funktion

Sy =h(ey) (FeNm,
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sogilt
{SV(ey)}(X) = {h((e y)}(X)
=0(h((e,9)),%)
=u((ey).%)
={e}(¥.%),
d.h. S hatdie gewiinschterEigenschaften. O

BEMERKUNG. Da die Godelnummerierungeausdem Normalformsatzorimitiv re-

kursive Ubersetzungsfunktionepesitzen sind fir dieseGodelnummerierungeauch

die S7-Funktionenprimitiv rekursv. (Dies gilt jedochnicht fir alle Godelnummerie-
rungen.)

Mit Hilfe desSm-n-Theoremsannmandie RekursvitatbestimmterProgramm-
transformationefiur dasProgrammiersysteign nachweisenir verdeutlicherdiesam
Beispielder simultanerSubstitution.

15.2 KOROLLAR. Die Klasseder partiell rekursiven Funktionenist rekursiv gegen

die simultaneSubstitutiorabgeschlossem. h. sindh(™ | g(l”), ...,oW partiellrekursie
Funktionen,so l&sstsich ein Index von f = h(g,...,0m) rekursi ausIndizesvon
h, g1, ...,9m berechnen.

BEwEIS. Mandefiniertzurachstdie (m+n+ 1)-stelligepartiell rekursive Funktion

Weer....an %) = {e}({e1}(N), ... {am}(¥)
= 0™ (e ¢V (ey,),...,00™Y(en ),

die die SubstitutionbeschreibtFur einenindex i von @ gilt dannnachdem Sm-n-
Theorem

(S™Y( eer,....en}®) = {i}(ee....enR)
= {e}({e1}(X), ..., {em}(X))
= {e}({er}, ..., {em})(X).

D.h.k(e ey, ...,em) = S™(i,e ey, ..., em) ist die geviinschterekursive Funktion. O
Wir betrachtemundie ersteVersiondesRekursiontheorems.

15.3 SATZz. (REKURSIONSTHEOREM, 1.VERSION) Zujederm> 1 undzujeder(n+
1)-stelligenpartiell rekursizen Funktiony gibt eseineZahlk € N mit g = {k}, d.h.

VX EN™ (Wi(X) = Wk, %) = ¢(k, %) = ¢x(X) = {k}(X)).

BEWEIS. Im Abschnitt12 habenwir gesehendassdie ExistenzuniversellerFunk-
tionengewisseDiagonalisierungemnmbglich macht.Ahnlich definierenwir hier mit
Hilfe desS-m-n-TheoremsineDiagonale die dengewiinschterixpunktk liefert: Zu
gegebenemp(™ ¢ F(REK) definiererwir die partiell rekursive Funktion

EY.%) = Y(Si(yy),®) (XeN"yeN).
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Fur einenindex i von¢ gilt dann

{Sh(,)}®) = {i}(i,% (Sm-n-Theoren)
&(i,%) (i Index von§)
= Y(S(i,i),x)  (Definitionvong),

weshalbyy = {k} furk = S(i, i) gilt. m

DasRekursionstheoreimataufdenersterBlick tiberraschendeolgerungenGode-
lisierenwir zumBeispielzwei universelleBerechnungsmodellgjie z.B. dasReagister
und Turingmaschinenmodelyndlasseny und ¢ die zugeldrigenuniversellenFunk-
tionensein,danngibt eseineZahl k, sodasdlie k-te Registermaschinéquialentzu
derk-ten Turingmaschinast (da Y = ¢i). Weiter folgt ausdemRekursionstheorem,
dasgedeeffektive ProgrammtransformatioginenFixpunktbesitzt,d.h.zumindestin
Programmaufein aquivalentesabbildet:

15.4 KOROLLAR. (FIXPUNKTSATZ; 2. VERSION DES REKURSIONSTHEOREMS) Zu
Jjederl-stelligentotal rekursivenFunktionf undzujedemn> 1 gibteseineZahlk € N
mit { f(k)}(™ = {k}(", d.h.

vRe N ({f ()} (R) = d(f(K),%) = ¢(k %) = {k}(X)).
Bewels. Fur f(U € F(REK) total ist die durch

Wy, R =¢(f(y),®) ={f(y)}®) (ReN"yeN)

definierteFunktion @ partiell rekursiv. Nach der 1. VersiondesRekursionstheorems
gibt esalsoeineZahlk € N mit Yy = ¢, d.h. {f (k) } = {k}. O

Das Rekursionstheorergibt uns eine neueMethode zum Nachweisder Unent-
scheidbarkeiton Problemenjndemwir ausder hypothetischefEntscheidbarkeitles
Problemseinefixpunktfreie effektive Programmtransformationerleiten.Wir demon-
strierendiesam BeispieldesdiagonalerHalteproblem&K 4 = {e: {e}(e) |}: WareKy
rekursi, sowareauch

d(ex) e+ X,
Plex)=<d(ee)+1 e=x&ecKy,
0 e=x&eg Ky

partiell rekursiv und nachDefinition von Y gilt Ye # ¢e fur alle e, im Widersprucheur
1. VersiondesRekursionstheoremgAndersausgedickt: Die Ubersetzungsfunktion
von Y nachgist einefixpunktfreieeffektive Programmtransformatiom Widerspruch
zum Fixpunktsatz.)Ahnlich kannmanganzallgemeinzeigen,dassjede semantishe
Eigenschaftron (TM-)Programmenunentscheidbast. Um dieszu prazisiererfihren
wir denBegriff derindexmengeein, wobeiwir unsaufdenFall 1-stelligerFunktionen
beschanken.

15.5 DEFINITION. DieIndexmengdnp(¢) einerl-stelligerpartiell rekursiverFunk-
tion Y ist die Mengealler Indizesvon y:

IND(Y) = {e: {e} = w}.
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Die Indexmenge ND(F) einerMengeF 1-stelligerpartiell rekursiverFunktionenist
die Menge

IND(F) = | J IND(Y) = {e: {e} €F}.

YeF

EineMengel C N hei3tindexmengewennsielndexmengeesinerMengeF C F(l)(REK)
ist. | heiRtnichttriviale Indexmengewennl = IND(F) fureinF mit® c F ¢ F9(REK)
ist.

Wie manleichtsieht,ist| C N genaudanneinelndexmengewenn
VedeN(ecl & {efV={d}¥ = del),

undl istgenawannnichttrivial, wennzusatzlich® C | C N gilt. Beispielenichttrivialer
Indexmengersind:

o die IndexmengelND() jederpartiell rekursiven Funktiony € F(l)(REK), die
manauchals Korrektheitspoblemfur Y bezeichnet.

¢ dieIndexmenge
Tot = {e: {e} total}
derMengedertotal rekursiven Funktionen auchTotalitatspoblemgenannt.

¢ dielndexmengen

LEer = {e:Db({e}) =0} (Leerheitspoblem
FIN = {e:Db({e}) endlich} (Endlichkeitspoblem)
Rex = {e:Db({e}) rekursi} (Rekursiviétspioblem)
LEer = {e:Db({e}) r-vollstandigfir RA}

(Wllstandigkeitspr r =m,T)

Letzterelndexmengerkannmanauchals Entscheidungsproblenfiér rekursiv aufzahl-
bareMengenauffassendajaW. = Db({e}) die e-ter.a.Mengeist.

Mit demRekursionstheorerkannmanleicht zeigen dassnichttriviale Indexmen-
gennicht rekursi sind.

15.6 KOROLLAR. (SATZ VON RICE) Seil einenichttriviale Indexmenge.Dannist |
nichtrekursi.

BEwEIS. Der Beweisist indirekt. Wir nehmenan, dassl einenichttriviale rekursve

Indexmengeist. Wegen der Nichttrivialitatkonnenwir y,ze Nmity el undz ¢ |
wahlenundwegenderRekursvitatvon| ist

z fallsxel
f(X) =
y fallsxé¢l

total rekursv. DanachDefinitionvon f

xel & f(x)¢l,
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folgt mit der Tatsachedass| einelndexmengeist, dass{f(x)} # {x} fur alle x gilt.
DieswidersprichtjedochdemFixpunktsatz. O

Semantisch&igenschaftervon Programmendie zusatzlich von der Eingabeab-
hangensindi. Allg. keineIndexmenge Soist vondenHalteproblemeiK, Ky, Ko nur
Ko einelndexmenge Ebensasind Problemedie von mehrerernndicesablangenwie
z.B.

AqQu = {(e€): {e} ={€}} (Aquivalenzpoblem

keine (1-stelligen)Indexmengen Hier kann man jedochhaufig eine Indexmengere-
duzierenund somit die Nichtrekursvitat zeigen.So lasstsich z.B. dasKorrektheits-
problemfiir beliebigeap(?) ¢ F(REK) auf dasAquivalenzproblemeduzierendafir
einenindex eg von Y

ecIND(Y) & (een) €AQU

gilt, alsoIND(W) <m AQu via f(€) = (e, &) gilt.

Dafirjedespt) € F(REK) die Indexmengel ND() nichtrekursi, alsoinsbeson-
dereunendlichist, folgt ausdem Satzvon Rice, dassjede partiell rekursive Funktion
unendlichviele Indicesbesitzt.(Fur die GodelnummerierungusdemNormalformsatz
ist dasintuitiv klar, damanjedesTM-Programmeinfachin unendlichviele aquivalente
Programmaiberfuhrenkann,indemmanwirkungsloseProgrammzeileinzufugt.)

Wir kdnnendiese Beobachtungrerwenden,um die Existenzvon 1-universellen
Funktionenfir F(REK) zu zeigen die keineGodelnummerierungesind.

15.7 SATz. Esgibt eine 1-universelleFunktiony® von F(REK), die keine Gédel-
nummerierungst.

BEwEIS. UnterVerwendungdergegebenerGodelnummerierung definierenwir g
so,dasay universellist aberdie nirgendgefinierteFunktionv bzgl. ¢ nureinenindex
hat,namlichv = y)p. Wie obenbeobachtetist ) dannkeineGodelnummerierungZur
Definition von Y benutzerwir eineFallunterscheidung:

0 fallse=0
P(ex) =< d((e—1)1,x) fallse>0& (e—1)2 #x
(e—1)3 fallse>0& (e—1)2=x

Offensichtlichist @ partiell rekursiz. Dassy die gewiinschterEigenschafterbesitzt,
emibt sich daherausfolgendenBeobachtungerOffensichtlichgilt v = . Fure > 0,
etwae = (e, e, €3) + 1 gilt daggen Pe(e2) = e3, weshalbe # v. Die Null ist also
dereinzigey-Index fur v. _

Zu zeigenbleibt, dassedest € F(W(REK) — {v} ebenfallseineny-Index besitzt.
Hierzuwahlenwir einen¢-Index ey fir & (d.h.&§ = ¢g,), eineZahle; € Db(§) (wegen
§ # vistDb(§) # 0!) undsetzeres = (e). Danniste= (e, &, e3) + 1 ein Y-Index
fur &. Fur x # e gilt namlichnachder 2. Klauselin derDefinition von

We(x) = W(e,x) = ((e—1)1,X) = d(e1,X) = de, () = &(X)

undfirx = & gilt nachder3. Klausel

We(X) = We(€2) = Y(e (e—1)2) = (e—1)s=e3 =¢(&) =&(X).
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O

Zu denweiterenAnwendungerdesRekursionstheorengelbrt der Nachweisder
Rekursvitatimplizit definierterFunktionen.Wir erlauterndieszunachstam Beispiel
derWertwverlaufsrekursionindemwir einenalternatvenBeweisfur denAbschluss/on
F(REK) gegendiesesRekursionsschengebenSeienalsog™ , (™2 partiellrekursi
undsei (™% = WR(g, h) definiertdurch

f(x0) = 9(x)
fRy+1) = h&Y(fX0),.... f(Xy)).

Wirrdenwir einenindex evon f im Vorauskennensokodnnterwir f explizit definieren,
indem wir auf der rechtenSeiteder 2. Gleichungf durch {e} ersetzenund damit
f € F(REK) zeigen.Die scheinbareZirkelhaftigkeit diesesArgumentskdnnenwir
mit Hilfe desRekursionstheoremsufldsen:Wir lasserdie Definition von f von dem
zusatzlichenParameterz abhangenund argumentierendassder Fixpunkt e dann f
korrektbeschreibtWir definierenalso

a(xX) fallsy=0

W(zXy) = {h(i,y'—l,<{z}(i, 0),...{z}(Ry-1))) fallsy>0.

Da(fury> 1)
{z4(%0),....{zZ(Xy=1)) = pu(l(u) = y& Vi <y ((U)i+1 = {Z}(R1)))

ist @ partiell rekursi. NachdemRekursionssatgibt esalsoeineZahl e mit Qe = {€},
d.h.

We(X,0) = g(X)
undfiry > 0

We(X,y) = h(X,y—1,({e}(% 0),..., {e}(X y-1)))
h(i, y—l, <LIJE(K O)’ e LIJE(X y_l)>)7

weshalbpe = WR(g, h) = f.

Wir kdnnenalsomit Hilfe desRekursionssatzesineeffektive implizite Definition
einer partiell berechenbareRunktionin eine effektive explizite Definition derselben
uberfuhrenund damit dieseals partiell rekursiv nachweisenDabeigehenwir — grob
gesprochen wie im obigenBeispieldavon aus,dasswir einenindex der Funktiona
priori kennen.

Im Folgenderbenutzerwir dieseldee,um Funktionenanzugebendlie total rekur
siv abemichtprimitiv rekursi sind.Hierzuzeigenwir zurnachstdasslie Aufzahlungs-
funktion von F(PRIM) total rekursis ist. Als zweitesBeispielwerdenwir dannnoch
die sog. Ackermann-FunktiorbetrachtenVon dieserekursiven Funktion kann man
zeigen,dasssieschnelleralsjedeprimitiv rekursive Funktionanwachst.

In Abschnittl2 haberwir gesehendass=(PRIM) keinen-universellerFunktionen
besitzt.Durch Godelisierungkdnnenwir jedocheine berechenbar@ufzahlungsfunk-
tion dern-stelligenprimitiv rekursiven Funktionenangebenyon derwir zeigen,dass
sierekurs ist.
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15.8 SATZ. Fiirjedesn > 1 gibt eseinetotal rekursize Funktionnpr: N™1 — I, die
dien-stelligenprimitiv rekursiven Funktioneraufzhlt, d.h.

{npr,:e> 0} = FV(PRIM).
BEWEIS. Wir definiereneine2-stelligetotal rekursive Funktionpr mit
(i) ¥n> 1V e F(PRIM) Jevx € N"( f(X) = pr(e, (%)) = pre((X)))
(i) Vn> 1Vee N (f(Xy,...,%) = pro((X1, ..., X)) ist primitiv rekursi)
Fur jedesn > 1 hatdie (n+ 1)-stelligeFunktionnpr mit
npr(e xa,...,%) = pre(xy,..., %))

danndie gewiinschteEigenschatt.
Zur Definition von pr godelisiererwir zurachstdie primitiv rekursiven Funktionen
(genauerderenprimitiv rekursive Darstellungen):

rS=(1,1)
rUM = (2,n,i)
rCM = (3,n,i)

Far £ = g™ " . ) :
[ - <4’ n’rgﬁ’ <rhl'1’ . rhm'1>>
Eur f(n+l) _ PR(gn h(n+2)) .
r‘fj_ <5 n_|_1 FgT r‘h1>
Esistalso" f " einkodiertes3- oder4-Tupel,wobeidie ersteKomponentelenTyp von
f angibt,die zweite Komponentalie Stelligkeitund die weiterenKomponente(nilie

Beschreingvon f verwlistandigen.
Als Nachstezeigenwir mit Hilfe desRekursionstheoremdassdasPradikat

PRIM(X) < xGbddelnummeeinerprimitiv rekursivenFunktion

rekursi ist. Dazudefinierenwir eine2-stelligepartiell rekursive Funktiony so,dass
fur den Fixpunktk (d.h. g = {k}) gilt, dassyy die charakteristisch&unktionvon
PRIM ist:

Pi(ex) falls(x)1 =1& x=(1,1)

Po(ex) falls(X)1=2&1(x) =3& 1< (X)3 < (X)2

P3(ex) falls(x)1=3&I1(x)=3

Pa(ex) falls(X)1=4&1(X) =4&I((X)a) = (X)32
vex) = & i < 1(X)e) (X112 = (92)

Ps(ex) falls(x)1=5& 1(X) =4& (X)2 = (X)32+1

& (¥2+1=(X)42
0 sonst

wobei

Pi(ex) = Wae X) = Y3(ex) =1
Wa(ex) = {e}((¥)3)- [] {eH((¥ai+1)

i<l((X)4)

{e}(¥)a) - {e}((x)4).

Ps(eX)
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Dassfiir einenFixpunktk mit i = {k} die Aquivalenz
(X)) =1 <& xGodelnummeeinerprimitiv rekursivenFunktion

gilt, zeigtmandurchinduktionnachx. Hierzubeachtetan,dasgie ersterb Falleden
5 moglichenTypeneiner primitiv rekursiven Funktionentsprechenyobeiim Fall der
Grundfunktionend.h. denFallen 1-3 die Behauptunglar ist, da hier in denentspre-
chendenFallen die Godelnummerrvollstandigbeschriebenverden.In denFallen 4
und5 mussmaninduktiv agumentierenWir beschreibexenFall 4, d.hdenFall, dass
x (moglicherweise}lie GodelnummeeinerdurchsimultaneSubstitutiorentstandenen
Funktionf = g(hy, ..., hn) ist. DieserFall trifft (wegen(x)1 = 4 undl(x) = 4) nur auf
eineZahl x = (4,%2,Xs, Xa) zu, die,falls xs = g7 undxa = ("hy7,...,"hy") fur pri-
mitiv rekursive Funktioneng, hy, . . ., hy, gilt, die Eigenschafhat,dassdie Stelligkeiten
dieserFunktioneneine Substitutionerlauben,namlich (wegen!((x)4) = (X)32) g m-
stelligist undalle Funktionerh; x,-stellig sind(wegen(X)4 > = (X)2). Trifft der4. Fall
aufx zu, soistx alsogenaudanneineGodelnummerwenn(x)s sovie alle Komponen-
ten der kodiertenFolge (x)4 Godelnummerrsind. NachInduktionswraussetzungilt
aberya(k,x) = 1 genaun diesemFall.

Uber dasrekursie Pradikat PrimM definierenwir fur j = 1,...,5 die rekursiven
Pradikate

PRIM(X,Y) < PRIM(X) & (X)1

I
Ro
—_
x
N

I
—~
=

die geradebesagen

PRIM(X,Y) < xistdie Godelnummeeinerprimitiv rekursivenFunktion f
vomTyp j undy kodiertein moglichesEingabetupefir f.

Wir verwendemun diesePradikateum die Funktion pr wiederummit Hilfe desRe-
kursionssatzegu definieren.D.h. wir definiereneine partielle rekursive Funktiong,
sodassur k mit & = {k} gilt, dassty = pr. Hierzusetzerwir

&1(ei,x) falls PRIM1(i,X)
&2(ei,x) falls PRIM2(i,X)
&a(ei,x) falls PRIM3(i,X)
( (
( (

felx) = €4(e,i,x) falls PRIM4(i, X)
&s(ei,x) falls PRIMS5(i,X)
0 sonst
wobei

Ei(ei,x)=(X)1+1

€2(e,1,%) = (X) i),

&s(ei,x)=(i)s

(

Ui X) = 1Al (2 = ()32& VY < 2((Dy+1 = (&} ((ays1.X)
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sawie

. J{e}((i)s,vor(x)) falls (X);(x) =0
&s(ei,x) = {{e}((i)4,vor(x)o{e}(i,vor(x))) sonst

wobei

(X1, -+, Xn=1) fallsx = (x1,...,X1—1,0)
vor(x) =< (X1,...,%-1,y) fallsx=(xq,..., Xn-1,y+1)
0 sonst

& ist partiell rekursi, dadie in denEinzelfallengewahltenFunktionenpartiell rekursy
sind.Hierzubeachteman,dasddie Hilfsfunktion vor primitiv rekursv ist, wassichaus
folgenderDarstellungergibt:

Ly <x(1(y) =1(})—=1& YZ< I(y) (V)z+1 = (X)2+1))
falls[(X) > 1& (X); =0
vor(x) = uy<x(I(y) = 1(X) & ¥2< 1 () -1((Y)zs1 = (Xz41)
& (Vi = Xin) fallsl(x)>1& (X)jx #0
0 sonst

Seinunk ein Fixpunktvon g, d.h.&x = {k} undsei

pr = & = {k}
Die Korrektheitvon pr ergibt sichausdemBeweisfolgenderBehauptung.

Behauptung Ist e Gbdelnummerinern-stelligenprimitiv rekursiven Funktion f, so
gilt pr(e, (X)) = f(X) fur alleX € N" undfir alley € N™ mit m# n gilt pr(e, (¥)) = 0.
Ist e keineGodelnummersogilt pr(e x) = 0 fur allex.

DerBeweisderBehauptungstinduktiv mit Hauptinduktionnachdem1. Argument
evonpr= & undNebeninduktiomachdem?2. Argumentx. Seienalsoe undx gegeben
undgeltedie Behauptundur alle (¢, X), fur dieentwede < eodere = eundx < x
gilt. Die interessanteRalle sind,dassPrIM4(e, X) oderPrRIMs(e,X) gilt. In denanderen
Fallenfolgt die Behauptunginmittelbarausder Definition von pr(e, x) = &(k, e, x) oh-
ne Ruckgriff auf die Induktionswraussetzundm Folgendendiskutierenwir denFall
PRIM4(€,X).

In diesemFall gilt e="f"=(4,n,"g™,("hy™..."hm™")) undXx = (x1,..., %) fur
eine n-stellige primitiv rekursive Funktion f = g(hy,...,hm) und ein n-Tupel X =
(X1,...,%) € N". Wir habenzu zeigendass

pr(e,x) = &(k,e,x) = {k} (e x) = f(X).

Da"g”,"hi7,...,"hm' < g, gilt nachHauptinduktionseraussetzung

pr(Th™X) = (kT =hi(®) (1<i<m) (15.2)
und

pr("g™ (M) = {K}H"g" (M) =gy (YENT). (15.3)
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Aus (15.2)folgt fur die in der Definition von &4 verwendeteHilfsfunktion ¢

Z(ka €, X) = <{k}(rhl—lax)a te {k}(rhm—lJX»
= (%), ..., (X))

Mit (15.3)folgt hierausaber

pr(e x) = &(k,e x) =8a(k, e X)
={k}("g",{(k e X))
={k}"g",(hi(X), ..., hm(R)))
=g(h1(X),...,hm(X))
= f(X).

Den 5. Fall, der der primitiven Rekursionentspricht,zeigt man entsprechendyobei
manbeimRekursionsschrittier auf die Nebeninduktionseraussetzunguriickgreifen
muss. O

Aus Satz15.8erhaltenwir nicht nur die Existenztotal rekursiver Funktionen die
nichtprimitiv rekursiv sind,sonderrauchrekursive Mengendie nicht primtiiv rekursiv
sind.

15.9 KOROLLAR. Esgibteine0-1-wertigen-stelligeFunktion,dietotal rekursiy aber
nichtprimitiv rekursi ist (n> 1).

BEWEIS. Wir gebeneine 1-stellige Funktion f mit dengewiinschtenEigenschaften
an.Fur n> 1 UbertragersichdanndieseEigenschaftemuf

fa(X1, .., %) = F(Ta(X1,.. ., Xn))-
Fur die Funktion1prausSatz15.8sei
f(x) = sg(1pr(m(X), T2(X)).
Dannist offensichtlichf total rekursiv und
U (X, x2) = f(T(x1,%2))

isteineAufzahlungderl-stelliger0-1-wertigerprimimtiv rekursivenFunktionenWare
also f primitiv rekursi, so ware diesauchU, weshalbU 1-universellfur die 0-1-
wertigenprimitiv rekursivenFunktionenware.Diesist abemachKorollar 12.2unnmbg-
lich. O

DasersteBeispieleinerrekursiven Funktion,die nicht primitiv rekursv ist, wurde
von Ackermannangeeben.Er definiertehierzueinerekursive Funktion, die schnel-
ler anwachstals alle primitiv rekursiven Funktionen.Im Folgendenfuhrenwir eine
Varianteder Ackermann-Funktiorin. Dieseist durchdasGleichungssystem

a(0,y)=y+1
a(x+1,0)=a(x,1)
a(x+1,y+1)=a(xa(x+1,Yy))

definiert. Dassa(x,y) fur all (x,y) € N? wohldefiniert,a : N? — N also eine tota-
le Funktionist, zeigt mandurch Hauptinduktionnachx und Nebeninduktiomachy.
Entsprechend&ann manauchzeigen,dassjeder Zweig ax der Ackermann-Funktion
primitiv rekursv ist:
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15.10 LEMMA. Fiirallex> 0 gilt ax € F(PRIM).

BEWEIS. Wir zeigendiesdurchinduktionnachx. Offensichtlichistog = Se F(PRIM),
undoy41 lasstsichwegen

ax+1(0) = ax(1)
Ox+1(Y+1) = ax(0xs1(y))

mit einerprimitiven RekursionunterRuickgriff auf dasnachl.V. primitiv rekursive oy
definieren. O

VonderFunktiona selbstkkannmanjedochnur die Rekursvitat,nichtdie primitive
Rekursvitatzeigen.

15.11 LEMMA. a € F(REK).

BEwEIS. Wir transformieremlie implizite Definition von a in die explizite Definition
der3-stelligenFunktion

y+1 fallsx=0
(e xy) =< {e}(x-1,1) fallsx > O undy =0
{e}(x—1,{e}(x,y—1))) fallsx,y> 0.

Fur dasnachdemRekursionstheoremxistierendek mit i, = {k} gilt danna = Yy =

{Kk}. O

Um zu zeigen,dassa nicht primitiv rekursv ist, agumentiertman, dassdie An-
zahldernotwendigerprimitivenRekursionerin einerprimitiv rekursivenDarstellung
von ax mit x wachst,zur Definition vona alsoeineendlicheFolge von primitivenRe-
kursionennicht ausreichtHierzu zeigt man (durch Induktion nachdem Aufbau von
f), dasgedeprimitiv rekursive Funktion f von einemzZweig derAckermann-Funktion
majorisiertwird unddiesestrengmonotonist.

15.12 LEMMA. Flrallexy gilt, a(x,y) < a(x+ 1,y) unda(xy) < (X, y+1).

15.13 LEMMA. Zu jedern-stelligenprimitiv rekursiven Funktionf gibt eseineZahl
e mit
V(X X0) €N (f(X,..., %) < Ae(Xe+ - +Xn))

Fur Beweise dieserLemmataverweisenwir auf die Literatur Fassenwir diese
Beobachtungeriiber die Ackermann-Funktionerzusammenso sehenwir, dassde-
ren Diagonalezwar rekursv ist, aber schnellerals jede primitiv rekursive Funktion
anwachst.

15.14 SATZ. Fiir@(x) = ax(x) gilt:
(i) & € F(REK)

(i) & ¢ F(PRIM). In der Tat gibt es zu jedem (Y ¢ F(PRIM) eine Zahl x; mit
f(x) < a(x) furallex > xs.
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BEwEIS. Behauptundi) folgt direkt ausLemmal5.11.Zum Beweisvon (ii) wahle
(1 € F(PRIM). NachLemma15.13gibt eseineZahl e = x¢, sodassf (x) < 0, (X)
fur allex. DanachLemmal5.12

tix; (X) < 0ox(X) = G(x)

fur allex > x¢, folgt hierausdie Behauptung. |



