
15. Das Rekursionstheorem

Wir kommenin diesemAbschnittauf Folgerungenausder Existenzvon Gödel-
nummerierungenfür die partiell rekursiven Funktionenzurück. Im Mittelpunkt wird
dasRekursionstheoremstehen,dasin seinerFixpunktversionintuitiv besagt,dassjede
effektive ProgrammtransformationeinenFixpunktbesitzt,alsoein Programmauf ein
äquivalentesProgrammabbildet.DasRekursionstheoremist ein mächtigesWerkzeug
in derBerechenbarkeitstheorie.Esdient sowohl für denBeweis von Unentscheidbar-
keits- wie auchEntscheidbarkeitsergebnissen.Ein Beispielfür Erstereswird der Be-
weisdesSatzesvonRicesein,dergrobgesprochenbesagt,dassalleexpliziten seman-
tischenEigenschaftenvonProgrammenunentscheidbarsind.Ein Beispielfür Letzteres
wird dieAngabevontotal rekursivenFunktionensein,dienichtprimitiv rekursiv sind.

In diesemAbschnittgehenwir davon aus,dassein beliebigesSystemvon Gödel-
nummerierungender partiell rekursiven FunktionenjederStelligkeitgegebenist. Zur
VereinfachungderNotationbezeichnenwir für jedesn

�
1 diezugeḧorigeGödelnum-

merierungmit ϕ undwir schreiben� e� für dene-tenZweig ϕe von ϕ. (Die Stelligkeit
von ϕ bzw. � e� wird sichstetsausdemKontext ergeben.Insbesonderegeltendie Er-
gebnissein diesemAbschnittalsofür die auf derGödelisierungvon Turingmaschinen
basierendenGödelnummerierungenausdemNormalformsatz.

Wir leitenzun̈achstausderExistenzrekursiver Übersetzungsfunktionenfür ϕ die
ExistenzrekursiverFunktionenab,dieausdemIndex einer � m � n� -stelligenFunktion
f und Parameterny1 �����	�
� ym �
� � m �

1 � n � 0� den Index der n-stelligenFunktion
f � y1 � � � � � ym� berechnen,die manerḧalt, wennmandie erstenm EingabenderFunktion f
alsy1 ���	����� ym festḧalt.

15.1 SATZ. (S-m-n-THEOREM ) Zu jedem m
�

1 und n
�

0 gibt es eine � m � 1� -
stelligetotal rekursive FunktionSm

n mit�
e ��� ���y ��� m ���x ��� n ��� Sm

n � e� �y����� �x����� e��� �y � �x��� � (15.1)

BEWEIS. Die durch

ψ � z� �x������� z� 1 ����� z� 2 �����	��� � z� m 1 � �x�� ϕ ��� z� 1 � � z� 2 �����	�
� � z� m 1 � �x�
definierteFunktionψ � n 1� , dieihreersteEingabealskodiertes� m � 1� -Tupelbestehend
ausdemIndex einer � m � n� -stelligenpartiellenFunktion,sowie denerstenEingaben
für dieselbeinterpretiert,ist partiell rekursiv. Esgibt alsoeinerekursiveÜbersetzungs-
funktionh von ψ nachϕ. Definiertmanhiermit die rekursiveFunktion

Sm
n � e� �y�!� h ��" e� �y#�� � �y ��� m� �
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sogilt � Sm
n � e� �y����� �x�!�$� h �%" e� �y#������ �x�� ϕ � h �%" e� �y#�� � �x�� ψ ��" e� �y# � �x��$� e��� �y � �x� �

d.h.Sm
n hatdie gewünschtenEigenschaften. &

BEMERKUNG. Da die GödelnummerierungenausdemNormalformsatzprimitiv re-
kursive Übersetzungsfunktionenbesitzen,sind für dieseGödelnummerierungenauch
die Sm

n -Funktionenprimitiv rekursiv. (Dies gilt jedochnicht für alle Gödelnummerie-
rungen.)

Mit Hilfe desS-m-n-Theoremskannmandie Rekursivität bestimmterProgramm-
transformationenfür dasProgrammiersystemϕ nachweisen.Wir verdeutlichendiesam
BeispieldersimultanenSubstitution.

15.2 KOROLLAR. Die Klasseder partiell rekursiven Funktionenist rekursiv gegen
diesimultaneSubstitutionabgeschlossen.D.h.sindh

� m� � g� n�1 �������'� g� n�m partiellrekursive
Funktionen,so lässtsich ein Index von f � h � g1 �	�����(� gm� rekursiv aus Indizesvon
h � g1 �����	��� gm berechnen.

BEWEIS. Mandefiniertzun̈achstdie � m � n � 1� -stelligepartiell rekursiveFunktion

ψ � e� e1 �	������� em � �x���)� e����� e1 ��� �x� ���	����� � em ��� �x���� ϕ � m 1� � e� ϕ � n 1� � e1 � �x� �	������� ϕ � n 1� � em � �x��� �
die die Substitutionbeschreibt.Für einenIndex i von ψ gilt dannnachdemS-m-n-
Theorem � S� m 1�

n � i � e� e1 �	������� em����� �x �!�*� i ��� e� e1 �	������� em � �x��*� e���%� e1 ��� �x� �	������� � em ��� �x ����*� e���%� e1 � �	�����(� � em �+�,� �x � �
D.h. k � e� e1 ���	����� em��� Sm 1

n � i � e� e1 �����	��� em � ist diegewünschterekursiveFunktion. &
Wir betrachtennundie ersteVersiondesRekursiontheorems.

15.3 SATZ. (REKURSIONSTHEOREM , 1.VERSION) Zu jedemn
�

1 undzujeder � n �
1� -stelligenpartiell rekursivenFunktionψ gibt eseineZahl k ��� mit ψk �-� k � , d.h.���

x ��� n � ψk � �x�.� ψ � k � �x�!� ϕ � k � �x�.� ϕk � �x�.��� k ��� �x��� �
BEWEIS. Im Abschnitt12 habenwir gesehen,dassdie ExistenzuniversellerFunk-
tionengewisseDiagonalisierungenunmöglich macht.Ähnlich definierenwir hier mit
Hilfe desS-m-n-TheoremseineDiagonale,diedengewünschtenFixpunktk liefert: Zu
gegebenemψ � n 1� � F(REK) definierenwir diepartiell rekursiveFunktion

ξ � y� �x��� ψ � S1
n � y� y� � �x�/� �x ��� n � y ��� � �
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Für einenIndex i vonξ gilt dann� S1
n � i � i ����� �x�0� � i ��� i � �x� � S-m-n-Theorem�� ξ � i � �x� � i Index von ξ �� ψ � S1

n � i � i � � �x� � Definitionvon ξ � �
weshalbψk �$� k � für k � S1

n � i � i � gilt. &
DasRekursionstheoremhataufdenerstenBlick überraschendeFolgerungen.Göde-

lisierenwir zumBeispielzweiuniverselleBerechnungsmodelle,wie z.B.dasRegister-
undTuringmaschinenmodell,und lassenψ undϕ die zugeḧorigenuniversellenFunk-
tionensein,danngibt eseineZahl k, sodassdie k-te Registermaschinëaquivalentzu
derk-ten Turingmaschineist (da ψk � ϕk). Weiter folgt ausdemRekursionstheorem,
dassjedeeffektiveProgrammtransformationeinenFixpunktbesitzt,d.h.zumindestein
Programmaufein äquivalentesabbildet:

15.4 KOROLLAR. (FIXPUNKTSATZ; 2. VERSION DES REKURSIONSTHEOREMS) Zu
jeder1-stelligentotal rekursivenFunktion f undzujedemn

�
1 gibt eseineZahlk �1�

mit � f � k�2� � n� ��� k � � n� , d.h.���
x ��� n �%� f � k��� � n� � �x�.� ϕ � f � k� � �x�!� ϕ � k � �x�!�$� k ��� �x��� �

BEWEIS. Für f
� 1� � F(REK) total ist diedurch

ψ � y� �x��� ϕ � f � y� � �x����� f � y�2��� �x�/� �x ��� n � y ��� �
definierteFunktionψ partiell rekursiv. Nachder 1. VersiondesRekursionstheorems
gibt esalsoeineZahlk �3� mit ψk � ϕk, d.h. � f � k���4��� k � . &

Das Rekursionstheoremgibt uns eine neueMethodezum Nachweisder Unent-
scheidbarkeitvon Problemen,indemwir ausderhypothetischenEntscheidbarkeitdes
Problemseinefixpunktfreieeffektive Programmtransformationherleiten.Wir demon-
strierendiesamBeispieldesdiagonalenHalteproblemsKd �-� e : � e��� e�657� : WäreKd
rekursiv, sowäreauch

ψ � e� x��� 89: 9; ϕ � e� x� e <� x �
ϕ � e� e��� 1 e � x & e � Kd �
0 e � x & e <� Kd

partiell rekursiv undnachDefinition vonψ gilt ψe <� ϕe für allee, im Widerspruchzur
1. VersiondesRekursionstheorems.(Andersausgedr̈uckt:Die Übersetzungsfunktionh
vonψ nachφ ist einefixpunktfreieeffektiveProgrammtransformationim Widerspruch
zum Fixpunktsatz.)Ähnlich kannmanganzallgemeinzeigen,dassjedesemantische
Eigenschaftvon (TM-)Programmenunentscheidbarist. Um dieszu präzisierenführen
wir denBegriff derIndexmengeein,wobeiwir unsaufdenFall 1-stelligerFunktionen
beschr̈anken.

15.5 DEFINITION. Die IndexmengeIND � ϕ � einer1-stelligenpartiell rekursivenFunk-
tion ψ ist die Mengealler Indizesvonψ:

IND � ψ �=�>� e : � e�4� ψ � �
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Die IndexmengeIND � F � einerMengeF 1-stelligerpartiell rekursiverFunktionenist
dieMenge

IND � F �=�@?
ψ A F IND � ψ �=�>� e : � e� � F � �

EineMengeI B � heißtIndexmenge, wennsieIndexmengeeinerMengeF B F
� 1� � REK �

ist. I heißtnichttriviale Indexmenge,wennI � IND � F � füreinF mit /0 C F C F
� 1� � REK �

ist.

Wie manleicht sieht,ist I B � genaudanneineIndexmenge,wenn�
e� eD ��� � e � I & � e� � 1� �$� eDE� � 1��F eD � I � �

undI ist genaudannnichttrivial,wennzus̈atzlich /0 C I C � gilt. Beispielenichttrivialer
Indexmengensind:G die IndexmengeIND � ψ � jederpartiell rekursivenFunktionψ � F

� 1� � REK � , die
manauchalsKorrektheitsproblemfür ψ bezeichnet.G die Indexmenge

TOT �*� e : � e� total�
derMengedertotal rekursivenFunktionen,auchTotalitätsproblemgenannt.G die Indexmengen

LEER � � e : Db ��� e�H�!� /0 � � Leerheitsproblem�
FIN � � e : Db ��� e�H� endlich� � Endlichkeitsproblem�
REK � � e : Db ��� e�H� rekursiv � � Rekursiviẗatsproblem�
LEER � � e : Db ��� e�H� r-vollständigfür RA �� Vollständigkeitspr., r � m� T �

LetztereIndexmengenkannmanauchalsEntscheidungsproblemefür rekursiv aufz̈ahl-
bareMengenauffassen,dajaWe � Db �%� e�+� diee-te r.a.Mengeist.

Mit demRekursionstheoremkannmanleicht zeigen,dassnichttriviale Indexmen-
gennicht rekursiv sind.

15.6 KOROLLAR. (SATZ VON RICE) Sei I einenichttriviale Indexmenge.Dannist I
nicht rekursiv.

BEWEIS. Der Beweis ist indirekt. Wir nehmenan,dassI einenichttriviale rekursive
Indexmengeist. Wegen der Nichttrivialit ät könnenwir y� z �I� mit y � I und z <� I
wählenundwegenderRekursivitätvon I ist

f � x�=�KJ z falls x � I

y falls x <� I

total rekursiv. Da nachDefinition von f

x � I L f � x�M<� I �
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folgt mit der Tatsache,dassI eineIndexmengeist, dass� f � x���=<�N� x � für alle x gilt.
DieswidersprichtjedochdemFixpunktsatz. &

SemantischeEigenschaftenvon Programmen,die zus̈atzlich von der Eingabeab-
hängen,sindi. Allg. keineIndexmenge.Soist vondenHalteproblemenK, Kd, K0 nur
K0 eineIndexmenge.EbensosindProbleme,dievon mehrerenIndicesabḧangen,wie
z.B.

ÄQU �)�O" e� eDP# : � e�4�-� eD(�O� � Äquivalenzproblem�
keine(1-stelligen)Indexmengen.Hier kann manjedochhäufig eineIndexmengere-
duzierenund somit die Nichtrekursivität zeigen.So lässtsich z.B. dasKorrektheits-
problemfür beliebigesψ � 1� � F � REK � auf dasÄquivalenzproblemreduzieren,dafür
einenIndex e0 von ψ

e � IND � ψ � L " e� e0 # � ÄQU

gilt, alsoIND � ψ �RQ m ÄQU via f � e����" e� e0 # gilt.
Dafür jedesψ � 1� � F � REK � dieIndexmengeIND � ψ � nichtrekursiv, alsoinsbeson-

dereunendlichist, folgt ausdemSatzvon Rice,dassjedepartiell rekursive Funktion
unendlichviele Indicesbesitzt.(Für dieGödelnummerierungausdemNormalformsatz
ist dasintuitiv klar, damanjedesTM-Programmeinfachin unendlichviele äquivalente
Programmëuberf̈uhrenkann,indemmanwirkungsloseProgrammzeilenhinzufügt.)

Wir könnendieseBeobachtungverwenden,um die Existenzvon 1-universellen
Funktionenfür F � REK � zu zeigen,diekeineGödelnummerierungensind.

15.7 SATZ. Esgibt eine1-universelleFunktionψ � 2� von F � REK � , die keineGödel-
nummerierungist.

BEWEIS. UnterVerwendungdergegebenenGödelnummerierungϕ definierenwir ψ
so,dassψ universellist aberdienirgendsdefinierteFunktionν bzgl.ψ nureinenIndex
hat,nämlichν � ψ0. Wie obenbeobachtet,ist ψ dannkeineGödelnummerierung.Zur
Definition von ψ benutzenwir eineFallunterscheidung:

ψ � e� x��� 89: 9;�S falls e � 0

ϕ ��� e T 1� 1 � x� falls e U 0 & � e T 1� 2 <� x� e T 1� 3 falls e U 0 & � e T 1� 2 � x

Offensichtlichist ψ partiell rekursiv. Dassψ die gewünschtenEigenschaftenbesitzt,
ergibt sichdaherausfolgendenBeobachtungen.Offensichtlichgilt ν � ψ0. Für e U 0,
etwae �N" e1 � e2 � e3 #V� 1 gilt dagegenψe � e2 �R� e3, weshalbψe <� ν. Die Null ist also
dereinzigeψ-Index für ν.

Zu zeigenbleibt,dassjedesξ � F
� n� � REK �7TW� ν � ebenfallseinenψ-Index besitzt.

Hierzuwählenwir einenϕ-Index e1 für ξ (d.h.ξ � ϕe1), eineZahle2 � Db � ξ � (wegen
ξ <� ν ist Db � ξ �M<� /0!) undsetzene3 � ξ � e2 � . Dannist e �$" e1 � e2 � e3 #�� 1 ein ψ-Index
für ξ. Für x <� e2 gilt nämlichnachder2. Klauselin derDefinition von ψ

ψe � x��� ψ � e� x�.� ϕ ��� e T 1� 1 � x�!� ϕ � e1 � x�!� ϕe1 � x�.� ξ � x�
undfür x � e2 gilt nachder3. Klausel

ψe � x��� ψe � e2 �!� ψ � e� � e T 1� 2 �!�N� e T 1� 3 � e3 � ξ � e2 �!� ξ � x� �



15 DAS REKURSIONSTHEOREM 106

&
Zu denweiterenAnwendungendesRekursionstheoremsgeḧort derNachweisder

Rekursivität implizit definierterFunktionen.Wir erläuterndieszun̈achstam Beispiel
derWertverlaufsrekursion,indemwir einenalternativenBeweisfür denAbschlussvon
F(REK) gegendiesesRekursionsschemageben.Seienalsog

� n� � h� n 2� partiellrekursiv
undsei f

� n 1� � WR � g � h� definiertdurch

f � �x � 0�X� g � �x �
f � �x � y � 1�X� h � �x � y� " f � �x � 0� �������
� f � �x � y��#�� �

Würdenwir einenIndex evon f im Vorauskennen,sokönntenwir f explizit definieren,
indem wir auf der rechtenSeiteder 2. Gleichung f durch � e� ersetzen,und damit
f � F(REK) zeigen.Die scheinbareZirkelhaftigkeit diesesArgumentskönnenwir
mit Hilfe desRekursionstheoremsauflösen:Wir lassendie Definition von f von dem
zus̈atzlichenParameterz abḧangenund argumentieren,dassder Fixpunkt e dann f
korrektbeschreibt.Wir definierenalso

ψ � z� �x � y���KJ g � �x� falls y � 0

h � �x � y ˙T 1 � "�� z��� �x � 0� �������(� � z��� �x � y ˙T 1��#�� falls y U 0 �
Da (für y

�
1)"�� z��� �x � 0� �����	�
� � z��� �x � y ˙T 1��#!� µu� l � u�Y� y &

�
i Z y ��� u� i  1 �-� z��� �x � i �����

ist ψ partiell rekursiv. NachdemRekursionssatzgibt esalsoeineZahl e mit ψe �$� e� ,
d.h.

ψe � �x � 0�6� g � �x�
undfür y U 0

ψe � �x � y�!� h � �x � y ˙T 1 � "�� e��� �x � 0� �������(� � e��� �x � y ˙T 1��#��� h � �x � y ˙T 1 � " ψe � �x � 0� ���	���(� ψe � �x � y ˙T 1��#�� �
weshalbψe � WR � g � h�Y� f .

Wir könnenalsomit Hilfe desRekursionssatzeseineeffektive implizite Definition
einerpartiell berechenbarenFunktionin eineeffektive explizite Definition derselben
überf̈uhrenunddamit dieseals partiell rekursiv nachweisen.Dabeigehenwir – grob
gesprochen– wie im obigenBeispieldavon aus,dasswir einenIndex derFunktiona
priori kennen.

Im Folgendenbenutzenwir dieseIdee,um Funktionenanzugeben,die total rekur-
siv abernichtprimitiv rekursiv sind.Hierzuzeigenwir zun̈achst,dassdieAufzählungs-
funktion von F(PRIM) total rekursiv ist. Als zweitesBeispielwerdenwir dannnoch
die sog.Ackermann-Funktionbetrachten.Von dieserekursiven Funktion kann man
zeigen,dasssieschnelleralsjedeprimitiv rekursiveFunktionanẅachst.

In Abschnitt12habenwir gesehen,dassF(PRIM) keinen-universellenFunktionen
besitzt.DurchGödelisierungkönnenwir jedocheineberechenbareAufzählungsfunk-
tion dern-stelligenprimitiv rekursivenFunktionenangeben,von derwir zeigen,dass
sierekursiv ist.
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15.8 SATZ. Für jedesn
�

1 gibt eseinetotal rekursive Funktionnpr : � n 1 [ � , die
dien-stelligenprimitiv rekursivenFunktionenaufz̈ahlt, d.h.� npre : e

�
0 �4� F

� n� � PRIM � �
BEWEIS. Wir definiereneine2-stelligetotal rekursiveFunktionpr mit

(i)
�
n
�

1
�

f
� n� � F(PRIM) \ e ���x ��� n � f � �x�.� pr � e� " �x#��!� pre ��" �x #����

(ii)
�
n
�

1
�
e ��� � f � x1 �	������� xn �!� pre ��" x1 �������(� xn #�� ist primitiv rekursiv �

Für jedesn
�

1 hatdie � n � 1� -stelligeFunktionnpr mit

npr� e� x1 �������'� xn ��� pr � e� " x1 ���	���(� xn #��
danndiegewünschteEigenschaft.

Zur Definitionvonpr gödelisierenwir zun̈achstdieprimitiv rekursivenFunktionen
(genauer:derenprimitiv rekursiveDarstellungen):]

Ŝ4��" 1 � 1#]
Un

i ^4��" 2 � n � i #]
Cn

i ^4��" 3 � n � i #
Für f

� n� � g
� m� � h� n�1 �������(� h� n�m � :]

f ^_�$" 4 � n � ] g ^ � " ] h1̂ �������(� ] hm ^+#�#
Für f

� n 1� � PR� gn � h� n 2� � :]
f ^_�$" 5 � n � 1 � ] g ^ � ] h ^H#

Esist also
]

f ^ einkodiertes3- oder4-Tupel,wobeidieersteKomponentedenTyp von
f angibt,die zweiteKomponentedie Stelligkeitunddie weiterenKomponente(n)die
Beschreibungvon f vervollständigen.

Als Nächsteszeigenwir mit Hilfe desRekursionstheorems,dassdasPr̈adikat

PRIM � x� L x Gödelnummereinerprimitiv rekursivenFunktion

rekursiv ist. Dazudefinierenwir eine2-stelligepartiell rekursive Funktionψ so,dass
für denFixpunkt k (d.h. ψk �`� k � ) gilt, dassψk die charakteristischeFunktion von
PRIM ist:

ψ � e� x�=�
89999999999999: 9999999999999;

ψ1 � e� x� falls � x� 1 � 1 & x �$" 1 � 1#
ψ2 � e� x� falls � x� 1 � 2 & l � x�!� 3 & 1 Q-� x� 3 Q-� x� 2
ψ3 � e� x� falls � x� 1 � 3 & l � x�!� 3

ψ4 � e� x� falls � x� 1 � 4 & l � x�!� 4 & l ��� x� 4 ���-� x� 3 � 2
&
�
i Z l ��� x� 4 �6��� x� 4 � i  1 � 2 �N� x� 2 �

ψ5 � e� x� falls � x� 1 � 5 & l � x�!� 4 & � x� 2 �-� x� 3 � 2 � 1

& � x� 2 � 1 �-� x� 4 � 2
0 sonst

wobei

ψ1 � e� x�a� ψ2 � e� x��� ψ3 � e� x��� 1

ψ4 � e� x�a� � e����� x� 3 �Yb ∏
i c l �E� x � 4� � e����� x� 4 � i  1 �

ψ5 � e� x�a� � e����� x� 3 �Yb2� e����� x� 4 � �
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Dassfür einenFixpunktk mit ψk ��� k � die Äquivalenz

ψk � x��� 1 L x Gödelnummereinerprimitiv rekursivenFunktion

gilt, zeigtmandurchInduktionnachx. Hierzubeachtetman,dassdieersten5 Fälleden
5 möglichenTypeneinerprimitiv rekursivenFunktionentsprechen,wobeiim Fall der
Grundfunktionen,d.h.denFällen1-3 die Behauptungklar ist, da hier in denentspre-
chendenFällen die Gödelnummernvollständigbeschriebenwerden.In denFällen 4
und5 mussmaninduktiv argumentieren.Wir beschreibendenFall 4,d.hdenFall, dass
x (möglicherweise)dieGödelnummereinerdurchsimultaneSubstitutionentstandenen
Funktion f � g � h1 �������(� hn � ist. DieserFall trif ft (wegen � x� 1 � 4 und l � x��� 4) nur auf
eineZahl x �d" 4 � x2 � x3 � x4 # zu, die, falls x3 � ] g ^ und x4 �N" ] h1 ^ �	������� ] hm̂+# für pri-
mitiv rekursiveFunktioneng � h1 �������(� hm gilt, dieEigenschafthat,dassdieStelligkeiten
dieserFunktioneneineSubstitutionerlauben,nämlich (wegen l ��� x� 4 �R�e� x� 3 � 2) g m-
stellig ist undalleFunktionenhi x2-stelligsind(wegen � x� 4 � i � 2 �$� x� 2). Trif ft der4.Fall
aufx zu,soist x alsogenaudanneineGödelnummer, wenn � x� 3 sowie alleKomponen-
tender kodiertenFolge � x� 4 Gödelnummernsind.NachInduktionsvoraussetzunggilt
aberψ4 � k � x�!� 1 genauin diesemFall.

Über dasrekursive Pr̈adikat PRIM definierenwir für j � 1 �����	�
� 5 die rekursiven
Pr̈adikate

PRIM j � x � y�fL PRIM � x� & � x� 1 � j & � x� 2 � l � y�
diegeradebesagen

PRIM j � x � y��L x ist dieGödelnummereinerprimitiv rekursivenFunktion f
vomTyp j undy kodierteinmöglichesEingabetupelfür f .

Wir verwendennun diesePr̈adikateum die Funktionpr wiederummit Hilfe desRe-
kursionssatzeszu definieren.D.h. wir definiereneinepartielle rekursive Funktionξ,
sodassfür k mit ξk ��� k � gilt, dassξk � pr. Hierzusetzenwir

ξ � e� i � x���
899999999: 99999999;

ξ1 � e� i � x� falls PRIM1 � i � x�
ξ2 � e� i � x� falls PRIM2 � i � x�
ξ3 � e� i � x� falls PRIM3 � i � x�
ξ4 � e� i � x� falls PRIM4 � i � x�
ξ5 � e� i � x� falls PRIM5 � i � x�
0 sonst

wobei

ξ1 � e� i � x�7�K� x� 1 � 1

ξ2 � e� i � x�7�K� x��� i � 3
ξ3 � e� i � x�7�K� i � 3
ξ4 � e� i � x�7�-� e����� i � 3 � ζ � e� i � x��� mit

ζ � e� i � x�V� µz� l � z���$� i � 3 � 2 &
�

y Z z ��� z� y  1 �-� e����� i � 4 � y  1 � x�����
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sowie

ξ5 � e� i � x�f�KJ � e����� i � 3 � vor� x��� falls � x� l � x � � 0� e����� i � 4 � vor� x��gh� e��� i � vor� x����� sonst

wobei

vor � x�=� 89: 9; " x1 �������'� xni 1 # falls x �$" x1 �	�����(� xni 1 � 0#" x1 �������'� xni 1 � y# falls x �$" x1 �	�����(� xni 1 � y � 1#
0 sonst

ξ ist partiell rekursiv, dadie in denEinzelf̈allengewähltenFunktionenpartiell rekursiv
sind.Hierzubeachteman,dassdieHilfsfunktion vor primitiv rekursiv ist, wassichaus
folgenderDarstellungergibt:

vor � x�=�
89999: 9999;

µy Q x � l � y��� l � x� ˙T 1 &
�

z Z l � y�V��� y� z 1 �-� x� z 1 ���
falls l � x� � 1 & � x� l � x � � 0

µy Q x � l � y��� l � x� &
�

z Z l � x� ˙T 1 ��� y� z 1 �-� x� z 1 �
& � y� l � x � �N� x� l � x � � falls l � x� � 1 & � x� l � x � <� 0

0 sonst

Seinunk einFixpunktvon ξ, d.h.ξk ��� k � undsei

pr � ξk �*� k �
Die Korrektheitvonpr ergibt sichausdemBeweisfolgenderBehauptung.

Behauptung Ist e Gödelnummereinern-stelligenprimitiv rekursivenFunktion f , so
gilt pr � e� " �x#���� f � �x� für alle

�
x �j� n undfür alle

�
y �j� m mit m <� n gilt pr � e� " �y#��.� 0.

Ist e keineGödelnummer, sogilt pr � e� x�!� 0 für allex.

DerBeweisderBehauptungist induktiv mit Hauptinduktionnachdem1.Argument
evonpr � ξk undNebeninduktionnachdem2.Argumentx. Seienalsoeundx gegeben
undgeltedieBehauptungfür alle � eD � xD � , für dieentwedereD Z eodereD � eundxD Z x
gilt. Die interessantenFällesind,dassPRIM4 � e� x� oderPRIM5 � e� x� gilt. In denanderen
Fällenfolgt dieBehauptungunmittelbarausderDefinition von pr � e� x�!� ξ � k � e� x� oh-
neRückgriff auf die Induktionsvoraussetzung.Im Folgendendiskutierenwir denFall
PRIM4 � e� x� .

In diesemFall gilt e � ] f ^k�`" 4 � n � ] g ^ � " ] h1̂ �	��� ] hm ^H#�# und x �`" x1 ���	���(� xn # für
eine n-stellige primitiv rekursive Funktion f � g � h1 �����	�
� hm� und ein n-Tupel

�
x �� x1 ���	���(� xn � ��� n. Wir habenzuzeigen,dass

pr � e� x�!� ξ � k � e� x�!�-� k ��� e� x�6� f � �x� �
Da
]
g ^ � ] h1 ^ ���	���(� ] hm ^MZ e, gilt nachHauptinduktionsvoraussetzung

pr � ] hi ^ � x�!�-� k ��� ] hi ^ � x�!� hi � �x�/� 1 Q i Q m� (15.2)

und

pr � ] g ^ � " �y#������ k ��� ] g ^ � " �y#��!� g � �y�l� �y ��� m� � (15.3)
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Aus (15.2)folgt für die in derDefinition vonξ4 verwendeteHilfsfunktion ζ

ζ � k � e� x�6�)"�� k ��� ] h1 ^ � x� �������(� � k ��� ] hm ^ � x��#�)" h1 � �x� �	������� hm � �x��# �
Mit (15.3)folgt hierausaber

pr � e� x�!� ξ � k � e� x�!� ξ4 � k � e� x���� k ��� ] g ^ � ζ � k � e� x������ k ��� ] g ^ � " h1 � �x� �������(� hm � �x��#��� g � h1 � �x� �������'� hm � �x���� f � �x� �
Den 5. Fall, der der primitivenRekursionentspricht,zeigt manentsprechend,wobei
manbeimRekursionsschritthieraufdieNebeninduktionsvoraussetzungzurückgreifen
muss. &

Aus Satz15.8erhaltenwir nicht nur die Existenztotal rekursiver Funktionen,die
nichtprimitiv rekursiv sind,sondernauchrekursiveMengen,dienichtprimtiiv rekursiv
sind.

15.9 KOROLLAR. Esgibt eine0-1-wertige,n-stelligeFunktion,die total rekursiv aber
nichtprimitiv rekursiv ist (n

�
1).

BEWEIS. Wir gebeneine1-stelligeFunktion f mit dengewünschtenEigenschaften
an.Für n U 1 übertragensichdanndieseEigenschaftenauf

fn � x1 �����	��� xn ��� f � τn � x1 �����	�
� xn ��� �
Für dieFunktion1pr ausSatz15.8sei

f � x�.� sg� 1pr� π1 � x� � π2 � x��� �
Dannist offensichtlich f total rekursiv und

U � x1 � x2 �=� f � τ � x1 � x2 ���
ist eineAufzählungder1-stelligen0-1-wertigenprimimtiv rekursivenFunktionen.Wäre
also f primitiv rekursiv, so wäre dies auchU , weshalbU 1-universell für die 0-1-
wertigenprimitiv rekursivenFunktionenwäre.Diesist abernachKorollar12.2unmög-
lich. &

DasersteBeispieleinerrekursivenFunktion,die nicht primitiv rekursiv ist, wurde
von Ackermannangegeben.Er definiertehierzueinerekursive Funktion,die schnel-
ler anẅachstals alle primitiv rekursiven Funktionen.Im Folgendenführenwir eine
VariantederAckermann-Funktionein.Dieseist durchdasGleichungssystem

α � 0 � y�!� y � 1

α � x � 1 � 0�!� α � x � 1�
α � x � 1 � y � 1�!� α � x � α � x � 1 � y���

definiert. Dassα � x � y� für all � x � y� �m� 2 wohldefiniert,α : � 2 [ � also eine tota-
le Funktion ist, zeigt mandurchHauptinduktionnachx und Nebeninduktionnachy.
Entsprechendkann manauchzeigen,dassjederZweig αx der Ackermann-Funktion
primitiv rekursiv ist:
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15.10 LEMMA . Für alle x
�

0 gilt αx � F(PRIM).

BEWEIS. Wir zeigendiesdurchInduktionnachx. Offensichtlichist α0 � S � F(PRIM),
undαx  1 lässtsichwegen

αx  1 � 0�!� αx � 1�
αx  1 � y � 1�!� αx � αx  1 � y���

mit einerprimitivenRekursionunterRückgriff auf dasnachI.V. primitiv rekursive αx

definieren. &
VonderFunktionα selbstkannmanjedochnurdieRekursivität,nichtdieprimitive

Rekursivitätzeigen.

15.11 LEMMA . α � F(REK).

BEWEIS. Wir transformierendie implizite Definition vonα in dieexplizite Definition
der3-stelligenFunktion

ψ � e� x � y�!� 89: 9; y � 1 falls x � 0� e��� x ˙T 1 � 1� falls x U 0 undy � 0� e��� x ˙T 1 � � e��� x � y ˙T 1����� falls x � y U 0 �
Für dasnachdemRekursionstheoremexistierendek mit ψk ��� k � gilt dannα � ψk �� k � . &

Um zu zeigen,dassα nicht primitiv rekursiv ist, argumentiertman,dassdie An-
zahldernotwendigenprimitivenRekursionenin einerprimitiv rekursivenDarstellung
von αx mit x wächst,zur Definition vonα alsoeineendlicheFolgevonprimitivenRe-
kursionennicht ausreicht.Hierzu zeigt man(durch Induktion nachdemAufbau von
f ), dassjedeprimitiv rekursiveFunktion f voneinemZweigderAckermann-Funktion
majorisiertwird unddiesestrengmonotonist.

15.12 LEMMA . Für alle x � y gilt, α � x � y�RZ α � x � 1 � y� undα � x � y�.Z α � x � y � 1� .
15.13 LEMMA . Zu jedern-stelligenprimitiv rekursivenFunktion f gibt eseineZahl
e mit � � x1 �����	�
� xn � �3� n � f � x1 �������(� xn �RZ αe � x1 �nb�b	b(� xn ���

Für BeweisedieserLemmataverweisenwir auf die Literatur. Fassenwir diese
Beobachtungen̈uber die Ackermann-Funktionenzusammen,so sehenwir, dassde-
ren Diagonalezwar rekursiv ist, aberschnellerals jedeprimitiv rekursive Funktion
anẅachst.

15.14 SATZ. Für α̂ � x�.� αx � x� gilt:

(i) α̂ � F(REK)

(ii) α̂ <� F(PRIM). In der Tat gibt es zu jedem f
� 1� � F(PRIM) eineZahl xf mit

f � x�RZ α̂ � x� für allex
�

xf .
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BEWEIS. Behauptung(i) folgt direkt ausLemma15.11.Zum Beweis von (ii) wähle
f
� 1� � F(PRIM). NachLemma15.13gibt eseineZahl e � xf , sodassf � x�_Z αx f � x�

für allex. Da nachLemma15.12

αx f � x�oQ αx � x��� α̂ � x�
für allex

�
xf , folgt hierausdieBehauptung. &


