
14.Rekursiv aufzählbareMengen

In diesemAbschnitt fassenwir einigeEigenschaftender rekursiv aufz̈ahlbaren–
d.h.dernachChurchscherThese(effektiv) aufz̈ahlbaren– Mengenzusammen.In Ko-
rollar11.8habenwir schongesehen,dasses

”
universelle“ rekursiv aufz̈ahlbareMengen

gibt. Wir zeigenhier zun̈achst,dasssich die verschiedenenin Abschnitt2 erhaltenen
Charakterisierungender aufz̈ahlbarenMengenentsprechendfür die rekursiv aufz̈ahl-
barenMengennunstrengbeweisenlassen.(MansolltediedortgegebenenBeweisemit
denfolgendenformalenBeweisenvergleichen.)Im FolgendenbezeichnenREK und
RA dieKlassenderrekursivenbzw. r.a.Mengen.

14.1 SATZ. (Projektionssatz)Für eineMengeA
��� n sind folgendeAussagen̈aqui-

valent:

(i) A ist rekursiv aufz̈ahlbar.

(ii) A ist dieProjektioneiner(primitiv) rekursivenMengeB
��� n� 1, d.h.���

x � � n 	 �x � A 
�� y � � 	
	 �x� y��� B�
���
BEWEIS. Zum Nachweisvon

”
(i) � (ii)“ sei A der Definitionsbereichder partiell

rekursivenFunktionψ � n� . Für einenIndex evonψ gilt dannnachdemNormalformsatz�
x � A 
 ψ 	 �x����
�� y 	 T 	 e� �x� y�����

d.h.A ist dieProjektionderprimitiv rekursivenMengeB ��� 	 �x � y� : T 	 e� �x � y� � .
ZumBeweisderUmkehrung

”
(ii) � (i)“ seiA dieProjektionderrekursivenMenge

B. Dannist

ψ 	 �x�!� µy	 B 	 �x � y�
�!� µy	 cB � 	 �x�
partiell rekursiv undA � Db 	 ψ � . "

StatteinfacherProjektionen	 n # 1� -stelligerrekursiverMengenkannmanim Pro-
jektionssatzauchmehrfacheProjektionenmehrstelligerrekursiverMengenbetrachten,
d.h.dieKlasseRA derr.a.Mengenist gegendenExistenzquantorabgeschlossen:

14.2 KOROLLAR. Ist B
�$� n� 1 r.a.undA dieProjektionvon B, soist A ebenfallsr.a.

BEWEIS. NachdemProjektionssatzgibt eseinerekursiveMengeC
�%� n� 2 mit	 �x � y�&� B ��� z	
	 �x � y� z�'� C �

undnachAnnahme �
x � A 
(� y 	
	 �x � y�&� B���
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Hierausfolgt �
x � A 
 � y � z 	�	 �x � y� z�'� C �
 � v 	�	 �x � 	 v� 1 � 	 v� 2 ��� C ���

D.h. A ist dieProjektionderrekursivenMenge

C̃ ��� 	 �x � v� : 	 �x � 	 v� 1 � 	 v� 2 ��� C �
unddamitnachdemProjektionssatzrekursiv aufz̈ahlbar. "

Mit demProjektionssatz̈ubertragensichaucheineReihevonAbschlusseigenschaf-
tenderrekursivenMengenaufdie r.a.Mengen.

14.3 KOROLLAR. Die KlasseRA der r.a. Mengenist abgeschlossengegenVereini-
gung(Disjunktion),Durchschnitt(Konjunktion),EinsetzentotalrekursiverFunktionen
undgegenbeschr̈ankteQuantoren.

BEWEIS. Man benutzt,dassmandie genanntenOperatorenmit demExistenzquantor
vertauschenkann.Wir begnügenunsmit einemBeispiel,nämlichdemAbschlussvon
RA gegendenDurchschnitt.AndereFälle werdenin denÜbungenbehandelt.Seien
A1 � A2

�)�
r.a., also nachdem Projektionssatzdie Projektionenrekursiver Mengen

B1 � B2. Für denDurchschnittA1 * A2 derMengengilt dann

x � A1 * A2 
 x � A1 & x � A2
 � y1
	
	 x � y1 �&� B1 � & � y2

	
	 x � y2 �&� B2 �
 � y1 � y2
	�	 x � y1 ��� B1 & 	 x � y2 �&� B2 �

wobeidie Matrix derletztenFormel rekursiv ist, alsoA1 * A2 nachSatz14.1undKo-
rollar 14.2r.a.ist. "

Wie wir weiteruntensehenwerden,ist RA jedochwedergegenKomplementnoch
gegendenAllquantorabgeschlossen.Als Nächstesgebenwir die(häufigalsDefinition
gewählte)Charakterisierungderr.a.MengenüberAufzählungsfunktionenan.

14.4 SATZ. Für eineMengeA
�$�

sindfolgendeAussagen̈aquivalent:

(i) A ist rekursiv aufz̈ahlbar.

(ii) A ist leer oderA ist der Wertebereicheiner1-stelligentotal rekursivenFunktion
über

�
.

(iii) A ist derWertebereicheiner1-stelligenpartiell rekursivenFunktionüber
�

.

BEWEIS. Wir zeigendie Implikationen(i) � (ii) � (iii) � (i).
(i) � (ii). Sei A +� /0 r.a.undz0 � A. NachdemProjektionssatzist A Projektioneiner
rekursivenMengeB. Die Funktion

f 	 x�&� , 	 x� 1 falls 	
	 x� 1 � 	 x� 2 �&� B
z0 sonst

ist danntotal rekursiv undA � Wb 	 f � .
(ii) � (iii). Ist A +� /0, so ist die Behauptungtrivial, und A � /0 ist Wertebereichder
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nirgendsdefiniertenpartiell rekursivenFunktionµ 	 C2
1 � .

(iii) � (i). SeiA � Wb 	 ψ � undseieein Index von ψ. Danngilt

x � A 
 � y 	 ψ 	 y��� x�
 � y 	 � e� 	 y��� x�
 � y � z 	 T 	 e� y� z� & U 	 z�-� x� (14.1)

weshalbA nachSatz14.1undKorollar14.2r.a.ist. "
Die Beziehungenzwischenden r.a. und den rekursiven Mengenbeschreibtder

nächsteSatz:

14.5 SATZ. Eine MengeA ist genaudannrekursiv, wennA selbstund dasKomple-
mentA von A rekursiv aufz̈ahlbarsind.

BEWEIS. Seizun̈achstA rekursiv. Danngilt�
x � A 
�� y 	 �x � A�

weshalbA ProjektionderrekursivenMenge

B ��� 	 �x � y� :
�
x � A �

unddaherr.a.ist.DadieKlassederrekursivenMengengegenKomplementabgeschlos-
senist, gilt ebenso,dassA r.a.ist.

Sind umgekehrtA und A r.a., so wählt manrekursive MengenB1 und B2, deren
ProjektionenA undA sind.Esgilt dann�

x � A 
 	 �x � yx ��� B1 für yx � µy	�	 �x � y�!� B1 . B2 �
d.h.

cA
	 �x�!� cB1

	 �x � µy	
	 �x � y�&� B1 . B2 ���
worausdie Rekursivität von A aufgrundder Abschlusseigenschaftenvon F(REK)
folgt. "

Satz14.5zeigt insbesondere,dassjederekursive Mengeauchrekursiv aufz̈ahlbar
ist. Dassdie Umkehrungnicht gilt, ergibt sichausderNichtrekursivitätdesHaltepro-
blems.

14.6 KOROLLAR. Die KlasseREK der rekursiven Mengenist echtenthaltenin der
KlasseRA derrekursiv aufz̈ahlbarenMengen.DasHalteproblemK ist einBeispielfür
einer.a.Menge,dienicht rekursiv ist.

BEWEIS. Nach denobigenBemerkungengen̈ugt es zu zeigen,dassK r.a. ist, was
wegen /

e� x0&� K 
1� e� 	 x����
�� yT 	 e� x � y�
nachdemProjektionssatzgilt. "

Dieszeigtauch,dassK nicht r.a.ist. Hierausfolgt, dassRA wedergegenKomple-
mentnochgegenAllquantorabgeschlossenist. Ebenfallssiehtmanhiermit,dassREK
wedergegendenExistenz-nochgegendenAllquantorabgeschlossenist.
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14.7 KOROLLAR. (a) Die Klassederr.a.Mengenist wedergegenKomplementnoch
gegendenAllquantorabgeschlossen.

(b) Die KlassederrekursivenMengenist wedergegendenExistenzquantornochge-
gendenAllquantorabgeschlossen.

BEWEIS. (a) NachKorollar 14.6undSatz14.5ist dasKomplementK desr.a.Halte-
problemsK nicht r.a.Da/

e� x0&� K 
2� e� 	 x�!34
657� yT 	 e� x � y�8
 �
y 	 5 T 	 e� x � y�
�

gilt undda 5 T 	 e� x � y� wegendesAbschlussesvon REK gegenKomplementrekursiv
ist, folgt hierausauchder2. Teil derBehauptung.

(b) Da nachdem Projektionssatzjede r.a. Mengedurch Existenzquantifizierung
auseinerrekursiven Mengeentsteht,ist REK nachKorollar 14.6 nicht gegen � ab-
geschlossen.Da derExistenzquantor� vermöge 5 � 5 durchAllquantorundNegation
darstellbarist, kannwegendesAbschlussesgegen 5 dieKlasseREK dannauchnicht
gegendenAllquantorabgeschlossensein. "

Weiter impliziert dies,dassK +9 m K gilt, dadieKlassederr.a.Mengennachunten
gegendie m-Reduktion(aber– wie dasBeispielvon K auchzeigt – nicht gegendie
T-Reduktion)abgeschlossenist.

14.8 LEMMA . Die KlasseRA derr.a.Mengenist gegen
9

m abgeschlossen.D.h. ist B
r.a.undgilt A

9
m B, dannist auchA r.a.

BEWEIS. Gilt A
9

m B via f , soentstehtA ausB durchEinsetzenderrekursivenFunk-
tion f , nämlich

A 	 x�:
 B 	 f 	 x�
���
weshalbdie BehauptungausKorollar14.3folgt. "

Man kannzeigen,dassK zu denschwierigstenProblemenunterdenr.a.Mengen
geḧort,nämlichdasssichjedesanderer.a.Problemeffektiv aufK reduzierenlässt.Man
sagt,K ist vollständigfür die Klassederr.a.Mengen.

14.9 DEFINITION. Sei C eine Klassevon Teilmengenvon
�

. Eine MengeA heißt
m-hart für C, falls �

B � C 	 B 9
m A���

Gilt zus̈atzlich A � C, so heißtA m-vollständig für C. (Entsprechenddefiniert man
T-HärteundT-Vollständigkeit.) "

Sprichtmannur von vollständigenoderhartenMengen,ohnedie Klasseanzuge-
ben,für die die Mengevollständigbzw. hart ist, someintmanstetsdie Klassederr.a.
Mengen.Weitersagtmanstattm-vollständigfür C häufigeinfachC-vollständig.

Im nächstenLemmafassenwir einfache,aberwichtige,Beobachtungen̈ubervoll-
sẗandigeundharteMengenzusammen.

14.10 LEMMA . (a) Ist A m-hart(vollständig)für C, soist A auchT-hart(vollständig)
für C.
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(b) Ist A r-hartfür C undgilt A
9

r B, soist auchB r-hartfür C 	 r � m� T � .
(c) Entḧalt C einenichtrekursiveMenge,soist jeder-harte(unddaherjeder-vollständi-

ge)Mengefür C nicht rekursiv 	 r � m� T � .
(d) Ist C gegenr-Äquivalenzabgeschlossen,soist jedeMenge,diezueinerr-vollständi-

genMengefür C r-äquivalentist, ebenfallsr-vollständigfür C 	 r � m� T � .
BEWEIS. DieseAussagenfolgen direkt ausden elementarenalgebraischenEigen-
schaftenderReduzierbarkeitenundderTatsache,dassA

9
m B auchA

9
T B impliziert."

14.11 SATZ. Die HalteproblemeK, Kd, K0 sindm-vollständig(unddaherT-vollstän-
dig).

BEWEIS. Wegen K � m Kd � m K0 und wegen desAbschlussesvon RA gegen � m

gen̈ugt esK zu betrachten.DassK r.a. ist, wurdebereitsgezeigt.Es gen̈ugt alsodie
m-Härtevon K zuzeigen.

Sei alsoA einer.a.Menge.Wir habenA
9

m K zu zeigen.Hierzuwählenwir ψ �
F(REK) mit A � Db 	 ψ � undeinenIndex e für ψ. Esgilt dann

x � A 
 ψ 	 x�;��
1� e� 	 x����

/
e� x0&� K

weshalbA
9

m K via f 	 x�&�
/
e� x0 . "

Es gibt viele interessanteProblemeauchaußerhalbder Berechenbarkeitstheorie,
die rekursiv aufz̈ahlbarabernicht rekursiv sind.Bei diesenProblemenhandeltessich
um unbeschränkteSuchprobleme, d.h. ProblemeP, für die die Mitgliedschafteiner
Eingabex in P durcheinenZeugeny gesichertwird, dessenGrößemannicht effektiv
beschr̈ankenkann,manaberfür jedenKandidateny effektiv überpr̈ufenkann,oberein
Zeugefür x � P ist. D.h. dasProblemP ist dieProjektionderentscheidbarenMenge

ZP ��� 	 x � y� : y ist Zeugefür x � P �
unddamit(nachChurchscherTheseunddemProjektionssatz)r.a.DenNachweis,dass
mandie Suchenicht effektiv beschr̈ankenkann,führt manmeistdurchm-Reduktion
desHalteproblemsauf P, womit sich dannnicht nur die Unentscheidbarkeitvon P,
sondernzugleichdiem-Vollständigkeit von P ergibt.

Ein Beispielfür ein solchesunbeschr̈anktesSuchproblemin der Mathematischen
Logik ist die MengeB der in einer(hinreichendstarken)TheoriebeweisbarenSätze.
Ein Zeugey für x � B ist hier ein Beweis y von x. Die KorrektheiteinesBeweises
lässtsich effektiv überpr̈ufen,d.h. wir könnenentscheiden,ob y bezeugt,dassx � B
gilt. Für hinreichendstarkeTheorienkannmanaberdie Beweisl̈angennicht effektiv
beschr̈anken.

Im Vorlesungsteil̈uberFormaleSprachenwerdenwir weitereBeispielefür unbe-
schr̈ankteSuchproblemekennenlernen,nämlich die Mengeder Wörter, die in einer
(hinreichendkomplexen)GrammatikeineHerleitungbesitzen.

Obwohl manbei
”
naẗurlichen“ r.a. Problemenin der Regel die Erfahrungmacht,

dasssieentwederrekursiv oderm-vollständigsind,sokannmandennochzeigen,dass
esrekursiv aufz̈ahlbareMengengibt, die wederrekursiv nochvollständigsind.In der
Tat gibt esunendlichviele Unlösbarkeitsgradevon r.a. Mengen,d.h. unendlichvie-
le zueinandernicht r-äquivalenter.a. Mengen 	 r � m� T � . Die Untersuchungdieser
Unlösbarkeitsgradeist einzentralesForschungsgebietin derBerechenbarkeitstheorie.

Der Projektionssatzlässtsichwie folgt verscḧarfen:
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14.12 SATZ. (SATZ VON MATIJASEVIČ) Eine MengeA
��� n ist genaudannrekur-

siv aufz̈ahlbar, wennes ein k < 1 und Polynomep1 und p2 in n # k Variablenmit
Koeffizientenin

�
gibt, sodass�

x � A 
=� �y � � k 	 p1
	 �x � �y�&� p2

	 �x � �y�
� (14.2)

für alle
�
x � � n gilt.

Da die Relationp1
	 �x � �y��� p2

	 �x � �y� primitiv rekursiv ist, ist nachdemProjektions-
satzjedegem̈aß(14.2)definierteMengeA r.a.Die Umkehrungist sehrviel schwieriger
zu zeigenundwir wollenhier aufdenBeweisverzichten.Der Satzvon Matijasevič ist
ber̈uhmtalsnegativeLösungzudemZehntenHilbertschenProblem, dasmanwie folgt
formulierenkann:

Gibt eseinenAlgorithmus,der für beliebigePolynomenp1
	 �x� und p2

	 �x�
in k < 1 Variablenmit Koeffizientenaus

�
feststellt,ob die Gleichung

p1
	 �x�!� p2

	 �x� eineLösung
�
x � � k besitzt?

(Urspr̈unglich betrachteteHilbert sog.Diophantische Gleichungssysteme,d.h. endli-
cheSystemevon Polynomgleichungenwie oben,wobei jedochdie Koeffizientenaus>

seindürfen.JedessolcheSystemkannjedochin eineGleichungw.o. effektiv über-
setztwerden,ohnedie Lösbarkeitzu ver̈andern.)

Der Satzvon Matijasevič zeigt (mit ChurchscherThese),dassessolcheinenAl-
gorithmusnicht gebenkann.Hierzuwählt maneinenichtrekursive r.a.MengeA

���
(z.B. Kd) und ein Darstellungvon A gem̈aß(14.2). Für jedeZahl m kannmandann
effektiv diePolynomep1 ?m undp2 ?m angeben,diemanausp1 undp2 erḧalt,wennman
dortdieVariablex durchmersetzt.Esgilt dannaber, dassmgenaudannin A ist, wenn
die Gleichungp1 ?m 	 �y�&� p2 ?m 	 �y� eineLösungbesitzt.Der von Hilbert gesuchteAlgo-
rithmuswürdedaherein Entscheidungsverfahrenfür A liefern,dasesabernachWahl
von A nichtgebenkann.

Zum AbschlussdiesesAbschnittsgehenwir nochkurz aufdiearithmetischeHier-
archie ein.Wir habengesehen,dassdieKlassederr.a.MengengegendieJunktoren@
und&, nicht abergegendie Negation 5 abgeschlossenist. Weitergilt der Abschluss
gegendenExistenzquantor, abernicht gegendenAllquantor. Schließtmandie Klasse
der r.a. Mengennunzus̈atzlich gegenNegationundAllquantor ab,soerḧalt mandie
KlassedersogenanntenarithmetischenMengen. DurchlogischeOperationenlässtsich
jedearithmetischeMengeA in Pr̈anexnormalformdarstellen,d.h.�

x � A 
 � y1
�
y2 � �A� Qyn

	
	 �x � �y��� B� (14.3)

wobei die Quantorenin demPr̈afix alternierenund B eine rekursive Mengeist. Hat
A eineDarstellung(14.3) mit n Quantoren,so sagtman,dassA eine Σn-Mengeist.
BesitztA einedualemit einemAllquantorbeginnendeDarstellung,so ist A eineΠn-
Menge.(Wie mansich leicht überlegt, ist A genaudanneineΣn-Menge,wennA eine
Πn-Mengeist.) Man kanndannzeigen,dassmanhierdurcheineechteHierarchieder
arithmetischenMengenentḧalt:

Σ1 B Σ1 . Π1 B Σ2 B Σ2 . Π2 B Σ3 � � �
Diese wird die arithmetischeHierarchiegenannt.Wegen des Projektionssatzesbe-
stehtΣ1 geradeausdenr.a. Mengen.JedeKlasseΣn besitzteinevollständigeMen-
ge,nämlichdenweiterobendefiniertenn-tenJump /0 C nD . (Wir verzichtenhier auf den
Beweis.)



14 REKURSIV AUFZÄHLBARE MENGEN 99

Die ArithmetischeHierarchieist einwichtigesHilfsmittel zurKlassifikationunent-
scheidbarerMengen.

”
Natürliche“ unentscheidbareProblemesind in der Regel voll-

sẗandigfür eine(meistniedrige)StufedieserHierarchie.Beispielefür Σ1-vollständige
(d.h. RA-vollständige)Mengenhabenwir obenschonkennengelernt.DasTotalitäts-
problem

TOT �E� e : � e� total�
ist z.B. Π2-vollständig,währenddasRekursivitätsproblem

REK ��� e : We rekursiv �
Σ3-vollständigist.Wir verzichtenhieraufdieHärtebeweiseundzeigenlediglichTOT �
Π2 und REK � Σ3. Hierzu beschreibenwir dieseMengenformal (wobeiwir im Fall
von REK Satz14.5benutzen)undformenin Pr̈anexnormalformum:

e � TOT 
 � e� total
 �
x 	 � e� 	 x�&�F�
 �
x� y 	 T 	 e� x � y���

e � REK 
 We rekursiv
 � x 	 We � Wx �
 � x
�

y 	 y � We 
 y +� Wx �
 � x
�

y 	
G y � We @ y � WxH & 5 G y � We & y � WxH �
 � x
�

y 	
G � u1T 	 e� y� u1 �I@J� u2T
	 x � y� u2 � H

& 5 G � v1T 	 e� y� v1 � & � v2T 	 x � y� v2 � H �
 � x
�

y 	 � u G T 	 e� y� u�I@ T 	 x � y� u� H
& 57� v G T 	 e� y� 	 v� 1 � & T 	 x � y� 	 v� 2 � H �
 � x

�
y 	 � u G T 	 e� y� u�I@ T 	 x � y� u� H

&
�
v G 5 T 	 e� y� 	 v� 1 �I@K5 T 	 x � y� 	 v� 2 � H �
 � x

�
y
�
v� u 	
G T 	 e� y� u�I@ T 	 x � y� u� H

& G 5 T 	 e� y� 	 v� 1 �F@J5 T 	 x � y� 	 v� 2 � H �
 � x
�

z� u 	�G T 	 e� 	 z� 1 � u�I@ T 	 x � 	 z� 1 � u� H
& G 5 T 	 e� 	 z� 1 � 	 z� 2 ? 1 �I@K5 T 	 x � 	 z� 1 � 	 z� 2 ? 2 � H �

DerNamederKlassederArithmetischenMengenstammtausderMathematischen
Logik: Die arithmetischenMengensind genaudiejenigen,die man in einemforma-
len Systemder Arithmetik definierenkann,wobeisolchein Systemauf der Pr̈adika-
tenlogik ersterStufebasiertundzus̈atzlich mathematischeAxiome zur Beschreibung
dernaẗurlichenZahlenentḧalt. (Dies folgt unmittelbarausdemSatzvon Matijasevič,
war aberschonviel früherbekannt.)Dasvon Hilbert amAnfangdesJahrhundertsbe-
gründeteHilbertscheProgrammhattezumZiel, die Mathematikzu formalisieren,um
dieseauf einesichereBasiszu stellen.Gödel mit seinember̈uhmtenUnvollständig-
keitssatzhatjedochgezeigt,dassdiesnichtvollständiggelingenkann:Esgibt keinwi-
derspruchsfreiesformalesSystemderArithmetik, in demalle wahrenSätzederArith-
metik herleitbar, d.h.beweisbar, sind.GödelgelangdiesdurchGödelisierungdesSy-
stemszu zeigen.HierdurchwerdenSätzenZahlenzugeordnet,weshalbdie Aussage,
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dasseinSatzwahroderbeweisbarist, in einzahlentheoretischesPr̈adikatübergeht.Da-
herkannmanAussagen̈uberdasSystemdurchAussagenin demSystemausdr̈ucken
und damit die logischenEbenenverschmelzen.Gödel benutztedies,um einenSatz
zu definieren,der(zu Recht)seineeigeneUnbeweisbarkeitim Systembehauptet,und
der damit wahraberunbeweisbarist. BerechenbarkeitstheoretischkannmandasUn-
vollständigkeitsphänomendurchdieAnalysederKomplexitätderbeweisbarenundder
wahrenSätze(d.h.genauerderenGödelnummern)nachweisen:Für jedesSystembildet
die KlassederbeweisbarenSätze(wie schonobenbemerkt)einer.a.Menge,während
– wie von Tarski gezeigtwurde– die Mengeder wahrenSätzeder Arithmetik noch
nichteinmaleinearithmetischeMengeist.


