14. Rekursiv aufzahlbare Mengen

In diesemAbschnittfassenwir einige Eigenschafterder rekursiv aufzahlbaren—
d.h.dernachChurchschefhese(effektiv) aufzahlbaren- Mengenzusammenin Ko-
rollar 11.8haberwir schongesehenjasses, universellé rekursiv aufzahlbareviengen
gibt. Wir zeigenhier zurachst,dasssich die verschiedeneim Abschnitt2 erhaltenen
Charakterisierungeder aufzahlbarenMengenentsprechenélir die rekursiv aufzahl-
barenMengennunstrengbeweisenlassen(Man solltedie dortgegebenerBeweisemit
denfolgendenformalenBeweisenvergleichen.)Im FolgendenbezeichnerREK und
RA dieKlassenderrekursivenbzw r.a.Mengen.

14.1 Satz. (ProjektionssatzJFiir eine MengeA C N" sind folgendeAussageraqui-
valent:

(i) Aistrekursiv aufzihlbar
(i) A istdie Projektioneiner(primitiv) rekursienMengeB C N™1, d.h.

VXeN"(Xe A< JyeN((Ry) €B)).

BEWEIS. Zum Nachweisvon , (i) = (ii)“ sei A der Definitionsbereichder partiell
rekursivenFunktiony(™ . Fiir einenindex e vony gilt dannnachdemNormalformsatz

XEA S YR < Fy(T(eRY)),

d.h.Aist die Projektionder primitiv rekursvenMengeB = {(X,y) : T(e,X,y)}.
Zum BeweisderUmkehrung,(ii) = (i)* seiA die ProjektionderrekursivenMenge
B. Dannist

B(X) = kY(B(XY)) = ky(cg) (%)
partiell rekursiv und A= Db(). ]

StatteinfacherProjektionenn+ 1)-stelligerrekursiver Mengenkannmanim Pro-
jektionssatauchmehrfacheProjektionermehrstelligerekursiver Mengenbetrachten,
d.h.dieKlasseRA derr.a.Mengenist geggendenExistenzquantoabgeschlossen:

14.2 KOROLLAR. IstB C N™! r.a.undA die ProjektionvonB, soist A ebenfalls.a.
BEwEls. NachdemProjektionssatgibt eseinerekursive MengeC C N™2 mit

(X,y) €B = 3z((X,y,2) € C)
undnachAnnahme

XeA & 3y((Xy) €B).
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Hierausfolgt

XeA & 3Fy3dz((Xy,2€C)
& V(X (V)1,(v)2) €C).

D.h. Aistdie ProjektionderrekursivenMenge
C={(xV): (% (V)1,(v2) €C}
unddamitnachdemProjektionssatrekursiv aufZzahlbar a

Mit demProjektionssatiibertragersichaucheineReihevon Abschlusseigenschaf-
tenderrekursivenMengenauf die r.a.Mengen.

14.3 KOROLLAR. Die KlasseRA derr.a. Mengenist abgeschlossegegen Vereini-
gung(Disjunktion), Durchschnit{Konjunktion), Einsetzertotalrekursiver Funktionen
undgegenbeschénkteQuantoren.

BEWEIS. Man benutzt,dassmandie genannterDperatoremmit demExistenzquantor
vertauschekann.Wir begniigenunsmit einemBeispiel,namlichdemAbschlussson
RA gegenden DurchschnittAndereFalle werdenin den UbungenbehandeltSeien
A1,A2 C N r.a., also nachdem Projektionssatalie Projektionenrekursiver Mengen
B1, By. Fur denDurchschnittd; N Ay derMengengilt dann

XEAINA & XEA&XEA
< (X y1) € Br) & Jy2((x,Y2) € Bp)
& Fy1y2((Xy1) €B1& (X Y2) € Bp)

wobeidie Matrix derletztenFormelrekursv ist, alsoA; N Ay nachSatz14.1und Ko-
rollar 14.2r.a.ist. ]

Wie wir weiteruntenseherwerdenjst RA jedochwedergegenKomplementnoch
gegendenAllguantorabgeschlossels Nachstegebernwir die (haufigals Definition
gewahlte) Charakterisierungerr.a. MengeniiberAufzahlungsfunktioneian.

14.4 SaTz. FireineMengeA C N sindfolgendeAussageréiquivalent:
(i) Aistrekursiv aufzihlbar

(i) A istleeroderA ist der Wertebereicteinerl-stelligentotal rekursiven Funktion
liberN.

(iii) A ist derWertebereicteinerl-stelligenpartiell rekursiven Funktioniiben\.

BEWEIS. Wir zeigendie Implikationen(i) = (ii) = (iii) = (i).
(i) = (ii). SeiA# 0r.a.undz € A. NachdemProjektionssatist A Projektioneiner
rekursvenMengeB. Die Funktion

f(x):{ (X1 falls  ((¥)1,()2) €B

2 sonst

ist danntotal rekursiv und A= Wb(f).
(i) = (iii). Ist A# 0, soist die Behauptungrivial, und A = 0 ist Wertebereichder
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nirgendsdefiniertenpartiell rekursiven Funktionp(C?).
(i) = (i). SeiA=Wb(y) undseieeinIndex von . Danngilt

XEA & Ty(Wy) =X

< y({ely) =x) (14.1)
& dydz(T(ey,2 &U(z) =X)

weshalbA nachSatz14.1undKorollar 14.2r.a.ist. m|

Die Beziehungerzwischendenr.a. und den rekursiven Mengenbeschreibtder
nachsteSatz:

14.5 SATz. Eine MengeA ist genaudannrekursi, wennA selbstund dasKomple-
mentA von A rekursis aufzihlbarsind.

BEWEIS. SeizunachstA rekursiv. Danngilt
XeEA & Fy(XeA
weshalbA ProjektionderrekursvenMenge
B={(Xy): XeA}

unddaherr.a.ist. Dadie KlassederrekursvenMengerngegenKomplementbgeschlos-
senist, gilt ebensodassA r.a.ist.

Sind umgekehrtA und A r.a., so wahlt manrekursive MengenB; und B, deren
ProjektionenA undA sind.Esgilt dann

XeEA & (Xyx) €B1 fur yx=py((Xy) € BiUBy)
d.h.
Ca(X) = ca, (X, uy((X y) € BLUBy))

worausdie Rekursvitat von A aufgrundder Abschlusseigenschafteron F(REK)
folgt. |

Satz14.5zeigtinsbesonderajassjederekursive Mengeauchrekursv aufzahlbar
ist. Dassdie Umkehrungnicht gilt, ergibt sichausder NichtrekursvitatdesHaltepro-
blems.

14.6 KOROLLAR. Die KlasseREK der rekursizen Mengenist echtenthaltenin der
KlasseRA derrekursi aufzihlbarerMengen.DasHalteproblenK ist ein Beispielfiir
einer.a.Menge,die nichtrekursi ist.

BeEwEls. NachdenobigenBemerkungergeriigt es zu zeigen,dassK r.a. ist, was
wegen

(ex) eK & {e}(x)l& IyT(exy)
nachdemProjektionssatgilt. O

Dieszeigtauch,dassK nichtr.a.ist. Hierausfolgt, dassRA wedergegenKomple-
mentnochgegenAllqguantorabgeschlosseist. Ebenfallssiehtmanhiermit, dassREK
wedergegendenExistenz-nochgegendenAllquantor abgeschlosseist.
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14.7 KOROLLAR. (@) Die Klassederr.a. Mengenist wedergegenKomplemenhoch
geagendenAllquantorabgeschlossen.

(b) Die Klassederrekursizen Mengenist wedergegenden Existenzquantonochge-
gendenAllquantorabgeschlossen.

BEWEIS. (a) NachKorollar 14.6und Satz14.5ist dasKkomplemenK desr.a. Halte-
problemsK nichtr.a.Da

(ex) €K& {e}(x) t& -TyT(exy) & Vy(-T(exy))

gilt undda—T (e, x,y) wegendesAbschlusseson REK gegenKomplementekursv
ist, folgt hierausauchder?2. Teil derBehauptung.

(b) Da nachdem Projektionssatiede r.a. Menge durch Existenzquantifizierung
auseinerrekursiven Mengeentstehtjst REK nachKorollar 14.6 nicht geggen 3 ab-
geschlosserDa der Existenzquantof vernbge —v— durchAllquantorund Negation
darstellbaiist, kannwegendesAbschlussegegen— die KlasseREK dannauchnicht
gegendenAllquantorabgeschlossesein. O

Weiterimpliziert dies,dassK < K gilt, dadie Klassederr.a. Mengennachunten
gegendie mReduktion(aber— wie dasBeispielvon K auchzeigt— nicht gegendie
T-Reduktion)abgeschlosseist.

14.8 LEMMA. Die KlasseRA derr.a. Mengenist gegen<, abgeschlossem.h. istB
ra.undgilt A <m B, dannist auchA r.a.

BEwEIS. Gilt A<nyByvia f, soentstehtA ausB durchEinsetzerderrekursivenFunk-
tion f, namlich

A(X) & B(f(x)),
weshalbdie BehauptungusKorollar 14.3folgt. O

Man kannzeigen,dassK zu denschwierigsterProblemerunterdenr.a. Mengen
gelort, namlichdasssichjedesandere.a.Problemeffektiv aufK reduziereasstMan
sagt,K ist vollstandigfur die Klassederr.a.Mengen.

14.9 DEFINITION. Sei C eineKlassevon Teilmengenvon N. Eine Menge A heil3t
m-hart fur C, falls

VBEC(B<mA).

Gilt zusatzlich A € C, so heil3t A mvollstandig fur C. (Entsprechendlefiniert man
T-Harte und T-\olIstandigkeit) a

Sprichtmannur von vollstandigenoderhartenMengen,ohnedie Klasseanzuge-
ben,fur die die Mengevollstandigbzw hartist, so meintmanstetsdie Klassederr.a.
Mengen Weiter sagtmanstattm-vollstandigfiur C haufigeinfachC-vollstandig.

Im nachsteremmafasserwir einfache aberwichtige, Beobachtungeiibervoll-
standigeundharteMengenzusammen.

14.10 LEMMA. (a) IstA m-hart(vollstandig)fiir C, soist A auchT -hart(vollstandig)
furC.
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(b) IstAr-hartfiirC undgilt A<, B, soistauchB r-hartfir C (r = m, T).

(c) EnthéltC einenichtrekursveMenge,soistjeder -harte(unddaheijeder -vollstandi-
ge)Mengefir C nichtrekursi/ (r = m,T).

(d) IstC gegenr-AquivalenzabgeschlosserpistjedeMenge,die zueinern -vollstandi-
genMengefir C r-aquialentist, ebenfalls -volistandigfiir C (r = m,T).

BEwEIS. Diese Aussagerfolgen direkt aus den elementareralgebraischerigen-

schafterderReduzierbarkeitennd der TatsachedassA <m B auchA <t B impliziert.
]

14.11 Satz. Die Halteproblemé, Ky, Ko sindm-vollstandig(unddaherT -vollstan-
dig).

BEwWEIS. WegenK =n, Kq =m Ko und wegen des Abschlussexvon RA gegen —p,
geriigt esK zu betrachtenDassK r.a. ist, wurde bereitsgezeigt.Es geriigt alsodie
m-Hartevon K zu zeigen.

SeialsoA einer.a. Menge.Wir habenA <m K zu zeigen.Hierzuwahlenwir y €
F(REK) mit A= Db()) undeinenindex e fur . Esgilt dann

XeAs Yl {et(¥) e (ex)eK
weshalbA <, K via f (x) = (e, x). ]

Es gibt viele interessantéroblemeauchaufierhaltder Berechenbarkeitstheorie,
die rekursiv aufZAhlbarabernicht rekursv sind. Bei diesenProblemerhandeltessich
um unbesbrankte Sutiprobleme d.h. ProblemeP, fur die die Mitgliedschafteiner
Eingabex in P durcheinenZeugery gesicherwird, desserGroRemannicht effektiv
beschankenkann,manaberfur jedenKandidatery effektiv Uiberpfifenkann,oberein
Zeugefur x € Pist. D.h. dasProblemP ist die Projektionderentscheidbarelenge

ZP = {(x,y) : yist Zeugefur x € P}

unddamit(nachChurchschemheseunddemProjektionssatz).a. DenNachweisdass
mandie Suchenicht effektiv beschankenkann,fihrt manmeistdurchm-Reduktion
desHalteproblemsauf P, womit sich dannnicht nur die Unentscheidbarkeiton P,
sonderrzugleichdie m-Vollstandiglkeit von P ergibt.

Ein Beispielfur ein solchesunbeschiinktesSuchproblenin der Mathematischen
Logik ist die MengeB derin einer (hinreichendstarken)TheoriebeweisbarenSatze.
Ein Zeugey fur x € B ist hier ein Beweisy von x. Die KorrektheiteinesBeweises
lasstsich effektiv Uberpiifen, d.h. wir kbnnenentscheidenob y bezeugtdassx € B
gilt. Fur hinreichendstarkeTheorienkannman aberdie Beweislangennicht effektiv
beschanken.

Im Vorlesungsteiliber FormaleSpracherwerdenwir weitereBeispielefur unbe-
schiénkte Suchprobleméennenlernennamlich die Menge der Worter, die in einer
(hinreichendkomplexen) GrammatikeineHerleitungbesitzen.

Obwohlmanbei ,natirlicherf r.a. Problemerin der Regel die Erfahrungmacht,
dasssie entwederekursiv oderm-vollstandigsind, sokannmandennocteeigen,dass
esrekursiv aufZahlbareMengengibt, die wederrekursv nochvollstandigsind. In der
Tat gibt esunendlichviele Unlosbarkeitsgradeon r.a. Mengen,d.h. unendlichvie-
le zueinandemicht r-aquialenter.a. Mengen(r = m, T). Die Untersuchungdieser
Unlosbarkeitsgradist ein zentralesorschungsgebien derBerechenbarkeitstheorie.

Der Projektionssatasstsichwie folgt versclarfen:
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14.12 SATZ. (SATZ VON MATIJASEVIC) Eine MengeA C N" ist genaudannrekur
siv aufzhlbar wennesein k > 1 und Polynomepy und py in n+ k Variablenmit
Koeffizientenin N gibt, sodass

ReAe I e N PR Y) = p2(R.Y)) (14.2)
furallex € ™" gilt.

Dadie Relationps(X,¥) = p2(X,y) primitiv rekursv ist, ist nachdemProjektions-
satzjedegenaf3(14.2)definierteMengeAr.a.Die Umkehrungst sehrviel schwieriger
zu zeigenundwir wollen hier auf denBeweisverzichten Der Satzvon Matijasevi€ ist
berihmtalsnegative Ldsungzu demZehnterHilbertschenProblem dasmanwie folgt
formulierenkann:

Gibt eseinenAlgorithmus,der furr beliebigePolynomenps (X) und pz(X)
in k> 1 Variablenmit KoefizientenausN feststellt,ob die Gleichung
p1(X) = p2(X) eineLdsungk € NK besitzt?

(Urspringlich betrachteteHilbert sog. Diophantiste Gleichungssystemael.h. endli-
che Systemevon Polynomgleichungemwie oben,wobeijedochdie Koeffizientenaus
7 seindurfen. JedessolcheSystemkannjedochin eineGleichungw.o. effektiv tiber
setztwerden,ohnedie Losbarkeitzu verandern.)

Der Satzvon Matijasevi€ zeigt (mit ChurchscheiThese),dasses solcheinenAl-
gorithmusnicht gebenkann.Hierzuwahlt maneinenichtrekursve r.a. MengeA C N
(z.B. Kg) und ein Darstellungvon A germéR3 (14.2) Fur jede Zahl m kannmandann
effektiv die Polynomep: m und p2 m angebengdie manausp; und pp erkalt, wennman
dortdie Variablex durchmersetzt Esgilt dannaber dassm genaudannin A ist, wenn
die Gleichungpi m(¥) = p2,m(¥) eineLdsungbesitzt.Der von Hilbert gesuchteAlgo-
rithmuswirdedaherein Entscheidungsarfahrerfir A liefern, dasesabernachWahl
von A nichtgeberkann.

Zum AbschlusgdiesesAbschnittsgehenwir nochkurz aufdie arithmetishe Hier-
archie ein. Wir haberngesehendassdie Klassederr.a. Mengengegendie Junktorenv
und &, nichtabergegendie Negation— abgeschlosseist. Weiter gilt der Abschluss
gegendenExistenzquantorabernicht gggendenAllguantor. Schliel3tmandie Klasse
derr.a. Mengennun zusatzlich gegen Negationund Allquantor ab, so erhalt mandie
KlassedersogenanntearithmetistienMengenDurchlogischeOperationemasstsich
jedearithmetischeMengeA in Pranexnormalformdarstellend.h.

XEA & Fy1Vyr...Qwn((X,Y) € B) (14.3)

wobei die Quantorenin dem Préafix alternierenund B eine rekursive Mengeist. Hat
A eine Darstellung(14.3) mit n Quantorenso sagtman, dassA eine Zy-Mengeist.
BesitztA einedualemit einemAllquantor beginnendeDarstellung soist A einelMp-
Menge.(Wie mansichleicht tiberlegt, ist A genaudanneine Z,-Menge,wennA eine
Mn-Mengeist.) Man kanndannzeigen,dassmanhierdurcheine echteHierarchieder
arithmetischemMengenenttalt:

21C21UMNC 3 C Ul C 23...

Diesewird die arithmetischeHierarchie genannt.Wegen des Projektionssatzebe-
steht>; geradeausdenr.a. Mengen.JedeKlasseZ,, besitzteine vollstandigeMen-
ge, namlich denweiter obendefiniertenn-ten Jump@[™. (Wir verzichtenhier auf den
Beweis.)
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Die ArithmetischeHierarchieist einwichtigesHilfsmittel zur Klassifikationunent-
scheidbareMengen., Natirlicheé unentscheidbarBroblemesind in der Regel voll-
standigfur eine(meistniedrige)StufedieserHierarchie Beispielefur Z,-vollstandige
(d.h. RA-vollstandige)Mengenhabenwir obenschonkennengelerntDas Totalitats-
problem

TOT = {e: {e} total}
ist z.B. M»-vollstandig,wahrenddasRekursvitatsproblem
REK = {e: W, rekursi}

> 3-vollstandigist. Wir verzichterhieraufdie HartebeveiseundzeigerediglichTOT ¢
M2 und REK € Z3. Hierzu beschreibenvir dieseMengenformal (wobeiwir im Fall
von REK Satz14.5benutzen)indformenin Pranexnormalformum:

ec TOT & {e} total

& Vx({et(x) 1)
< YAY(T (e x,y))

ec REK < W, rekursv
HX(We:V_VX)
IXvy(y € We & y & W)
IXVY([y eWeVy € W & =y € We & y € W])
AxYy([BurT (e y, u1) vV IuaT (X, Y, U2)]
& —[AnT(ey,v1) & T (XY, V2)])

< VYT (e y,u) VT(XY,U)]

& -[T(ey, (V1) & T(x Y. (V)2))
< VYT (e y,u) VT(XY,U)]

& W=T(ey, (V)1) V=T(x Y, (V)2)])
< IYWAU([T (e y,u) vV T(X, Y, U)]

& [=T(ey, (V)1) V=T(x Y, (V)2)])
& WVAU([T (e (2)1,u) VT(X (2)1,U)]

& [~T(e (21, (221) V-T(X (21, (2)22)])

&
=
&
=

DerNamederKlassederArithmetischerMengenstammtausder Mathematischen
Logik: Die arithmetischerMengensind genaudiejenigen,die manin einemforma-
len Systemder Arithmetik definierenkann, wobei solchein Systemauf der Pradika-
tenlogik ersterStufe basiertund zusatzlich mathematischéxiome zur Beschreibing
dernatirlichenZahlenenthlt. (Dies folgt unmittelbarausdemSatzvon Matijasevic,
war aberschonviel fruherbekannt.)Dasvon Hilbert am Anfang desJahrhundertbe-
grundeteHilbertsche Programmbhattezum Ziel, die Mathematikzu formalisieren,um
dieseauf eine sichereBasiszu stellen. Godel mit seinemberihmtenUnvollstandig-
keitssathatjedochgezeigtdasgdiesnichtvollstandiggelingenkann:Esgibt kein wi-
derspruchsfreiefbrmalesSystenmder Arithmetik, in demalle wahrenSatzeder Arith-
metik herleitbar d.h. bewveisbay sind. Gddel gelangdiesdurchGodelisierungdesSy-
stemszu zeigen.HierdurchwerdenSatzenZahlenzugeordnetweshalbdie Aussage,
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dassein Satzwahroderbeweisbarist, in einzahlentheoretisché¥adikatubeigeht.Da-
herkannmanAussageruberdasSystemdurchAussagenn demSystemausdiicken
und damit die logischenEbenenverschmelzenGodel benutztedies, um einen Satz
zu definierender (zu Recht)seineeigeneUnbaveisbarkeiim Systembehauptetund
der damitwahraberunbaveisbarist. BerechenbarkeitstheoretiskannmandasUn-
vollstandigkeitspanomerdurchdie AnalysederKomplexitatderbeweisbarerundder
wahrenSatze(d.h.genauederenGodelnummernhachweisenFir jedesSystembildet
die Klasseder beweisbarerSatze(wie schonobenbemerkt)einer.a. Menge, wahrend
— wie von Tarski gezeigtwurde — die Mengeder wahrenSatzeder Arithmetik noch
nichteinmaleinearithmetischeMengeist.



