13. Reduktionsmethode und rekursive
Reduzierbarkeiten

Der Nachweisder Unentscheidbarkeieiner Menge mit Hilfe der Diagonalisie-
rungsmethodé&annmituntersehrschwierigsein,weshalbmansich andereMethoden
ausgedachhat. Die wichtigste Technikist hier die Reduktionsmethodéan zeigtdie
UnentscheidbarkeiinerMengeA mit Hilfe einerbereitsals unentscheidbanachge-
wiesenerMengeB, indemmanamgumentiertdassein hypothetischegntscheidungs-
verfahrerfur Ain ein (unmbgliches)Entscheidungsarfahrenfir B umgevandeltwer-
denkann.In anderetWorten,manzeigt,dassmanB effektiv ausA gevinnenkann,d.h.
intuitiv, dassA mindestengienausschwerwie B und daherebenfallsunentscheidbar
ist.

B<ett A & Bistrelativzu A entscheidbar
d.h.ausderExistenzeines(hypothetischen)
Entscheidungsrfahrengur A folgt die
ExistenzeinesEntscheidungsarfahrengir B

Im einfachsteriall gilt, dassB soin A kodiertist, dasssichjedelnstanzvon B aufeine
Instanzvon A reduziereriasst,d.h. dasseseineberechenbarBunktion f gibt mit

XeB & f(x) €A

Die hypothetisch&ntscheidbarkeiton A liefert dannfolgendes€ntscheidungsrfah-
renfur B: Bei Eingabex berechneuriichstf (x) undentscheidelann,ob f (x) € Aqgilt.

Falls diesderFall ist, gebedA aus,sonstNEIN. Formalisiertwird diesereinfachefall

einer Reduktiondurchdie sogenanntenary-one-Reduzierbarkeitlie wir hier — wie
ublich—nur fur 1-stelligeMengennatirlicher Zahleneinfuhren.

13.1 DEFINITION. SeienA, B C N. A ist many-one-(m-jgduzierbart auf B, wennes
einel-stelligetotal rekursive Funktion f gibt mit

vneN(ne A< f(n) €B).

Wir sagenin diesemFall auch,dassA auf B vernge (odervia) f m-reduzierbatist
undschreiberA <py, B (via f).

Man beachtedassA <m B via f impliziert, dassA = f~1(B) = {x: f(x) € B},
weshalbA durchB und f eindeutigbestimmtist.

13.2 LEMMA. EsseienA B C N Mengenmit A <m B. Danngilt:

1Dpurch den Begriff many-onesoll der funktionale Charakterder Reduktionausgediickt werden.Da f
nicht injektiv sein muss,kénnenhierbeiviele Instanzernx von A auf eine Instanz f(x) von B abgebildet
werden.Verlangtmanzusatzlich,dassf injektiv ist, soerhalt maneineone-one-Redution.
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(i) Falls A nichtrekursi ist, soist auchB nichtrekursi.

(i) Falls B rekursi ist, soist auchA rekursi.
BEwEIS. Die Aussagsd(i) folgt logischaus(ii) (Kontrapositia). Es geriigt daher(ii)
zu zeigen EsgeltealsoA <y, B via f undB seirekursi. Danngilt ca(x) = ca(f (X)),

d.h.ca = cg(f). Dacg und f rekursi sind, ist daherauchca und damit A ebenfalls
rekursv. O

Teil (i) vonLemmal3.2formalisiertdie obenbeschriebeneReduktionsideewir
gebenrein Beispiel:

13.3 Satz. Das diagonaleHalteproblemKy und dasinitiale HalteproblemKg sind
nichtrekursi.

BEwEIS. DadasallgemeineHalteproblenK nichtrekursv ist, geriigtesnachLemma
13.2K <m Kgq und K <m Ko zu zeigen.Wir miissenalso eine rekursive Funktion f
angebenmit

{e}(¥) L= {f((ex)}(f((ex))} bzw {e}(x) | {f((ex)}(0){

D.h.intuitiv, dasswir eine Transformationf findenmiissengdie ein ProgrammP und
eine Eingabex fur P auf ein ProgrammP' = f (P, x) abbildet,dasauf sich (d.h. seine
Kodierung)bzw aufdie 0 angesetzggenaudannterminiert,wennP bei Eingabex ter-
miniert. Hierfur geeigneist dasProgrammP’, das— unablangigvon seinerEingabe-
dasProgramnP beiEingabex simuliert. TerminiertalsoP bei Eingabex, soterminiert
P' fur jedeEingabe(alsoinsbesonderéir die geforderterEingabenunddivermgiert P
bei Eingabex, so divemiert P’ fiir jede Eingabe alsowiederuminsbesonderéir die
geforderterEingaben.

Formal definiertman f mit Hilfe der Tatsachedass mit ¢ = {e} eine Godel-
nummerierungon F(REK) ist: Sei(? definiertdurch

W(zy) ={(21}((22) = ¢((9)1,(2)2).

Dannist Y partiell rekursi, day explizit Uberd undder primitiv rekursiven Projekti-
onsfunktionfir kodierteFolgendefiniertist, undesgilt fur alle e, x,y € N, dass

Wex (Y) = {e}(¥).

Istalsof die rekursive Ubersetzungsfunktiowon g nach¢, sogilt

{F({eX)}(Y) = Ot ((exp)(¥) = Wiex (Y) = {e}(¥),
also

{f(ex)} Vi {ef(X e (ex) eK
furalley € N. Wahltmany = f({e,x)) bzw. y= 0, sozeigtdies,dass
f(ex) eKyg < f((eX) eKo < (ex) €K

weshalbK <m Kq via f undK <y Kg via f. m]

Die mReduzierbarkeiist einePraordnungerlaubtalsoeineKlassifizierungvon Men-
gennachihrer (relativen) Schwierigkeit:
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13.4 LEMMA. Die Relation<mC N x N ist einePraordnunggd.h. reflexiv undtransi-
tiv.

BEWEIS. Esqgilt A<mAviaf = Ull. ZumNachweider Transitvitat,seienA B,CC N
undf,ge€ F(REK) gegebensodassA <y Bvia f undB <, Cviag. Danngilt A<y, C
viag(f). ]

13.5 DEFINITION. Zwei MengenA, B C N heil3enmany-ong(m-) aquivalent(A =
B), falls A <m BundB <m Agilt.

Aus Lemma13.4 folgt, dassdie m-Aquivalenzeine Aquivalenzrelatiorist, d.h.
reflexiv, symmetrischundtransitiv ist.

13.6 LEMMA. Die m-Aquivalenz=n, ist eineAquivalenzrelation. o

AquivalenteMengensind, grobgesprochengleichschwerMan nenntdie m-Aqui-
valenzklassedaherauchdie (m-)Unlosbarkeitsgade d.h.

degn(A) = {B: B=mA}

istderm-Gradvon A. (Die Bezeichnungleg kommtvondemEnglischerdegree.)Bei-
spielefur aguvalenteMengensind zum einendie Halteprobleme(s.u.),zum anderen
die rekursivenMengen# N, 0 (s. Ubungen).

13.7 SATZ. K = Ky =m Kop.

BEweEISs. Da wir im Beweisvon Satz13.3 bereitsK <p Kq und K <m Ko gezeigt
haben geriigt eszu zeigen,dassKy <m K und Ko <n, K gilt. Dies gilt abervermbge
derReduktionsfunktioenf (e) = (e, e) bzw g(e) = (e, 0). O

Fur die meistenAnwendungerreicht die mary-one-Reduzierbarke#dus,obwohl
siedie folgenderbeidenEinschankungerbesitzt:Gilt A <m B via f, sogeschiehtie
Beantwortungder Frage,ob x € A, UiberdenZugriff auf B mit Hilfe nur einer Frage
anB (namlich,, f(x) € B?) und zudemwird dieseFragepositivausgevertet(d.h. ist
f(x) € B (f(x) ¢ B), sogilt auchx € A (x ¢ A)). In einerallgemeinereffektiven Re-
duktion von A auf B geriigt esjedoch,dassdurch endlichviele effektiv ausgavahlte
Fragenan B, die beliebig effektiv ausgavertetwerdenkodnnen,die Frage,ob x € A
gilt, beantwortetwverdenkann. (Dabei darf sogareine Fragean B von der Antwort
auf die vorhegehenderrragenan B abtangengd.h. die Fragendurfen adaptivgestellt
werden.)Dieseallgemeinstd=orm einereffektiven Reduktionwird durchdie im fol-
gendendefinierteTuring-Reduzierbarkeiformalisiert. Diesebasiertauf der relativen
Berdenbarkeit formalisiertdurchdie relativeRekursiviat:

13.8 DEFINITION. Seif einebeliebigetotaleFunktioniiberlN. Die KlasseF(REK )
derpartiell f-rekursivenFunktionenist induktiv definiertwie die KlasseF(REK) der
partiell rekursiven Funktionen jedochmit f als zusatzlicher AusgangsfunktionEine
partielleFunktion¢ € F(REK ') heiRtauchpartiell rekursivin oderrelativzu f. Ist ¢
total, soheil3td f-rekursiv(oderrekursivin f oderrekursivrelativ zu f).
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Ist f = ca die charakteristisché&unktion einer MengeA, so schreibenwir auch
F(REKA) statt F(REK®) und sagend ist partiell A-rekursivstatt¢ ist partiell ca-
rekursi/ (etc.).Ahnlich sagerwir, dasseineMengeB A-rekursivist, falls ihre charak-
teristische~unktioncg A-rekurs ist.

Die Hinzunahmevon f zudenAusgangsfunktioneantsprichintuitiv derhypothe-
tischenAnnahmegdassf berechenbaist. Insbesonderbedeutetlsodie A-Rekursvitat
einer Menge B, dassB entscheidbaist relativ zu (einem hypothetischerEntschei-
dungswerfahrenfiir) A, alsodassB effektiv auf A reduzierbaiist. Die Annahme dass
auchhier die intuitiven Konzeptemit denformalenubereinstimmenbezeichnetnan
auchals relativierte Church-Turing-These Der Begriff einer effektiven Reduktionin
seinerallgemeinsterform, d.h.die einganggefinierteRelation<es ¢, wird alsodurch
die folgendeTuring-Reduzierbarkeformalisiert.

13.9 DEFINITION. SeienA B C N. Aist Turing-(T-)reduzierbamufB (A <t B), falls
A B-rekursv ist, d.h. falls ca € F(REK®) gilt. A und B sind Turing-(T-)aquivaknt
(A=t B), falls A<t BundB <t Adgilt.

Die obenfir die mReduzierbarkeigezeigterEigenschaftemassensich auchfir
die T-Reduzierbarkeiteigen.

13.10 LEMMA. EsseienA B C N Mengenmit A <7 B. Danngilt:
(i) Falls A nichtrekursi ist, soist auchB nichtrekursi.

(ii) Falls B rekursi ist, soist auchA rekursi.

BEwEIS. Esgeriigtwiederum(ii) zu zeigen Diesfolgt aberausderfolgendereinfa-
chenBeobachtung.

13.11 LEMMA. Fiir total rekursiesf gilt F(REK) = F(REK ).

Bewels. F(REK) C F(REK ) gilt nachDefinition, wahrendF(REK f) C F(REK)
durchtriviale Induktion (nachdemAufbauder Funktionerin F(REK f)) gezeigtwird.
O

13.12 LEMMA. Die Relation<t ist einePraordnungunddamit=1 eineAquivalenz-
relation.

Bewels. Zum Nachweisder Refleivitatbeobachtetnan,dassca € F(REK®) nach
Definition unddamitA <t A nachDefinition von <t. Zum Nachweisder Transitvitat
seienA, B,C gegebenmit A <t B undB <t C. Wir habenA <t C zu zeigen.Nach
Annahmegilt ca € F(REK®) und cg € F(REK®). Dassca € F(REK®), siehtman
wie folgt: Wegenca € F(REK®) gibt eseineB-rekursive Darstellungvonca, d.h.eine
bis aufmoglicheVorkommenvon cg partiell rekursive Darstellungvon ca undentspre-
chendgibt eseineC-rekursive Darstellungvon cg. Ersetztmannunin derDarstellung
vonca alleVorkommenvoncg durchdie C-rekursive Darstellungvon cg, soerhaltman
eineC-rekursive Darstellungvon ca. (Formalzeigtmandiesdurchinduktionnachdem
AufbauderB-rekursivenDarstellungvon ca.) O

Aus derTransitvitatvon <t folgt, dass

A<7B & F(REK") C F(REK®)
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also
A=1B & F(REK") = F(REKB).

NachLemmal3.11gilt hiermit, dassdie rekursien Mengeneine Turing-Aquivalenz-
klassebilden,unddass

Arekursiy < Aist auf alle MengenT -reduzierbar

gilt. Wir vergleichenals Nachsteslie m- unddie T-Reduzierbarkeit:
13.13 LEMMA. Fiir beliebigeMengenA,B C N mit A <m B gilt auchA <t B.

BEwEIS. Gelte A <y B via f. Danngilt f € F(REK) und ca(x) = cg(f (X)), d.h.
ca = cg(f) € F(REK®) unddamitA <t B. m

13.14 LEMMA. JedeVlengeA istaufihr KomplemenA Turing-reduzierbad.h.A<t
A

BEwEIS. Esgilt ca =350(cz) € F(REKA). O

EintrivialesBeispieleinerMengeA, firr die A < A nichtgilt ist die MengeA = N.
Wirrdenamlichhier A<y Avia f —d.h.N < 0 via f —gelten somiisstez.B. f(0) € 0
gelten,wasaberunmoglichist. Mit Lemmal3.14folgt:

13.15 LEMMA. Esgibt MengenA,B mit A<t B, aberA «m B.

O

Spaterwerdenwir zeigen,dassauchK £m K gilt, sodasssich <, und <t auch
nicht-trivial, d.h.auf dennichtrekursvenMengenunterscheiden.

Den Begriff der relativen Berechenbarkeihattenwir statt tiber die relative Re-
kursiitatauchiiber die relativierte Turing- oder Registermaschinen-Berechenbarkeit
einfuhrenkdnnen.Wir skizzierenhier die relativierte Turing-Berechenbarkeityobei
wir unsaufdenFall von Mengenbeschanken Um die Klassederrelativ zu einerMen-
geA (partiell) Turing-berechenbargrunktionereu definierenperdtigenwir eineVer-
allgemeinerungles Turingmaschinenmodells@mlich die Orakel (-Turing)maséine
(OTM). Die ArbeitsweiseeinerOTM M hangtnichtnur von der EingabeX absondern
auchvon der MengeA, relativ zu der M die Rechnungaustihrensoll. Wahrendder
RechnundgkannM InformationiiberA der Form,y € A?* abfragenDie Bezeichnung
Orakelmaschineihrtdaher dassmansichvorstellenkann,dassv ein Orakelbefragt,
dasdieseFragenbeantwortet(Die MengeA mussja i. Allg. nicht entscheidbasein,
weshalbesi. Allg. einesnichteffektivenMediumsbedarfdie Fragerzu beantworten.)
Entsprechendenntmandie MengeA auchdie Orakelmenge

Implementiertwerdendie Orakelfragemit Hilfe eineszusatzlichenBandegqOra-
kelband) auf dasdie Maschineschreibendzugreifenkann. Will M wissen,ob y ein
Elementvon A ist, so schreibtM (die Unardarstellungron) y auf dasOrakelbandund
gehtanschlieBenth einenausgezeichnetdfragezustangl? . Die Fragewird dannim
nachsterschrittvondemOrakeldurchdenNachfolgezustangh-* bzw ,—* beantwor
tet. (In diesemeinenSchrittwird auchdasOrakelbandviedervollstandiggeloscht,so
dassPlatzfur eineeventuelleweitereFrageist.)
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Wir iiberlassenlie formaleDefinition der Orakelmaschineals Ubung.Wie im un-
relativiertenFall lasssicheinrelativierterAquivalenzsatzeigengd.h.zeigendasseine
(partielle) Funktiongenaudann(partiell) A-rekurs ist, wennsie Turing-berechenbar
relativ zu Aist. In der Tatlassersichalle Begriffe und Grundegebnissealer Berechen-
barkeitstheorigelativieren,indemmanin denDefinitionen,rekursi** durch, rekursv
in* ersetztunddie entsprechendefnderungerin Satzenund Beweisenvornimmt.So
konntenwir zum Beispieleine EntsprechunglesKleeneschemormalformsatzes$ur
die partiell A-rekursiven Funktionenfiir jedeMengeA zeigen.Dasrelativierte Halte-
problem

KA= {(ex): {e} (04},

wobei {e}” die e-te partiell A-rekursive Funktionist, ist wiederumnicht A-rekurs,
d.h. A <7 KA. Man bezeichneK” auchmit A' und nenntden Operatoy der A auf A
abbildet,denJump-(Sprung-)Opetor, daereinenSprungin derKomplexitatbewirkt.
Insbesondererhélt mansoeineaufsteigend&ette

0<T0 <70 <7 0" <7..0"M <7 O™ <.

von MengenwachsendeKomplexitat(wobein > 3 undA" denn-fachiteriertenJump
von A bezeichnet)beginnendmit derrekursienMenge, gefolgtvon @ = K® =, K,

o' = KK® =, KK, etc.



