
13. Reduktionsmethode und rekursive
Reduzierbarkeiten

Der Nachweisder Unentscheidbarkeiteiner Mengemit Hilfe der Diagonalisie-
rungsmethodekannmituntersehrschwierigsein,weshalbmansichandereMethoden
ausgedachthat.Die wichtigsteTechnikist hier dieReduktionsmethode:Man zeigtdie
UnentscheidbarkeiteinerMengeA mit Hilfe einerbereitsalsunentscheidbarnachge-
wiesenenMengeB, indemmanargumentiert,dassein hypothetischesEntscheidungs-
verfahrenfür A in ein (unmögliches)Entscheidungsverfahrenfür B umgewandeltwer-
denkann.In anderenWorten,manzeigt,dassmanB effektiv ausA gewinnenkann,d.h.
intuitiv, dassA mindestensgenausoschwerwie B unddaherebenfallsunentscheidbar
ist.

B
�

ef f A � B ist relativ zu A entscheidbar,
d.h.ausderExistenzeines(hypothetischen)
Entscheidungsverfahrensfür A folgt die
ExistenzeinesEntscheidungsverfahrensfür B

Im einfachstenFall gilt, dassB soin A kodiertist, dasssichjedeInstanzvonB aufeine
Instanzvon A reduzierenlässt,d.h.dasseseineberechenbareFunktion f gibt mit

x � B � f � x��� A

Die hypothetischeEntscheidbarkeitvonA liefert dannfolgendesEntscheidungsverfah-
renfür B: Bei Eingabex berechnezun̈achstf � x� undentscheidedann,ob f � x��� A gilt.
Falls diesderFall ist, gebeJA aus,sonstNEIN. Formalisiertwird diesereinfacheFall
einerReduktiondurchdie sogenanntemany-one-Reduzierbarkeit,die wir hier – wie
üblich– nur für 1-stelligeMengennaẗurlicherZahleneinführen.

13.1 DEFINITION. SeienA � B �	� . A ist many-one-(m-)reduzierbar1 auf B, wennes
eine1-stelligetotal rekursiveFunktion f gibt mit



n ����� n � A � f � n��� B��


Wir sagenin diesemFall auch,dassA auf B verm̈oge (odervia) f m-reduzierbarist
undschreibenA

�
m B (via f ).

Man beachte,dassA
�

m B via f impliziert, dassA � f � 1 � B����� x : f � x��� B � ,
weshalbA durchB und f eindeutigbestimmtist.

13.2 LEMMA . EsseienA � B �	� Mengenmit A
�

m B. Danngilt:

1DurchdenBegriff many-onesoll der funktionaleCharakterder Reduktionausgedr̈uckt werden.Da f
nicht injektiv sein muss,könnenhierbeiviele Instanzenx von A auf eine Instanz f � x � von B abgebildet
werden.Verlangtmanzus̈atzlich,dassf injektiv ist, soerḧalt maneineone-one-Reduktion.
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(i) Falls A nicht rekursiv ist, soist auchB nicht rekursiv.

(ii) Falls B rekursiv ist, soist auchA rekursiv.

BEWEIS. Die Aussage(i) folgt logischaus(ii) (Kontraposition).Esgen̈ugt daher(ii)
zu zeigen.EsgeltealsoA

�
m B via f undB sei rekursiv. Danngilt cA � x��� cB � f � x��� ,

d.h. cA � cB � f � . Da cB und f rekursiv sind, ist daherauchcA und damit A ebenfalls
rekursiv. �

Teil (i) von Lemma13.2formalisiertdie obenbeschriebenenReduktionsidee.Wir
gebeneinBeispiel:

13.3 SATZ. Das diagonaleHalteproblemKd und dasinitiale HalteproblemK0 sind
nicht rekursiv.

BEWEIS. DadasallgemeineHalteproblemK nichtrekursiv ist,gen̈ugtesnachLemma
13.2 K

�
m Kd und K

�
m K0 zu zeigen.Wir müssenalso eine rekursive Funktion f

angeben,mit

� e��� x������� f �! e� x"��#��� f �$ e� x"%����� bzw. � e�&� x�'���(� f �! e� x"��#��� 0���
D.h. intuitiv, dasswir eineTransformationf findenmüssen,die ein ProgrammP und
eineEingabex für P auf ein ProgrammP)�� f � P� x� abbildet,dasauf sich (d.h. seine
Kodierung)bzw. auf die 0 angesetztgenaudannterminiert,wennP bei Eingabex ter-
miniert.Hierfür geeignetist dasProgrammP) , das– unabḧangigvon seinerEingabe–
dasProgrammP beiEingabex simuliert.TerminiertalsoP beiEingabex, soterminiert
P) für jedeEingabe(alsoinsbesonderefür die gefordertenEingaben)unddivergiert P
bei Eingabex, so divergiert P) für jedeEingabe,alsowiederuminsbesonderefür die
gefordertenEingaben.

Formal definiertman f mit Hilfe der Tatsache,dassϕ mit ϕe �*� e� eineGödel-
nummerierungvon F(REK) ist: Seiψ + 2, definiertdurch

ψ � z� y�-�.�&� z� 1 ���%� z� 2 �-� ϕ ��� z� 1 �/� z� 2 �0

Dannist ψ partiell rekursiv, daψ explizit überϕ undderprimitiv rekursivenProjekti-
onsfunktionfür kodierteFolgendefiniertist, undesgilt für alle e� x � y ��� , dass

ψ 1 e2 x 3 � y���.� e��� x��

Ist also f die rekursive Übersetzungsfunktionvonψ nachϕ, sogilt

� f �$ e� x"%�4��� y�-� ϕ f + 1 e2 x 35, � y�-� ψ 1 e2 x 3 � y���6� e�&� x�0�
also

� f �$ e� x"%�4�&� y�'�7�8� e�&� x�'���( e� x"�� K

für alley ��� . Wählt many � f �$ e� x"%� bzw. y � 0, sozeigtdies,dass

f �$ e� x"%��� Kd � f �! e� x"��9� K0 �� e� x"�� K

weshalbK
�

m Kd via f undK
�

m K0 via f . �
Die m-Reduzierbarkeitist einePr̈aordnung,erlaubtalsoeineKlassifizierungvonMen-
gennachihrer (relativen)Schwierigkeit:
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13.4 LEMMA . Die Relation
�

m �	�;:<� ist einePr̈aordnung,d.h.reflexiv undtransi-
tiv.

BEWEIS. Esgilt A
�

m A via f � U1
1 . ZumNachweisderTransitivität,seienA � B � C �=�

und f � g � F(REK) gegeben,sodassA
�

m B via f undB
�

m C via g. Danngilt A
�

m C
via g � f � . �

13.5 DEFINITION. Zwei MengenA � B �>� heißenmany-one(m-) äquivalent(A � m

B), falls A
�

m B undB
�

m A gilt.

Aus Lemma13.4 folgt, dassdie m-Äquivalenzeine Äquivalenzrelationist, d.h.
reflexiv, symmetrischundtransitiv ist.

13.6 LEMMA . Die m-Äquivalenz� m ist eineÄquivalenzrelation. �
ÄquivalenteMengensind,grobgesprochen,gleichschwer. Mannenntdiem-Äqui-

valenzklassendaherauchdie (m-)Unlösbarkeitsgrade, d.h.

degm � A�-�?� B : B � m A �
ist derm-GradvonA. (Die Bezeichnungdeg kommtvondemEnglischendegree.)Bei-
spielefür äquivalenteMengensindzumeinendie Halteprobleme(s.u.),zumanderen
die rekursivenMengen @�A�B� /0 (s. Übungen).

13.7 SATZ. K � m Kd � m K0.

BEWEIS. Da wir im Beweis von Satz13.3 bereitsK
�

m Kd und K
�

m K0 gezeigt
haben,gen̈ugt eszu zeigen,dassKd

�
m K undK0

�
m K gilt. Dies gilt abervermöge

derReduktionsfunktionen f � e�-�? e� e" bzw. g � e���6 e� 0" . �

Für die meistenAnwendungenreicht die many-one-Reduzierbarkeitaus,obwohl
siedie folgendenbeidenEinschr̈ankungenbesitzt:Gilt A

�
m B via f , sogeschiehtdie

Beantwortungder Frage,ob x � A, überdenZugriff auf B mit Hilfe nur einer Frage
an B (nämlich

”
f � x�C� B?“ ) undzudemwird dieseFragepositivausgewertet(d.h. ist

f � x�C� B ( f � x�D@� B), sogilt auchx � A (x @� A)). In einerallgemeineneffektivenRe-
duktion von A auf B gen̈ugt esjedoch,dassdurchendlichviele effektiv ausgewählte
Fragenan B, die beliebig effektiv ausgewertet werdenkönnen,die Frage,ob x � A
gilt, beantwortetwerdenkann. (Dabei darf sogareine Fragean B von der Antwort
auf die vorhergehendenFragenanB abḧangen,d.h.die Fragendürfenadaptivgestellt
werden.)DieseallgemeinsteForm einereffektiven Reduktionwird durchdie im fol-
gendendefinierteTuring-Reduzierbarkeitformalisiert.Diesebasiertauf der relativen
Berechenbarkeit, formalisiertdurchdie relativeRekursiviẗat:

13.8 DEFINITION. Sei f einebeliebigetotaleFunktionüber � . Die KlasseF � REK f �
derpartiell f -rekursivenFunktionenist induktiv definiertwie die KlasseF(REK) der
partiell rekursivenFunktionen,jedochmit f als zus̈atzlicherAusgangsfunktion.Eine
partielleFunktionϕ � F � REK f � heißtauchpartiell rekursivin oderrelativ zu f . Ist ϕ
total,soheißtϕ f -rekursiv(oderrekursivin f oderrekursivrelativ zu f ).
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Ist f � cA die charakteristischeFunktion einerMengeA, so schreibenwir auch
F � REKA � statt F � REKcA � und sagenϕ ist partiell A-rekursivstatt ϕ ist partiell cA-
rekursiv (etc.).Ähnlich sagenwir, dasseineMengeB A-rekursivist, falls ihre charak-
teristischeFunktioncB A-rekursiv ist.

Die Hinzunahmevon f zudenAusgangsfunktionenentsprichtintuitiv derhypothe-
tischenAnnahme,dassf berechenbarist. InsbesonderebedeutetalsodieA-Rekursivität
einer MengeB, dassB entscheidbarist relativ zu (einemhypothetischenEntschei-
dungsverfahrenfür) A, alsodassB effektiv auf A reduzierbarist. Die Annahme,dass
auchhier die intuitivenKonzeptemit denformalenübereinstimmen,bezeichnetman
auchals relativierteChurch-Turing-These. Der Begriff einereffektiven Reduktionin
seinerallgemeinstenForm,d.h.dieeingangsdefinierteRelation

�
ef f , wird alsodurch

die folgendeTuring-Reduzierbarkeitformalisiert.

13.9 DEFINITION. SeienA � B �E� . A ist Turing-(T-)reduzierbarauf B � A � T B� , falls
A B-rekursiv ist, d.h. falls cA � F � REKcB � gilt. A und B sind Turing-(T-)äquivalent
� A � T B� , falls A

�
T B undB

�
T A gilt.

Die obenfür die m-ReduzierbarkeitgezeigtenEigenschaftenlassensich auchfür
dieT-Reduzierbarkeitzeigen.

13.10 LEMMA . EsseienA � B �F� Mengenmit A
�

T B. Danngilt:

(i) Falls A nicht rekursiv ist, soist auchB nicht rekursiv.

(ii) Falls B rekursiv ist, soist auchA rekursiv.

BEWEIS. Esgen̈ugt wiederum(ii) zu zeigen.Diesfolgt aberausderfolgendeneinfa-
chenBeobachtung.

13.11 LEMMA . Für total rekursives f gilt F(REK) � F � REK f � .

BEWEIS. F(REK) � F � REK f � gilt nachDefinition, währendF � REK f �C� F(REK)
durchtrivialeInduktion(nachdemAufbauderFunktionenin F � REK f � ) gezeigtwird.

�

13.12 LEMMA . Die Relation
�

T ist einePr̈aordnungunddamit � T eineÄquivalenz-
relation.

BEWEIS. Zum NachweisderReflexivität beobachtetman,dasscA � F � REKcA � nach
Definition unddamitA

�
T A nachDefinition von

�
T . ZumNachweisderTransitivität

seienA � B � C gegebenmit A
�

T B und B
�

T C. Wir habenA
�

T C zu zeigen.Nach
Annahmegilt cA � F � REKcB � undcB � F � REKcC � . DasscA � F � REKcC � , siehtman
wie folgt: WegencA � F � REKcB � gibt eseineB-rekursiveDarstellungvoncA, d.h.eine
bisaufmöglicheVorkommenvoncB partiell rekursiveDarstellungvoncA undentspre-
chendgibt eseineC-rekursiveDarstellungvon cB. Ersetztmannunin derDarstellung
voncA alleVorkommenvoncB durchdieC-rekursiveDarstellungvoncB, soerḧalt man
eineC-rekursiveDarstellungvoncA. (FormalzeigtmandiesdurchInduktionnachdem
AufbauderB-rekursivenDarstellungvon cA.) �

Aus derTransitivitätvon
�

T folgt, dass

A
�

T B � F � REKA �G� F � REKB �
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also

A � T B � F � REKA �H� F � REKB ��

NachLemma13.11gilt hiermit,dassdie rekursivenMengeneineTuring-Äquivalenz-
klassebilden,unddass

A rekursiv � A ist auf alleMengenT-reduzierbar

gilt. Wir vergleichenalsNächstesdiem- unddieT-Reduzierbarkeit:

13.13 LEMMA . Für beliebigeMengenA � B �I� mit A
�

m B gilt auchA
�

T B.

BEWEIS. Gelte A
�

m B via f . Dann gilt f � F(REK) und cA � x��� cB � f � x�%� , d.h.
cA � cB � f ��� F � REKB � unddamitA

�
T B. �

13.14 LEMMA . JedeMengeA ist aufihr KomplementA Turing-reduzierbar,d.h.A
�

T

A.

BEWEIS. Esgilt cA � sg� cA ��� F � REKA � . �

Ein trivialesBeispieleinerMengeA, für dieA
�

m A nichtgilt ist dieMengeA �J� .
WürdenämlichhierA

�
m A via f – d.h. � � m /0 via f – gelten,somüsstez.B. f � 0�-� /0

gelten,wasaberunmöglich ist. Mit Lemma13.14folgt:

13.15 LEMMA . Esgibt MengenA � B mit A
�

T B, aberA @� m B.

�

Sp̈aterwerdenwir zeigen,dassauchK @� m K gilt, sodasssich
�

m und
�

T auch
nicht-trivial, d.h.auf dennichtrekursivenMengenunterscheiden.

Den Begriff der relativen Berechenbarkeithättenwir statt über die relative Re-
kursivität auchüberdie relativierte Turing- oderRegistermaschinen-Berechenbarkeit
einführenkönnen.Wir skizzierenhier die relativierteTuring-Berechenbarkeit,wobei
wir unsaufdenFall vonMengenbeschr̈anken.Um dieKlassederrelativ zueinerMen-
geA (partiell)Turing-berechenbarenFunktionenzudefinieren,ben̈otigenwir eineVer-
allgemeinerungdesTuringmaschinenmodells,nämlich die Orakel (-Turing)maschine
(OTM). Die ArbeitsweiseeinerOTM M hängtnichtnur von derEingabeKx absondern
auchvon der MengeA, relativ zu der M die Rechnungausf̈uhrensoll. Währendder
RechnungkannM InformationüberA derForm

”
y � A?“ abfragen.Die Bezeichnung

Orakelmaschinerührtdaher, dassmansichvorstellenkann,dassM einOrakelbefragt,
dasdieseFragenbeantwortet.(Die MengeA mussja i. Allg. nicht entscheidbarsein,
weshalbesi. Allg. einesnichteffektivenMediumsbedarf,dieFragenzubeantworten.)
EntsprechendnenntmandieMengeA auchdieOrakelmenge.

ImplementiertwerdendieOrakelfragenmit Hilfe eineszus̈atzlichenBandes(Ora-
kelband), auf dasdie Maschineschreibendzugreifenkann.Will M wissen,ob y ein
Elementvon A ist, soschreibtM (die Unärdarstellungvon) y auf dasOrakelbandund
gehtanschließendin einenausgezeichnetenFragezustand

”
?“ . Die Fragewird dannim

nächstenSchrittvondemOrakeldurchdenNachfolgezustand
” L “ bzw.

” M “ beantwor-
tet. (In diesemeinenSchrittwird auchdasOrakelbandwiedervollständiggel̈oscht,so
dassPlatzfür eineeventuelleweitereFrageist.)
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Wir überlassendie formaleDefinitionderOrakelmaschinenalsÜbung.Wie im un-
relativiertenFall lässtsicheinrelativierterÄquivalenzsatzzeigen,d.h.zeigen,dasseine
(partielle)Funktiongenaudann(partiell) A-rekursiv ist, wennsieTuring-berechenbar
relativ zu A ist. In derTat lassensichalle Begriffe undGrundergebnissederBerechen-
barkeitstheorierelativieren,indemmanin denDefinitionen

”
rekursiv“ durch

”
rekursiv

in“ ersetztunddie entsprechenden̈Anderungenin SätzenundBeweisenvornimmt.So
könntenwir zumBeispieleineEntsprechungdesKleeneschenNormalformsatzesfür
die partiell A-rekursivenFunktionenfür jedeMengeA zeigen.DasrelativierteHalte-
problem

KA �?�N e� x" : � e� A � x�'�O���
wobei � e� A die e-te partiell A-rekursive Funktion ist, ist wiederumnicht A-rekursiv,
d.h.A P T KA. Man bezeichnetKA auchmit A) und nenntdenOperator, der A auf A)
abbildet,denJump-(Sprung-)Operator, daereinenSprungin derKomplexitätbewirkt.
Insbesondereerḧalt mansoeineaufsteigendeKette

/0 P T /0 ) P T /0 ) ) P T /0 ) ) ) P T 
4
4
 /0 Q nR P T /0 Q nS 1R P.
4
4

vonMengenwachsenderKomplexität(wobein T 3 undAQ nR denn-fachiteriertenJump
von A bezeichnet),beginnendmit derrekursivenMenge /0, gefolgtvon /0 )�� K /0 � m K,
/0 ) )N� KK /0 � m KK , etc.


