12. Unentscheidbare Mengen und die
Diagonalisierungsmethode

In diesemAbschnittverwenderwir die ExistenzuniversellerFunktionen,um die
Unentscheidbarkeiles Halteproblemdir Turingmaschinerzu zeigen.Dies bedeu-
tet nachder Church-Turing-Thesedasswir einemAlgorithmusi. Allg. nichtansehen
kdnnenob erfur einegegebeneEingabeterminiert.

Wir zeigendiesmit Hilfe einesDiagonal-AgumentegDiagonalisierung)Neben
Simulationen,von denenwir in den Beweisendes Aquivalenzsatzesind des Nor-
malformsatzedereitsaustihrlich Gebrauchgemachthaben bilden Diagonalisierun-
gendie zweitefundamental@echnikin der Berechenbarkeitstheoriur jededieser
Grundtechnikemvurdensehrausgekligelteundoft auchsehrschwierigevariantenent-
wickelt. Hier reichtjedochdie einfachsteauf Cantorzurickgehend®iagonalisierung
aus.

Wir werdendiese Technik zurachstverwendenum zu zeigen,dassdie Klassen
derprimitiv rekursivenundtotal rekursiven FunktionerkeineuniversellenFunktionen
besitzenWir zeigendiesin derfolgendensehrallgemeinerForm.

12.1 Satz. SeiF eineKlassetotaler(!) Funktioneniber, die die Nachfolgerfunkti-
on S sawvie die ProjektionenJ" enthalt unddie gegendie simultaneSubstitutionabge-
schlosseiist. DannbesitztF keinen-universelleFunktion(n > 1). Dasselbailt, wenn
F stattS die Funktionsg entfalt.

BEwEIS. Wir bewveisendenSatzfur denFall, dassSe F. (Der Fall, dasssg € F, ist
ahnlich.)Der Beweis ist indirekt. Wir gehenvon der Widerspruchsannahmaus,dass
f (M1 n.universellfir F ist. Danngilt, dassdie durch

g(X1, .-, %) = F(X1, X1, %2, ..., %) +1=
:qf(UfJU{lJUE‘JJU[[I‘l))(Xl"’Xn)

definierten-stellige Funktiong auchzu F getort, danachAnnahmef, S U" € F und
F gegen simultaneSubstitutionabgeschlosseist.> Wegen der n-Universalitit von f
besitztg alsoeinenindex e beziglich f. Wahlt mane als ersteEingabefur g, so gilt
also

a(ex,....xn) = f(eexy,.... %) +1
nachDefinitionvong und

g(exe, ..., %) = fe(e X2, ..., %) = f(e, X2, ..., %n)

1Die hinter der Definition von g stehendddee wird fir den Fall n = 1 am klarsten.Hier ist g(x) =
fx(X) + 1 = f(x,x) + 1. D.h. g unterscheidesichan der Stellex von demWert fy(x) desx-ten Zweiges fy
von f anderselberStelledurchErhdhenderWertesum 1.
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daeeinIndex fur gist. Also gilt
f(eex,.... %) +1=f(eexy...,%) (12.1)

Daf € F, alsof totalunddamitf (e e X, ..., X,) definiertist, ist diesjedochunmbdglich,
day < y+ 1furjedezahly. (Istsg € F, sodefiniertman

o(X1, - -, %) = F9(f (X1, X1, X2, . . ., %n))

underhalt entsprechend
f(eexy,.... %) =35(f(eex,...,%)) (12.2)
im Widerspructzusg(y) # y furalley € N.) O

12.2 KoROLLAR. DieKlassedertotalrekursienFunktionerfiq (REK) unddieKlas-
sederprimitiv rekursizenFunktioner(PRIM) besitzerkeinen-universellerFunktio-
nen(fir allen > 1). Dasselbgilt, wennwir nur die 0-1-wertigenFunktionend.h. die
Mengen,in diesenKlasserbetrachtenlnsbesondersinddie Klasserdertotal rekursi-
ven FunktionernundrekursivenMengennicht uniform rekursi.

BeEwels. DaFix(REK) und F(PRIM) die Voraussetzungewon Satz12.1 erfullen,
folgt die ersteAussageunmittelbarausSatz12.1. Fur die Einschéinkungauf die 0-
1-wertigenFunktionenbeobachtetman, dassfir 0-1-wertigesf ausFiq (REK) bzw
F(PRIM) auchdie im Beweisvon Satz12.1konstruierte,Diagonalé

o(X1, -, %) =39(F (X1, X1, %2, ..., %))

wiederum0-1-wertigundausFiq (REK) bzw. F(PRIM) ist. Der dritte Teil desKorol-
larsfolgt unmittelbarausdenbeidenersteriTeilenfir Fio (REK ) und Definition11.10
o

Im Beweisvon Satz12.1benutztman,dassfur einen-universelleFunktion f von
F, {fe: e> 0} eineListe dern-stelligenFunktionenin F ist. Die Funktiong definiert
mandannals Diagonale zu dieserFolge, indemmang an der e-ten Stelle (fur das1.
Argument)verschiedewondere-ten Funktion fe derListe andieserStellemacht,d.h.
g(e ...) # fe(e ...) sicherstellt.Genauso hatte Cantorgezeigt,dasses uberahlbar
vielereelleZahlenr € [0, 1) gibt.

Fur denBeweisist eswesentlichdassF nurtotaleFunktionerenttaltunddamitdie
hypothetischeniverselleFunktionf selbstwiedertotalist. Andernfallsmisster(12.1)
bzw (12.2)keinenWiderspructdarstellenWarenamlich f (e, e Xy, . . ., Xn) undefiniert,
so warennach Definition der simultanenSubstitutionfur partielle Funktionenauch
die Funktionenf (e, e xz, ..., %) + 1 undsg(f (e e Xz, ..., %n)) undefiniertweshalbdie
Gleichunger{12.1)und(12.2)in diesemnfFall korrektwaren D.h.wir erhaltersokeinen
Widerspruchzu derim letztenAbschnitt gezeigtenExistenzuniversellerFunktionen
fur die Klassederpartiell rekursiven Funktionen.

Diese Uberlegungenzeigenuns aber dassfir eine n-universelleFunktiony fiir
F(REK) derDefinitionsbereictvon  nichtrekursv seinkann:

12.3 Satz. Seiy einen-universelleFunktionfiir F(REK) (n > 1). Dannist der De-
finitionsbereichvony nichtrekursi.
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BEwels. Der Beweisist indirekt. SeialsoDb(y) rekursi. Danndefinierenwir fr
X = (X1,...,%) die Diagonaleg durch

g = {g;(xlj() +1 falls (x1,%) € Db()
sonst

WegenderangenommeneRekursvitatvon Db(y) ist g partiell rekursi, weshalbwir
wegenderUniversalititvon P einenindex e fur g festhalterkdnnen,d.h.g = We. Wir
habenaberg sogewahlt, dassg(e Xz, ..., %) # We(€, X2, ..., Xa) fUrallexy, ..., %, gilt:
Ist namliche(e X2, . . ., Xn) definiert,sogilt

g(exz,..., %) = Pe(€ X2,..., %) + 1 # Pe(e, X2, ..., Xn)
undist Pe(e, X2, . . ., Xa) undefiniert,sogilt
a(exe, ..., %) = 0% Ye(e, X2, ..., X%n) T .
Also g # We. Widerspruch. a

Fur die Godelnummerierung (mit ¢ = {€}) von FY(REK) ausdemvergange-
nenAbschnittdefinierenwir

K={{(ex): {e}(x)l} (AllgemeinesHalteproblem)
Kag={e: {e}(e) |} (Diagonaledalteproblem)
Ko={e: {e}(0)}} (Initiales Halteproblem)

Da ¢ durch Godelisierungder Turingmaschinergevonnenwurde, kann man diese
Mengen(etwasungenaufolgendermaf3emterpretieren:

(ex) e K < Dieete(normierte)TM halt bei Eingabex.
ec Ky <« Dieete(normierte)TM halt, wennsieaufsichselbst
(d.h.ihre Godelnummerpngesetzivird.
ecKg ¢« Dieete(normierte)TM halt bei EingabeQ.

Satz12.3 angevandt auf die Godelnummerierung impliziert, dassdasallgemeine
Halteproblemnicht rekursi, also nach der Church-Turing-Thesenicht entscheidbar
ist.

12.4 KOROLLAR. K istnichtrekurs.
BEWEIS. Esgilt
(e,x) € Db(9) & {e}(x) | < (e x) e K.
WareK rekursi, sowarealsoauchDb(¢) rekursi im Widerspructeu Satz12.3. O
Die VariantenKy und Ko desHalteproblemssind ebenfallsnicht relfursi/. Fur Ky
folgt diesimplizit bereitsausder obengegebenerDiagonalisierunds. Ubungen),fur

Ko zeigtmandiesz.B. mit Hilfe derReduktionsmethodejewir im nachsterAbschnitt
betrachterwerden.



