
12. Unentscheidbare Mengen und die
Diagonalisierungsmethode

In diesemAbschnittverwendenwir die ExistenzuniversellerFunktionen,um die
UnentscheidbarkeitdesHalteproblemsfür Turingmaschinenzu zeigen.Dies bedeu-
tet nachderChurch-Turing-These,dasswir einemAlgorithmusi. Allg. nicht ansehen
können,ob er für einegegebeneEingabeterminiert.

Wir zeigendiesmit Hilfe einesDiagonal-Argumentes(Diagonalisierung).Neben
Simulationen,von denenwir in den Beweisendes Äquivalenzsatzesund des Nor-
malformsatzesbereitsausf̈uhrlich Gebrauchgemachthaben,bilden Diagonalisierun-
gendie zweitefundamentaleTechnikin der Berechenbarkeitstheorie.Für jededieser
Grundtechnikenwurdensehrausgekl̈ugelteundoft auchsehrschwierigeVariantenent-
wickelt. Hier reicht jedochdie einfachsteauf CantorzurückgehendeDiagonalisierung
aus.

Wir werdendieseTechnik zun̈achstverwenden,um zu zeigen,dassdie Klassen
derprimitiv rekursivenundtotal rekursivenFunktionenkeineuniversellenFunktionen
besitzen.Wir zeigendiesin derfolgendensehrallgemeinenForm.

12.1 SATZ. SeiF eineKlassetotaler(!) Funktionenüber
�

, diedieNachfolgerfunkti-
on S sowie dieProjektionenUn

i entḧalt unddiegegendiesimultaneSubstitutionabge-
schlossenist. DannbesitztF keinen-universelleFunktion � n � 1� . Dasselbegilt, wenn
F stattS dieFunktionsg entḧalt.

BEWEIS. Wir beweisendenSatzfür denFall, dassS � F. (Der Fall, dasssg � F, ist
ähnlich.)Der Beweis ist indirekt.Wir gehenvon derWiderspruchsannahmeaus,dass
f � n � 1� n-universellfür F ist. Danngilt, dassdiedurch

g � x1 �
	�	�	�� xn ��
 f � x1 � x1 � x2 ��	
	�	�� xn ��� 1 


 S � f � Un

1 � Un
1 � Un

2 �
	�	�	�� Un
n ����� x1 ��	�	�	�� xn �

definierten-stelligeFunktiong auchzu F geḧort, da nachAnnahmef � S � Un
i � F und

F gegensimultaneSubstitutionabgeschlossenist.1 Wegender n-Universaliẗat von f
besitztg alsoeinenIndex e bez̈uglich f . Wählt mane als ersteEingabefür g, so gilt
also

g � e � x2 ��	
	�	�� xn ��
 f � e � e � x2 ��	�	
	�� xn ��� 1

nachDefinition vong und

g � e � x2 ��	�	�	�� xn ��
 fe � e � x2 ��	
	�	�� xn ��
 f � e � e � x2 �
	�	�	�� xn �
1Die hinter der Definition von g stehendeIdee wird für den Fall n � 1 am klarsten.Hier ist g � x ���

fx � x ��� 1 � f � x � x ��� 1. D.h. g unterscheidetsichan derStellex von demWert fx � x � desx-tenZweiges fx

von f anderselbenStelledurchErhöhenderWertesum 1.
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dae ein Index für g ist. Also gilt

f � e � e � x2 ��	�	�	�� xn ��� 1 
 f � e � e � x2 ��	�	�	�� xn � (12.1)

Da f � F, also f totalunddamit f � e � e � x2 �
	�	�	�� xn � definiertist, istdiesjedochunmöglich,
day � y � 1 für jedeZahl y. (Ist sg � F , sodefiniertman

g � x1 ��	�	
	�� xn ��
 sg � f � x1 � x1 � x2 ��	�	�	�� xn ���
underḧalt entsprechend

f � e � e � x2 �
	�	�	�� xn ��
 sg � f � e � e � x2 �
	�	�	�� xn ��� (12.2)

im Widerspruchzu sg � y � �
 y für alley � � .) !
12.2 KOROLLAR. DieKlassedertotalrekursivenFunktionenFtot � REK � unddieKlas-
sederprimitiv rekursivenFunktionenF(PRIM) besitzenkeinen-universellenFunktio-
nen(für allen � 1). Dasselbegilt, wennwir nur die0-1-wertigenFunktionen,d.h.die
Mengen,in diesenKlassenbetrachten.InsbesonderesinddieKlassendertotal rekursi-
venFunktionenundrekursivenMengennicht uniformrekursiv.

BEWEIS. Da Ftot � REK � und F(PRIM) die Voraussetzungenvon Satz12.1erfüllen,
folgt die ersteAussageunmittelbarausSatz12.1.Für die Einschr̈ankungauf die 0-
1-wertigenFunktionenbeobachtetman,dassfür 0-1-wertigesf ausFtot � REK � bzw.
F(PRIM) auchdie im Beweisvon Satz12.1konstruierte

”
Diagonale“

g � x1 ��	�	
	�� xn ��
 sg � f � x1 � x1 � x2 ��	�	�	�� xn ���
wiederum0-1-wertigundausFtot � REK � bzw. F(PRIM) ist. DerdritteTeil desKorol-
larsfolgt unmittelbarausdenbeidenerstenTeilenfür Ftot � REK � undDefinition11.10!

Im Beweisvon Satz12.1benutztman,dassfür einen-universelleFunktion f von
F, " fe : e � 0 # eineListe dern-stelligenFunktionenin F ist. Die Funktiong definiert
mandannals Diagonale zu dieserFolge, indemmang an dere-ten Stelle(für das1.
Argument)verschiedenvondere-tenFunktion fe derListeandieserStellemacht,d.h.
g � e ��	�	
	 �$�
 fe � e �
	�	�	 � sicherstellt.Genauso hatteCantorgezeigt,dasses überz̈ahlbar
viele reelleZahlenr �&% 0 � 1� gibt.

Für denBeweisisteswesentlich,dassF nurtotaleFunktionenentḧaltunddamitdie
hypothetischeuniverselleFunktion f selbstwiedertotal ist.Andernfallsmüssten(12.1)
bzw. (12.2)keinenWiderspruchdarstellen.Wärenämlich f � e � e � x2 ��	�	�	�� xn � undefiniert,
so wärennachDefinition der simultanenSubstitutionfür partielle Funktionenauch
dieFunktionenf � e � e � x2 ��	�	�	�� xn �'� 1 undsg � f � e � e � x2 ��	�	�	�� xn ��� undefiniert,weshalbdie
Gleichungen(12.1)und(12.2)in diesemFall korrektwären.D.h.wir erhaltensokeinen
Widerspruchzu der im letztenAbschnittgezeigtenExistenzuniversellerFunktionen
für dieKlassederpartiell rekursivenFunktionen.

DieseÜberlegungenzeigenuns aber, dassfür eine n-universelleFunktionψ für
F(REK) derDefinitionsbereichvon ψ nicht rekursiv seinkann:

12.3 SATZ. Seiψ einen-universelleFunktionfür F(REK) � n � 1� . Dannist derDe-
finitionsbereichvonψ nicht rekursiv.
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BEWEIS. Der Beweis ist indirekt. Sei alsoDb � ψ � rekursiv. Danndefinierenwir für(
x 
)� x1 ��	�	�	�� xn � dieDiagonaleg durch

g � n � � (x ��

*

ψ � x1 � (x ��� 1 falls � x1 � (x �+� Db � ψ �
0 sonst	

WegenderangenommenenRekursivitätvon Db � ψ � ist g partiell rekursiv, weshalbwir
wegenderUniversaliẗat von ψ einenIndex e für g festhaltenkönnen,d.h.g 
 ψe. Wir
habenaberg sogewählt, dassg � e � x2 �
	�	�	�� xn �,�
 ψe � e � x2 ��	�	�	�� xn � für alle x2 ��	�	�	�� xn gilt:
Ist nämlichψe � e � x2 ��	�	�	�� xn � definiert,sogilt

g � e � x2 ��	
	�	�� xn ��
 ψe � e � x2 ��	�	�	�� xn ��� 1 �
 ψe � e � x2 �
	�	�	�� xn �
undist ψe � e � x2 ��	�	�	�� xn � undefiniert,sogilt

g � e � x2 ��	�	�	�� xn ��
 0 �
 ψe � e � x2 ��	�	�	�� xn �.- 	
Also g �
 ψe. Widerspruch. !

Für die Gödelnummerierungϕ (mit ϕe 
/" e # ) von F � 1� � REK � ausdemvergange-
nenAbschnittdefinierenwir

K 
0"21 e � x 3 : " e #�� x �.45# (AllgemeinesHalteproblem)
Kd 
6" e : " e #�� e �745# (DiagonalesHalteproblem)
K0 
6" e : " e #�� 0�.45# (InitialesHalteproblem)

Da ϕ durch Gödelisierungder Turingmaschinengewonnenwurde,kann man diese
Mengen(etwasungenau)folgendermaßeninterpretieren:

1 e � x 3+� K 8 Die e-te (normierte)TM hält bei Eingabex.
e � Kd 8 Die e-te (normierte)TM hält, wennsieaufsichselbst

(d.h.ihre Gödelnummer)angesetztwird.
e � K0 8 Die e-te (normierte)TM hält bei Eingabe0.

Satz12.3 angewandt auf die Gödelnummerierungϕ impliziert, dassdasallgemeine
Halteproblemnicht rekursiv, also nachder Church-Turing-Thesenicht entscheidbar
ist.

12.4 KOROLLAR. K ist nicht rekursiv.

BEWEIS. Esgilt

� e � x �9� Db � ϕ � 8:" e #�� x �.498;1 e � x 3+� K 	
WäreK rekursiv, sowärealsoauchDb � ϕ � rekursiv im Widerspruchzu Satz12.3. !

Die VariantenKd und K0 desHalteproblemssind ebenfallsnicht rekursiv. Für Kd

folgt diesimplizit bereitsausderobengegebenenDiagonalisierung(s. Übungen),für
K0 zeigtmandiesz.B.mit Hilfe derReduktionsmethode,diewir im nächstenAbschnitt
betrachtenwerden.


