11. Universelle Turingmaschinen und der
Nor malformsatz von Kleene

In diesemAbschnittbeginnenwir mit der Darstellungeiniger fundamentaleEr-
gebnissaler BerechenbarkeitstheorigVir zeigendie Existenzuniverseller(Turing-)
Maschinenund damit (nach ChurchscheiThese)die Existenzuniversellerpartiell-
berechenbardfunktionen Dieseswichtige Ergebnisist die theoretisch&rundlage ur
denBauvon UniversalrechnerrDariberhinauszeigenwir, dassdie auseineruniver-
sellenTuringmaschingevonneneeffektive Aufzahlungder partiell rekursiven Funk-
tionen eine Standardaufzhlungist, d.h. — grob gesprocher- dassmanausder Dar
stellungeiner partiell rekursiven Funktionin einembeliebig gegebeneruniversellen
BerechnungssystegineTuringmaschineur Berechnunglieser-unktioneffektiv ge-
winnenkann.Der abschlieRendezeigteNormalformsata/on Kleeneverbindetdiese
Ergebnissenit derim letztenAbschnitterhaltenemekursivenDarstellungvon Turing-
maschinen.

Wir definiererzeuréchstuniverselleFunktionenwobeiwir unsaufdenFall zahlen-
theoretischeFunktionernbeschénken.

11.1 DEFINITION. SeiF eineKlassevon partiellenFunktionentiberN. Einepartielle
Funktion¢(™1) ist n-universellfur F, wenn

(i) ¢ € Fund

(i) zujedern-stelligenpartiellenFunktiony("™ e F gibt eseineZahl e € I, sodass
P(X) = ¢(eX) furalleX e N".

Gilt zusatzlich, dasses zu jedem (™1 ¢ F einetotal rekursie Funktionh gibt, so
dass

(i) (e X) =d(h(e),X) furalleec NundXe N"

gilt, soheil3t¢ eineStandadaufzahlungoderGodelnummerierunger n-stelligenpar
tiellen Funktionenin F.

Eine Zahl e wie in (i) heiBtein Index vony bzgl. ¢ undwir schreibenpe(X) statt
d(e %), d.h. P = ¢e. Die rekursive Funktionh in (jii) heiRtUbersetzungsfunktiovon
d nach¢.

In diesemAbschnittwerdenwir, wie einleitendschongesagtzeigendassie Klas-
seF(REK) n-universelleFunktionen- ja sogarStandardaufzhlungen- fiir jede Stel-
ligkeit n besitzt.Hierzu weisenwir die ExistenzuniversellerTuringmaschinemach.
Namlichfur gegebenedphabet> undgegebenes € N, zeigenwir, dasgede(geeig-
netnormierte)Turingmaschiné zur Berechnungon n-stelligenFunktionentiber*
sodurchein Wort [M] € Z* dagestelltwerdenkann,dassmaneine Turingmaschine
U = Us , angeberkann,die bei Eingabe([M],X) mit X € (2*)" die RechnunglerMa-
schineM bei Eingabex simuliert. Die ResultatsfunktiowonU ist alson-universellfuir
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die Klassederpartiell Turing-berechenbardrunktioneniber>*. Fur dasunareAlpha-
beterhalterwir danndasentsprechendergebnisfiir die partiellrekursivenFunktionen
(unterVerwendunglesAquivalenzsatzes).

Ist eIndex einerpartiell rekursivenFunktiony bzgl. derderartgevonnenemnuniver-
sellenFunktion¢ = ¢y, soist e geradedie Godelnummetreiner Turingmaschineur
Berechnungron Y. Stattder Turingmaschinemattenwir ebensagut von einemande-
renuniversellerBerechnungssystemie denRegistermaschinenderdenDefinitionen
derpartiell rekursvenFunktionenausgehefkonnen,um eineuniverselleFunktionfir
F(REK) zu definieren Die Tatsachedassdy eine Gdodelnummerierungst, bedeutet
dannanschaulichdasswir jedeMasching(oderDefinition) einesdieserBerechnungs-
systemen eineaquivalenteTuringmaschineffektiv ibersetzekdnnen Dabeimisste
dasandereSystemicht einmaluniversellsein(von ¢ in (i) obenverlangerwir nicht,
dasses universellist), kdonntealso auchz.B. dasBerechnungssysterer primitiven
Registeroperatoresein oder eine Auflistung ¢ (e, X) = e der konstanterFunktionen.
Grob gesprochenr- und natirlich unter Annahmeder Church-Turing-These- konnen
wir alsojedenAlgorithmuseinesgegebenerSystemsvon Algorithmenin eine aqui-
valenteTuringmaschineeffektiv Uberfuhren.Fur (primitive) Registermaschinewoder
-operatoreroderfir die Definition (primitiv) rekursiver Funktionenhabenwir dasbe-
reits gezeigt,da wir die Konzeptewechselseitigeffektiv simuliert haben.Hier wird
dieseBeobachtungiun verallgemeinerund formalisiert, da wir nun durch Betrach-
tung der Godelnummerrdie Transformationerals Abbildungeniiberdennaiirlichen
Zahlenbeschreibemnddamitalsberechenbam formalenSinnenachweiserkonnen.

Wir beaginnennun mit der Konstruktionder universellenTuringmaschineHierzu
gebenwir ein AlphabetZ D %, = {0, 1} sawvie einenatirliche Zahin > 1 vor, um die
universelleMaschineUs ,, zur Berechnungler partiellenFunktionenvon (*)" nach
>* zu bestimmen(Von der Annahmedass> dasbinareAlphabetumfasstwerdenwir
unsspaternochlosen.)indemwir die VariantendesTuringmaschinenmodelBusden
Abschitten5 und 6 aufgreifen beobachtewir zurachstdasswir jedeTuringmaschine
M zur Berechnungron partiellenFunktionend : (2*)" — X* durcheine aquivalente
im folgendenSinnnormierteTuringmaschinersetzerkonnen.

11.2 DEFINITION. EineTuringmaschiné/ = (B, P) zurBerechnunginern-stelligen
partiellenFunktion¢ : (Z*)" — Z* heiRtnormiert, falls

B=TB(Z,%,5U{b,0,1},n),

wobei 0, 1, abernicht dasBlankzeichenb, in ~ vorkommendirfen, und falls P ein
ProgrammausbedingtenAnweisungenist mit Zustandsmengg = {0,1,..., p} (fur
geeignete® > 1), wobeiO der Start-und 1 dereinzigeStoppzustandst.

Aus denBeweisenvon Satz6.4 undLemmab.1 folgt unmittelbar dassesim Fol-
gendergeriigt, normierteTuringmaschinerzu betrachten:

11.3LEMMA. ZujederTuringmaschind zur Berechnunginem-stelligenpartiellen
Funktioniiberz* gibt eseineaquivalentenormierteTuringmaschind/’'. Weiter gilt

timey: (X) € O(timey (X))
und

spacgy (X) € O(spacg (X)).
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(Die anggebenenRessourcen-Schrankesind hier zurachstbedeutungslosSie
werdenerstim Abschnittiberdie Komplexitatstheoriénteressant.)

Als Nachsteskodierenwir normierte TuringmaschineM = (B, P) durch Binar-
worter. Dadie Basismaschingierbeifestvorgegebenist, geriigt es,dasProgramneu
godelisieren.

Seiz = {ay,...,am}, wobeia; = 0 undaz = 1 seien.Weiterseiag = b. Wir ord-
nendannjedemBuchstabers; ausdem BandalphabetjedemZustandz und jedem
Bewegungsbefeheéin nichtleeredJnarwortals Kodierungzu:

[a]:=1%! [7]:=1%! [L]:=1 [S]:=1° [R] =13
Hiermit kodierenwir einelnstruktionl = (z &;,a;, B, Z) ausP durch
[11=1[z]0[a0[a;]0[B]O[Z]
undordnendemProgrammP = {l4, ..., I} die Kodierung
[P] = 1000(11]00[12]00...[1¢]000

zu. Offensichtlichist die Abbildung, die einemProgrammP seineKodierung[P] zu-
ordnet,injektiv und berechenbannd umgekehrkdonnenwir von einemBinarwortef-
fektiv feststellenpb esein Programmkodiertund,falls ja, welches.

Wir konnennundie universelleTuringmaschin& = Us , definierenDabeigeriigt
es,wegenSatz6.3,U als3-Band-Turingmaschineinzuiihren.

11.4 LEMMA. Seix D X, einAlphabetundn > 1. Esgibt eine3-Band-Turingmaschine
U = Us ,, die bei EingabeeineskodiertennormiertenProgramme$P| zusammemit
einerWortfolgeX € (X*)" die zu P gelbrendenormierteMaschineM = (B, P) simu-
liert, d.h.

u ([P, %) = om(X).
Weitergilt, dass

timey ([P1,%) € O(|[P]| - max(timew (%), [x/, .., [xal))
spacg ([P1,X) € O(|[P]] + spacg (%))

Die Zeit- undPlatzschrankehierwerdenwiederumerstspaterinteressamverden.

BEwEIS. Wir beschreibeulie ArbeitsweisevonU nurinformell. Bei Eingabe([P], X)
verhalt sichdie MaschineU aufBand1 wie die zu simulierendeMaschineM = (B, P)
bei Eingabex. Auf Band2 wird daskodierteProgramm[P] von M abgespeicherind
Band 3 enttlt die Kodierung[z] desaktuellenM-Zustandes. Hierzu kopiertU in
einerlnitialisi erungsphaséP] von Band1 aufBand2 (untergleichzeitigem_.oschen)
und schreibtdenkodiertenStartzustand0] von M aufBand3. In deranschlieBenden
SimulationsphaesimuliertU die MaschineM Schrittfir Schritt. Um einenSchrittvon
M zusimulieren,liest’ U denBuchstabem aufdemArbeitsfeldvon Band1 undsucht
durchMustenergleich dasersteVorkommender Folge 00[Z]0[a]0 auf Band2, wobei
[z] die aktuellelnschrift des3. Bandesdst. Dort befindetsich danndie Kodierungder
auszuiihrenderM-Instruktion.U simuliertdiese,indemsie denanggebenerDruck-
undBewegungsbefehbufBandl ausfihrtunddie InschriftvonBand3 durchdieange-
geben&odierungdesNachfolgezustandessetztFindetU dasgesuchtélusternicht,
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sohatM denStoppzustanérreicht,sodasd) ebenfallsdie Simulationbeendetin der
abschlieRendeAusgabephaswird nochdie Inschrift auf Band 3 durchdie Inschrift
auf Band 1 ersetzt,damit mandem Ausgabemechanismuer 3-Band-Maschineglie
die Ausgabadem3. Bandentnimmt,gerechiwird.

Die behaupteterPlatz- und Zeitschrankernassensich leicht nachpiifen. Fur die
Zeit hatmannur zu beachtengdassdie SimulationeinesM-SchrittesO(|[P]|) Schritte
erfordert. a

11.5 Satz. (ExistenzuniversellerTuringmaschinenfu jedemAlphabets undzuje-
derStelligkeitn > 1 gibt eseine Turingmaschin&l = Uzyn mit folgenderEigenschatft:
Zujederpartiell Turing-berechenbardfunktiony : (2*)" — X* gibt esein Wortw € Z*
mit P = (¢g)w, d.h.,

VRE (Z)"(W(R) = 0g (W R).

BEWEIS. Gilt £ D I, sowahltmanU alseine(1-Band-)Turingmaschinegie zu der
3-Band-TMU = Us » ausLemmall.4aquivalentist. Dassessolchein U gibt, folgt
ausdemBandreduktionssatatz6.3). Fur @ wie im Satzgegeben konnenwir nach
Lemmall.3einenormierteTM M = (B, P), die s berechnetwahlen.NachWahlvon
U undLemmal1.4folgt

W(%) = ¢u ([P1,%) = ¢y ([P, ).

D.h.w=[P] € 2, C X istderganviinschtelndex von  beZiglich ¢;.

Gilt £ D %, nicht, dannist 0.B.d.A. X dasunare Alphabet>; = {1}. Hier wiirde
esgeriigenzu zeigendasseseine Turingmaschineur KonvertierungderUnardarstel-
lungeinerZahlin derenBinardarstellungibt. EinensolchenUbersetzemit 2 Bandern
erhalt manz.B. durch FormalisierungdesfolgendenVerfahrensT: Man markiertauf
Band?2 einenNullblock 0" der Langeder Eingabel". Dann streichtman Schritt fur
Schritt eine 1 der Eingabeund inkrementiertgleichzeitigdie Binarzahlauf Band 2
(hierzuersetztman die am weitestenrechtsstehendd durch eine 1 und ersetztdie
rechtsdavon stehendemullendurchEinsen) Am Endestreichtmaneventuellvorhan-
denefiihrendeNullen. Die MaschineUs, , wiirde dannwie folgt arbeiten:Zurachst
wird mit Hilfe von T die Eingabe(Un(m), X) in die Eingabe(Bin(m),X) transformiert
unddannUs, » ausgefihrt.

Tatsachlichgehenwir hier (fir spatereAnwendungengtwasandersvor. Wir ord-
nen dem ProgrammP einer normiertenMaschineM = (B, P) zur Berechnungvon
Funktioneniber; (d.h.uberl) eineGodelnummegn(P) € N zuundargumentieren
dann,dasseseineTM T gibt, die gn(P) in dasCodavort [P] € X} Ubersetz{ohnedie
restlichenEingaberzu verandern) Die MaschineJ erhalt mandannwiederumdurch
Hintereinanderaushrungvon T undUs, ». Dabeikannmangn(P) z.B. wie folgt defi-
nieren.DenBuchstaberm; desBandalphabeteslenZustinderz unddenBewegungen
ordnetmandie Godelnummern

gn(a;) =i gn(z) =z gn(L) =1 gn(§ =2 gn(R) =3
zu, einerinstruktionl = (z,a,&, B, Z) die Godelnummer
gn(l) = (gn(2),gn(a),gn(a), gn(B),gn(Z))
unddefiniertschlieBlichfur P = {ly,..., 1k}

gn(P) = (gn(l1), .-, gn(lk))-
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Auf die (rechtmihselige)explizite AngabedesUbersetzersongn(P) in [P] verzich-
tenwir hier. O

Fur denFall von Funktionentiber natiurlichenZahlen,derenTuring-Berechenbar
keit ja Uiber die Unardarstellungdefiniert wurde, erhaltenwir mit Hilfe desAquiva-
lenzsatzesindderin desserBeweisgefundenemprimitiv rekursivenBeschreibngvon
Turingmaschinen-RechnungdnlgendenSatz.

11.6 KoROLLAR. (Normalformsatzon Kleene)Fur jedeZahin > 1 gibt eseinepri-
mitiv rekursie FunktionU® und ein primitiv rekursives PradikatT (™2, so dasses
zu jedem-stelligenpartiell rekursizenFunktion™ eineZahle € N gibt mit

VR e N (P(X) =U (uyT(eX,y))).
In derTatist die durch

b(e,X) =U(nyT(eXy))

definiertepartielle Funktion™?b eine Godelnummerierungler n-stelligen partiell
rekursizenFunktionenDariiberhinaukonnendie Ubersetzungsfunktionarachd pri-
mitiv rekursi undinjektiv gevahlt werden.

BEwEIS. Firgegebenes > 1seil = Us, , dienachSatz11.5existierendeuniverselle
Turingmaschineur Berechnungn-stelligerpartiellerFunktioneniiber}, alsotiberlN.
Mit derim BeweisvonLemmal0.2ang@ebenerGodelisierung/on Turingmaschinen
angavendetaufU erhalterwir dannein primitiv rekursi/esPradikatRECHNUNGS‘”),
sodass

by (eX) = (LY(RECHNUNG( (€ X, (¥)1, (Y)2)))2
furallee e N undx ¢ N" gilt. Setzerwir
T(e,Xy) & RECHNUNG; (& X, (Y)1, (Y)2)

und

U(y) = (y)2,

so emgibt sich der ersteTeil desNormalformsatzesinmittelbarausder Universalitt
vonU unddemAquivalenzsatz.

Zu zeigenbleibt die Existenzinjektiver, primitiv rekursier Ubersetzungsfunktio-
nennach¢. Seialso™? ¢ F(REK) gegebenUm eingewiinschtes mit § = O(e)
fur alle e € N zu erhaltengehenwir wie folgt vor, wobeiwir dasArgumentnur skiz-
zieren.

SeiM = (B, P) einenormierteTuringmaschinezur Berechnungron . Fur jedes
e betrachterwir die normierteTM M mit ProgrammP, die bei Eingabex € N" den
Funktionswert) (e, X) wie folgt berechnetM. emganztdie EingabeX um denParameter
e und simuliertdannP auf der erweitertenEingabe(e,X). Man zeigt dann,dasssich
die GodelnummereinesProgrammsP., dasdie Konfigurationstar{(¥) in die Konfi-
gurationstar(e, X) Uberuhrt, primitiv rekursiv berechnenasstworausmandanndie
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primitive Rekursvitat der Funktionh(e) = gn(Pe) erhalt, die offensichtlichauchin-
jektiv ist. Nach Definition der MaschineU = Us, , gilt aberfiir die obendefinierten
U,T € F(PRIM), dass

(e %) =U(uyT(gn(Re), X y))) = ¢(h(e), %),

weshalbh die gesuchtéJbersetzungsfunktionon ¢ nachg ist. O

Wir werdenim Folgenderhaufig {e}(™ oder—wennsichdie Stelligkeitn ausdem

Kontext ergibt — einfach{e} fur die partiell-rekursve Funktionq)é") mit Index e bzgl.
derGodelnummerierung ausdemNormalformsatzchreibenD.h.

{e}(®) = de(X) =U (uyT(e,X,y))
fur alle e, X. Weiterdefinierenwir

{e}s(%) :%S@:{ ?wsmexw) f;{‘)”nS;['YSS(T(e,Xy))

undwir sagengdass{e} oderd. bei EingabeXin s Schrittenkorvemiert, falls {e}s(X) ..
Hierbeigeherwir im Folgenderstetsdavonaus,dassT sogewahltist, dasseszujedem
(e,X) hochstenginy mit T (e, X,y) gibt. (Gilt diesnicht, ersetzerwir T durch

T(eXy) &Vz<y(—T(eX 2).)

Man beachtedass{e}s(X) fur wachsendes gegen{e}(X) korvemiert,d.h.fur hinrei-
chendgroRBessdenWertvon {e}(X) annimmt.Weiterist dasVerhalterderuniversellen
Funktion ¢(e x) = {e}(X) innerhalbeiner gegebenerZeitschrankeprimitiv rekursv
erkennbarinsbesondergilt diesfir Definitionsbereichund Graphder beschénkten
universellenFunktion.

11.7 LEMMA. Fiirn>1 gilt
(i) {e}(%) = lims{e}s(X), d-h.3s Vs> so ({€}(X) = {e}s(X))-
(i) Dn={(e%,s) € N™2: {e}q(X) |} ist primitiv rekursi.
(i) Gn={(eXy,s) € N™3: [e}4(X) =y} ist primitiv rekursk.
Bewels. Die Teile (ii) und(iii) emgebensichunmittelbarausdenAquivalenzen
(eX,5)€Dp & Iy <T(eXY))
und
(eX,y,5) € Gy & Fz<5(T(e,X 2 &U(2) = ).
Ahnlich folgt (i) aus

{e}(x) =y & F2(T(e,X,2) &U(z) =)
& 3sFz< 5(T(e,X2) & U(2) =)
& 3s({e}s(x) =),
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da{e}s(x) L=y nachDefinitionimpliziert, dass{e}i(x) = y fur allet > sgilt. ]

DaeineMengeA C N" genaudannrekursv aufzahlbar(r.a.)ist, wennsie Defini-
tionsbereicteinern-stelligenpartiell rekursiven Funktionist, liefert die Godelnumme-
rierung¢ der partiell rekursivenFunktionenzugleicheineNummerierunglerrekursv
aufzahlbarerMengen . Wir definiererhierzu

W = Db({e}™)
W = {(e%): xeW"}
(0 — Db({ell).

Ist die Stelligkeitn ausdemKontext klar, soschreiberwir W stattWw(" etc.

11.8 KOROLLAR. (AufzahlungssatzFiir jedesn > 1 ist die (n+ 1)-stellige Menge
W eine universelleMengefiir die n-stelligenrekursi aufzihlbarenMengen,d.h.
W jst rekursis aufzhlbarund zu jederrekursi aufzhlbarenMengeA C N" gibt es

einemit A=W" = {X: (e,%) e WM},

Bewels. DaW™ = {(e %) : {e}(X)|} = Db(¢), istW r.a.IstA C N"r.a.,dannist A
derDefinitionsbereicteinern-stelligenpartiell rekursiven Funktiony. Fur einenindex

evon  gilt also,dassA = Db(yp) = Db({e}) = W". O
Weiterbeobachtemvir fir spaterenGebrauch:
11.9 LEMMA. Die Menge
WM = {(e%9): xe WY}
ist primitiv rekursiy undesgilt fir jedese, s€ N

We,O Q We,s Q We,s—i—l Q We& We = U We,s~
s>0

BeEwels. DaW™ = D, undWes= {X: {e}s(%)}}, folgt diesunmittelbarausLemma
11.7. m]

Wir betrachterschlie3lichnochdenBegriff deruniformenRekursvitatundunifor-
menrekursiven Aufzahlbarkeit.

11.10 DEFINITION. Eine Folge {LIJETTJ : me N} von n-stelligen(partiell) rekursiven
Funktionenheituniform (partiell) rekursiy wenneseine (n+ 1)-stellige (partiell)
rekursize Funktion ™9 mit ¢ = Y fur alle e € I gibt. Eine Folge {Al : m ¢
N} von rekursiven (r.a.) Teilmengenvon N" heif3tuniform rekursiv(uniform rekursiv
aufzhlbar), wenneseinerekursive (r.a.)MengeB C N™ 1 mit By, = {X: (m,X) €B} =
Am gibt.

Das Normalformtheorenmund der Aufzahlungssatiamplizieren, dassdie Klasse
F("W(REK) aller n-stelligenpartiell rekursiven Funktionenund die Klassealler n-stel-
ligenr.a.Mengenuniform partiell rekursiv bzw. uniformr.a.sind. Wir werdenbald se-
hen,dassm Geggensatzierzu,wederdie Klassedern-stelligentotal rekursiven Funk-
tionennochdie KlassederrekursivenMengenuniform rekursi, ja letzterenochnicht
einmaluniformr.a.ist.



