
10.Der Äquivalenzsatz

In diesemAbschnittzeigenwir, dassdie von unsbetrachtetenverschiedenenFor-
malisierungendesBerechenbarkeitsbegriffs äquivalentsind,d.h.allezuderselbenKlas-
se(partiell) berechenbarerFunktionenüber

�
führen.

10.1 SATZ. (Äquivalenzsatz)Für eine(partielle)Funktion f
�
n� : � n � � sindfolgen-

deAussagen̈aquivalent

(i) f ist (partiell) Turing-berechenbar.

(ii) f wird von einerk-Band-Turingmaschineberechnet(k � 1).

(iii) f wird von einemTuringoperator(konservativ) berechnet.

(iv) f wird von einerRegistermaschineberechnet.

(v) f wird von einemRegisteroperator(konservativ) berechnet.

(vi) f ist (partiell) rekursiv.

D.h. esgilt

F(TM) � F � k-TM ���
	 k � 1F � k-TM ��� F(TO) � Fkon � TO �� F(RM) � F(RO) � Fkon(RO) � F(REK) 

In denvorangegangenenAbschnittenhabenwir bereitsdie Inklusionen

F(REK) � Fkon(RO) � F(RO) � Fkon(TO) � F(TO) � F(TM)� F � k-TM ����	 k � 1F � k-TM �
gezeigtundin denÜbungenwurde

F(RO) � F(RM) � F � k-TM �
bewiesen.Zum BeweisdesÄquivalenzsatzesgen̈ugtesalsozuzeigen:

10.2 LEMMA . F(TM) � F(REK).

BEWEIS. Wir werdenzeigen,dassmandieArbeitsweisevon Turingmaschinenrekur-
siv beschreibenkann.Hierzugödelisiert(oderarithmetisiert) mandiegegebenenMa-
schinenM, d.h.kodiertdieM-KonfigurationendurchZahlen(Gödelnummern), sodass
Eigenschaftender Rechnungenvon M in Pr̈adikateüber

�
übergehen.Insbesondere

wird dasPr̈adikatRECHNUNG ���x � y� z� , dasbesagt,dassy die terminierendeRechnung
von M bei Eingabe�x beschreibtund z die zugeḧorige Ausgabeist, primitiv rekursiv
sein.Die von M berechneteFunktionerhaltenwir dannhierausdurchAnwendungdes
µ-Operators.
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Sei nun ϕ
�
n��� F(TM) gegebenund sei M ��� B � P� eine Turingmaschine,die ϕ

berechnet.Esist dannB die Basismaschine

B � TB ��� 1 ����� 1 ��� Γ � n���
wobeiwir o.B.d.A.

Γ ��� 0 � 1 ��
�
�
�� p �
annehmenkönnen,wobei 0 dasBlankzeichenist. OhneEinschr̈ankunghat dasPro-
grammP � � I1 ��
�
�
!� Iq" 1 � genaueinenStoppzustand,sodasswir als Zustandsmenge
Z �#� 1 ����
�
$
�� q � annehmenkönnen,wobei1 der Startzustandund q der Stoppzustand
ist.

Zur GödelisierungderKonfigurationenbenutzenwir die im letztenAbschnittein-
geführteKodierungsfunktion für endlicheZahlenfolgen.Ein Wort w � a1 
�
�
 an über
demBandalphabetΓ beschreibenwir durchdie kodierteFolge % a1 ��
�
�
!� an & . EineKon-
figurationc wird danndurcheinkodiertesTripel c̃ ��% z� c��� l � c�'� r � c� & beschrieben,wo-
beiz� c� derZustandvonc ist undl � c� undr � c� denrelevantenTeil derInschriftaufder
linken bzw. rechtenBandḧalfte (jeweils vom Arbeitsfeldausgelesen)beschreiben.Ist
alsoc dieKonfiguration

c �(
�
�
 a" l 
�
�
 a" 1a0)
z


�
�
 ar 
�
�

wobei l � r � 1, ai

� Γ, z � Z (undlinks von a" l bzw. rechtsvon ar nur Blanksstehen),
dannist dieGödelnummer̃c �*% z� c�'� l � c��� r � c� & von c gegebendurch

z� c�+� z
l � c�,� % a" 1 ��
�
�
-� a" l &
r � c�.� % a0 ��
�
�
/� ar & 


Wir zeigennun,dassmandie Arbeitsweisevon M bzgl. dieserKodierungdurchpri-
mitiv rekursive Funktionenund Pr̈adikatebeschreibenkann,wobei wir zun̈achstdie
einzelnenKomponentenvonM betrachten.

Eingabefunktion.Die Funktionstart
�
n� , dieeinerEingabe�x �0� x1 ��
�
�
-� xn � � � n die

Gödelnummer̃c derzugeḧorigenStartkonfiguration

c �0
�
�
 00)
1

x10x20 
�
�
 0xn0 
�
�


zuordnet,ist wie folgt definiert.Wir führenzun̈achstdieHilfsfunktion unär
�
1� ein,die

eineZahlmauf diekodierteFolge % m& ��% 1 ��
�
�
�� 1& derLängem 1 1 zur Beschreibung
derUnärdarstellungabbildet.DieseFunktionlässtsichdurchdieprimitiveRekursion

unär� 0� � % 1&
unär� m 1 1�.� unär� m�324% 1&

definieren,weshalbunär � F(PRIM).
Wir definierendann

start���x���5% 1 � lbhstart���x��� rbhstart���x� &
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explizit überdie Funktionenlbhstart���x� undrbhstart���x� , die die Inschriftenderbeiden
BandḧalftenderStartkonfigurationbeschreiben.Diesewiederumsindexplizit definiert
überdenFunktionen% & , 2 undunärdurch

lbhstart���x�6� % 0&
rbhstart���x�.� % 0& 2 unär � x1 �324% 0& 287�7$7�2 unär � xn �324% 0&

worausstart � F(PRIM) folgt.
Einschrittfunktion.Als Nächstesbeschreibenwir dieeinzelnenSchrittevonM, d.h.

definierendie Funktionnfk
�
1� , die die Gödelnummerc̃ einerKonfigurationc auf die

Gödelnummernfk � c̃� der Nachfolgekonfigurationabbildet.(Ist c Stoppkonfiguration,
sosetzenwir nfk � c̃�9� c̃.) Zur Definition von nfk benutzenwir dieprimitiv rekursiven
Funktionen

z � x�9�(� x� 1 � lbh � x���5� x� 2 � rbh� x�9�(� x� 3 und af � x���0� x� 3 : 1
alsHilfsfunktionen,diedenZustandbzw. die InschriftenderlinkenundrechtenBand-
hälftesowie desArbeitsfeldeseinerKonfigurationausderenGödelnummerberechnen.
Die Funktionnfk spaltenwir in die3 Teile

nfk � x���5% nfz � x�'� nflbh� x�'� nfrbh� x� &
auf, die die 3 Komponentender Gödelnummerder Nachfolgekonfigurationbeschrei-
ben.Diesesind in Abhängigkeitvom aktuellenZustandin Entsprechungzu der an-
zuwendendenInstruktion I � Iz

�
x � (für z � x�<; q) definiert. Wir beschreibenhierzu

zun̈achstdieWirkungderInstruktionIi beiaktuellerInschrifta desArbeitsfeldesdurch
dieFunktionen

nz� i � a�=�
>??@ ??A

j falls i ; q & Ii �(� i � 0 � j �
j falls i ; q & Ii �(� i � taB � j � k� & aC�D� a
k falls i ; q & Ii �(� i � ta � j � k �
i sonst

no� i ���
>??@ ??A

a falls i ; q & Ii �0� i � a � j � & a E p
p 1 1 falls i ; q & Ii �0� i � L � j �
p 1 2 falls i ; q & Ii �0� i � R� j �
p 1 3 sonst

Bei der
”
nächste-Operation“ -FunktionnokodierendabeidieZahlenp 1 1, p 1 2, p 1 3

dieBewegungenL, R, S. Danz� i � a�=� U2
1 � i � a� f.ü. undno� i �F� C1

pG 3 � i � f.ü., sinddiese
FunktionennachSatz9.22primitiv rekursiv. Hiermit könnenwir nundefinieren

nfz � x�9� nz� z � x��� af � x�$�

nflbh� x���
>@ A lbh � x� falls no� z � x�$�HD� p 1 1& no� z � x�$�HD� p 1 2

tail � lbh � x���32I% 0& falls no� z � x�$��� p 1 1% af � x� & 2 lbh � x� falls no� z � x�$��� p 1 2

nfrbh� x�9�
>??@ ??A
% p& 2 tail � rbh� x��� falls no� z � x����E p
head� lbh � x�$�32 rbh� x� falls no� z � x����� p 1 1
tail � rbh� x�$�324% 0& falls no� z � x����� p 1 2
rbh� x� sonst
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(Bei derDefinitionvonnflbherweiternwir hierbeidenrelevantenTeil derlinkenBand-
hälfte links um ein Blank, falls diesedurchdenL-Befehl rechtsum ein Feld gek̈urzt
wird (s.Fall 2). Analogbeinfrbh, weshalbdie relevantenBandteilenie leersind.)Aus
denim letztenAbschnittgezeigtenAbschlusseigenschaftenvon F(PRIM) folgt, dass
dieseFunktionenprimitiv rekursiv sind.Damitgilt auchnfk � x� � F(PRIM).

Ausgabefunktion.Wir gebeneineFunktionwert
�
1� an,diederGödelnummer̃c einer

Konfiguration

c �(
�
�
 a" l 
�
�
 a" 1a0) mamG 2 
�
�
 ar 
�
�

mit amG 2 D� 1 denAusgabewert m zuordnet.Da m 1 2 durchdie Längederrelevanten
Bandḧalfte beschr̈ankt ist undamG 2 der ersterechtsdesArbeitsfeldesstehendevon 1
verschiedeneBuchstabeist, lässtsichderAusgabewertdurch

wert� x�9� µy E l � rbh� x�$��� y � 2& � rbh� x��� y D� 1� ˙J 2

definieren,worauswert � F(PRIM) folgt.
M-Rechnungen.Mit Hilfe derFunktionnfk könnenwir dasPr̈adikat

TKF � x�.K x kodierteineFolgevon Gödelnummern
von Konfigurationen,dieeineterminierende
M-Rechnungbilden

alsprimitiv rekursiv nachweisen:

TKF � x�LK l � x�M� 1&N
i ; l � x�F� i � 1 O nfk �$� x� i ���0� x� i G 1 � &

z ��� x� l � x � ��� q

Durch Hinzunahmeder die Ein- und AusgabebeschreibendenFunktionensehenwir
damit,dassdasPr̈adikat

RECHNUNG ���x � y� z�PK y kodiertdie terminierendeRechnung
von M beiEingabe�x
unddieseliefert Ausgabez

ebenfallsprimitiv rekursiv ist:

RECHNUNG ���x � y� z�QK TKF � y� &
start���x���0� y� 1 &
wert��� y� l � y � ��� z

Resultatsfunktion.Die von M berechneteFunktionkönnenwir nunnochmit Hilfe
desµ-Operatorsausdemprimitv rekursivenRechnungspr̈adikatextrahieren:

ϕ ���x���0� µy� RECHNUNG ���x ��� y� 1 ��� y� 2 �$�$� 2
Hiermit ist ϕ � F(REK) bewiesen. R

Die im Beweisvon Satz10.1gefundeneDarstellungvon ϕ zeigt,dassjedepartiell
rekursive FunktioneineDarstellunghat, in der der µ-Operatornur einmalangewen-
detwird. Darüberhinaussind die anderenBestandteilederDarstellungsogarprimitiv
rekursiv, d.h.

ϕ
�
n� ���x�9� f

�
1� � µy� P� nG 1� ���x � y�$���
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wobei f � P � F(PRIM). (Wir werdenhieraufbei der sog.KleeneschenNormalform
zurückkommen.)Dies zeigt insbesondere,dasseineTuringmaschinezur Berechnung
einerzahlentheoretischenFunktionϕ :

� n � � , derenLaufzeit primitiv rekursiv be-
schr̈ankt ist, eineprimitiv rekursive Funktionberechnet,dahier derµ-Operatorin der
Darstellungbeschr̈anktwerdenkann.

10.3 KOROLLAR. Sei f
�
n� einetotaleFunktion,die von einerTuringmaschineM be-

rechnetwird, derenLaufzeittimeM ���x� durcheineprimitiv rekursiveFunktions���x� be-
schr̈anktist. Dannist f selbstprimitiv rekursiv.

BEWEISIDEE. NachdenvorangehendenBemerkungengen̈ugt eszu zeigen,dassdie
kodierteRechnungeinerTuringmaschineprimitiv rekursiv in derEingabeund in der
Rechenzeitbeschr̈anktist.Diesergibt sichleichtausderDefinitionderkodiertenRech-
nung.(Übung!) R

Wir wollen nochzeigen,dassdie primitiv rekursiven Funktionengeradedie von
primitivenRegisteroperatorenberechnetenFunktionensind.

10.4 SATZ. EineFunktion f :
� n � � ist genaudannprimitiv rekursiv, wennsievon

einemprimitivenRegisteroperatorberechnetwird. D.h. F(PRO) � F(PRIM).

Da wir bereitsF(PRIM) � F(PRO) � Fkon � PRO� gezeigthaben,gen̈ugt esfol-
gendesLemmazubeweisen.

10.5 LEMMA . Fkon � PRO�9� F(PRIM).

BEWEIS. Wir zeigenzun̈achst,dasseszu jedemk-PRO P :
� k � � k eineprimitiv

rekursiveFunktion % P& : � � � gibt, sodassN �x � � k ��% P& ��%��x & ���5% P ���x� & �'

Hierbeidefinierenwir % P& durchInduktionnachdemAufbauvon P:

1. P � ai. Dannist

% P& � x�9�5%�� x� 1 ��
�
�
���� x� i " 1 ��� x� i 1 1 ��� x� i G 1 ��
�
�
���� x� k &
2. P � si . Dannist % P& entsprechendmit � x� i ˙J 1 statt � x� i 1 1 definiert.

3. P � P1P2. Dannist % P& �5% P2 & ��% P1 & � für die nachI.V. existierendenFunktionen% P1 & und % P2 & .
4. P �TS siP1 U i, wobeiP1 wederai nochsi alsTeiloperatorentḧalt. Für dienachI.V.

gegebeneFunktion % P1 & undfür x �5%��x& ��% x1 ��
�
�
�� xk & gilt dann

��% P& � x��� j � Uk
j � P ���x�$�9� Uk

j � Pxi
1 ���x �$���0��% P1 & � x � i � x��� j

für j D� i und

��% P& � x�$� i � Uk
i � P ���x �$��� 0

Wir könnenalso % P& mit Hilfe derprimitiv rekursivenHilfsfunktion

f � x�9�(% P1 & � x � i � x��� Iter ��% P1 & ��� x ��� x� i �
darstellendurch

% P& � x���*%�� f � x��� 1 ��
�
�
���� f � x�$� i " 1 � 0 ��� f � x�$� i G 1 ��
�
�
!��� f � x��� k & 
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Damit ist % P& � F(PRIM) für jedenPRO P gezeigt.
Wir könennnunFkon � PRO��� F(PRIM) wie folgt zeigen.Sei f

�
n�V� Fkon � PRO� .

Danngibt eseinenk-PRO P (mit k � n 1 1), der f konservativ berechnet.Esgilt also

f ���x��� Uk
nG 1 � P ���x � 0k " n���'


Mit derobendefiniertenprimitiv rekursivenKodierung% P& von P gilt also

f ���x���0��% P& ��%$�x � 0k " n & ��� nG 1

D.h. f ist überdie primitiv rekursiven Funktionen% P& , τ W und π W explizit definierbar
unddamitselbstprimitiv rekursiv. R
BEMERKUNG. Entsprechendkönnenwir F(RO) � F(REK) direktzeigen(wasjedoch
schonausdemÄquivalenzsatzfolgt). Im BeweisvonLemma10.5müssenwir dannzu
jedemk-RO P einepassenderekursive Funktion % P& definieren.Dies geschiehtwie-
deruminduktiv nachdemAufbau von P, wobei im 4. Fall nunP � SP1U i, wobei % P1 &
nachI.V. bereitsgegebenist. Hier ist die Anzahl der iterativen Aufführungenvon P1

nunnichta priori beschr̈ankt.Die Hilfsfunktion f hathier entsprechenddieGestalt

f ��%��x& �9� Py
1 ���x �'�

wobeiy diekleinsteZahlz mit Uk
i � Pz

1 ���x����� 0 ist. D.h.

f � x��� Iter ��% P1 & �'� x � g � x���
wobei

g � x�9� µy��� Iter ��% P1 & �$� i �'� x�'

NachderChurch-Turing-TheseunddemÄquivalenzsatzstimmendie (partiell)be-

rechenbarenFunktionenmit den(partiell) rekursivenFunktionenüberein.Da die ent-
scheidbarenMengennachSatz2.10geradedie Mengensind,derencharakteristische
Funktionberechenbarist, unddie rekursivenMengenanalogüberdie Rekursivitätder
charakteristischenFunktiondefiniertwerden,impliziert dieChurch-Turing-Theseauch
die ÄquivalenzvonentscheidbarenundrekursivenMengen.Benutzenwir dieausSatz
2.11folgendeCharakterisierungderaufz̈ahlbarenMengen,sokönnenwir mit Hilfe der
folgendenDefinition diesenBegriff ebenfallsformalisieren:

10.6 DEFINITION. EineMengeM � � n ist rekursivaufz̈ahlbar, wennM derDefini-
tionsbereicheinerpartiell rekursivenFunktionϕ :

� n � � ist.


