10.Der Aquivalenzsatz

In diesemAbschnittzeigenwir, dassdie von unsbetrachtetewerschiedenefor-
malisierungemesBerechenbarkeitseiffs aquivalentsind,d.h.allezuderselberKlas-
se(partiell) berechenbardfunktioneniiberN fuhren.

10.1 Satz. (AquivalenzsatzfFiir eine(partielle) Funktiont(™ : N" — I sindfolgen-
de Aussagerdquivalent

(i) f ist(partiell) Turing-berechenbar

(i) f wird von einerk-Band-Turingmaschinéerechnegk > 1).

(iii) f wird von einemTuringoperatofkonsenativ) berechnet.

(iv) f wird von einerRegistermaschinéerechnet.

(v) f wird von einemRegisteroperato(konsenativ) berechnet.

(vi) f ist(partiell) rekursi.
D.h. esgilt

F(TM) = F(k-TM) = Uy>1F(k-TM) = F(TO) = Fyon(TO)
= F(RM) = F(RO) = Fyon(RO) = F(REK).
In denvoranggangenembschnitterhabenwir bereitsdie Inklusionen

F(REK) C Fion(RO) = F(RO) C Fyon(TO) C F(TO) C F(TM)
=F(k-TM) = U>1F(k-TM)

gezeigtundin denUbungenwurde

F(RO) C F(RM) C F(k-TM)
beviesenZum Beweis desAquivalenzsatzegeriigt esalsozu zeigen:
10.2 LEMMA. F(TM) C F(REK).

BEWEIS. Wir werdenzeigendassmandie Arbeitsweisevon Turingmaschinemekur
siv beschreibekann.Hierzugodelisiert(oderarithmetisier) mandie gegebenerMa-
schinenM, d.h.kodiertdie M-KonfigurationerdurchZahlen(Godelnummern)sodass
Eigenschafterder Rechnungervon M in PradikateuiberN Gbegehen.Insbesondere
wird dasPradikatRECHNUNG(X,Y, ), dasbesagtdassy die terminierendeRechnung
von M bei EingabeX beschreibtund z die zugeldrige Ausgabeist, primitiv rekursiv
sein.Die von M berechnet&unktionerhalterwir dannhierausdurchAnwendungdes
p-Operators.
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Seinun ¢ e F(TM) gegebenundseiM = (B, P) eine Turingmaschinedie ¢
berechnetEsist dannB die Basismaschine

B=TB({1},{1},r,n),

wobeiwir 0.B.d.A.

r={0,1,....p}
annehmerkdonnen,wobei 0 dasBlankzeichenst. OhneEinschiankunghat dasPro-
grammP = {l1,...,lq_1} genaueinenStoppzustandsodasswir als Zustandsmenge
Z=1{1,,...,q} annehmerkdnnen,wobeil der Startzustandind q der Stoppzustand

ist.

Zur Godelisierungder Konfigurationerbenutzerwir die im letztenAbschnittein-
gefuhrte Kodierungsfunkion fur endlicheZahlenfolgen Ein Wort w = a; . . .a, Uber
demBandalphabell beschreibemvir durchdie kodierteFolge(ay, ..., an). EineKon-
figurationc wird danndurcheinkodiertesTripel €= (z(c), I (c),r(c)) beschriebenyo-
beiz(c) derZustandvoncistundl(c) undr(c) denrelevantenTeil derInschriftaufder
linken bzw: rechtenBandtélfte (jeweils vom Arbeitsfeldausgelesenpeschreibenist
alsoc die Konfiguration

wobeil,r > 1,8 €T, z€ Z (undlinks von a_; bzw rechtsvon a; nur Blanksstehen),
dannist die Godelnummet = (z(c),I(c), r(c)) vonc gegebendurch

c),
)
)

Zc) = z
[(c) = (a-1,...,a)
r(cy = <{(ao,...,a).

Wir zeigennun, dassmandie Arbeitsweisevon M bzgl. dieserKodierungdurchpri-
mitiv rekursive Funktionenund Pradikatebeschreiberkann, wobeiwir zurachstdie
einzelnerKomponentervon M betrachten.

EingabefunktionDie Funktionstart™, die einerEingabeX = (xg, . .., X)) € N"die
Godelnummecg derzugeldrigenStartkonfiguration

c=..00400...0%;0. .
1

zuordnetjst wie folgt definiert.Wir fiihrenzurichstdie Hilfsfunktion unar? ein, die
eineZahl mauf die kodierteFolge (m) = (1, ..., 1) derLangem+ 1 zur Beschreibing
derUnardarstellungbbildet.DieseFunktionlasstsichdurchdie primitive Rekursion

unar(0) = (1
unaim-+1) = unar(m)o (1)

definierenweshalbunar € F(PRIM).
Wir definierenrdann

star(X) = (1, Ibhstar(x), rbhstartx))
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explizit uberdie Funktionenlbhstar{X) und rbhstartx), die die Inschriftenderbeiden
Bandralftender StartkonfiguratiomeschreiberDiesewiederumsind explizit definiert
UberdenFunktionen(), o undunardurch

Ibhstarx) (0)
rbhstar{X) {(0) ounér(xq) o (0) o - --oundr(Xn) o (0)

worausstarte F(PRIM) folgt.

Einsdrittfunktion.Als Nachstedeschreibemir die einzelnerSchrittevonM, d.h.
definierendie Funktionnfk®, die die Godelnummer€ einerKonfigurationc auf die
Godelnummennfk(€) der Nachfolgekonfiguratiombbildet.(Ist ¢ Stoppkonfiguratn,
sosetzerwir nfk(€) = €.) Zur Definition von nfk benutzerwir die primitiv rekursiven
Funktionen

z(X) = (X)1, Ibh(x) = (X)2,rbh(x) = (X)3 und af(x) = (X)3 1

alsHilfsfunktionen,die denZustandozw die Inschriftenderlinken undrechtenBand-
halfte sowie desArbeitsfeldesinerKonfigurationausderenGodelnummeberechnen.
Die Funktionnfk spaltenwir in die 3 Teile

nfk(x) = (nfz(x), nflbh(x), nfrbh(x))

auf, die die 3 Komponenterder Godelnummeider Nachfolgekonfiguratiomeschrei-
ben.Diesesind in Abhangigkeitvom aktuellenZustandin Entsprechungu der an-
zuwendenderinstruktion | = I, (fur z(x) < ) definiert. Wir beschreiberhierzu
zunachstdie Wirkung derinstruktionl; beiaktuellerinschrifta desArbeitsfeldesdurch
die Funktionen

j falls i<qg & 1i=(i,0,])
) falls i<q & lLi=(ity,j,k&a#a
"Z0.3=0 K falls i<q & li=(ita],k
I sonst
a fals i<q & li=(,aj)&a<p
no(i) = p+1 falls i<qg & Ii=(iL,j)
) p+2 falls i<q & li=(i,R]j)
p+3 sonst

Bei der,,nachste-OperatidnaFunktionno kodierendabeidie Zahlenp+ 1, p+2,p+3
die BewegungerL, R, S Danz(i,a) = UZ(i,a) f.0. undno(i) = C$+3(i) f.0.,sinddiese
FunktionennachSatz9.22primitiv rekursi. Hiermit kdnnenwir nundefinieren

nfz(x) = nz(z(x), af(x))

Ibh(x) falls  no(z(x)) # p+1& no(z(x)) # p+2
nflbh(x) = < tail(Ibh(x)) o (0) falls no(z(x)) = p+1
(af(x))olbh(x)  falls no(z(x)) =p+2
(p) o tail(rbh(x)) falls  no(z(x)) < p
frbh(x) — headlbh(x)) orbh(x) falls no(z(x)) = p+1
nfrbh(x) = tail(rbh(x)) o (O) falls  no(z(x)) = p+2

rbh(x) sonst
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(BeiderDefinitionvon nfloh erweiternwir hierbeidenrelevantenTeil derlinkenBand-
halfte links um ein Blank, falls diesedurchdenL-Befehlrechtsum ein Feld geliirzt
wird (s. Fall 2). Analogbeinfrbh, weshalbdie relevantenBandteilenie leersind.)Aus
denim letztenAbschnittgezeigtemAbschlusseigenschafteron F(PRIM) folgt, dass
dieseFunktionerprimitiv rekursv sind.Damitgilt auchnfk(x) € F(PRIM).

Ausgabefunktionwir gebereineFunktionwert) an,die derGodelnummet einer
Konfiguration

C:...&|...&1iomm2...&...

mit amt+2 # 1 denAusgabgvert m zuordnet.Da m+ 2 durchdie Langederrelevanten
Bandlalfte beschanktist und a2 derersterechtsdesArbeitsfeldesstehenderon 1
verschieden8uchstabast, lasstsichder Ausgabgertdurch

wert(x) = py < | (tbh(x))(y > 2& (rbh(x))y # 1)-2

definierenworauswerte F(PRIM) folgt.
M-RetinungenMit Hilfe der Funktionnfk konnenwir dasPradikat

TKF(X) < xkodierteineFolgevon Godelnummern
von Konfigurationendie eineterminierende
M-Rechnungilden

alsprimitiv rekursiv nachweisen:
TKF(X) & I(x)>1&
Vi<l(x)(i>1= nfk((X)i) = (X)i+1) &
z(Xix) =d

Durch Hinzunahmeder die Ein- und AusgabebeschreibendeRunktionensehenwir
damit,dassdasPradikat

RECHNUNG(X,Y,2) < Yy kodiertdie terminierendd&rechnung
von M beiEingabeX
unddieseliefert Ausgabez

ebenfallsprimitiv rekursi ist:

RECHNUNG(X,Y,2) < TKF(Y)&
star{X) = (y)1 &
wert((Y)i(y)) = 2

ResultatsfunktiorDie von M berechneté&unktionkonnenwir nunnochmit Hilfe
desp-Operatorsausdemprimitv rekursivenRechnungsgidikatextrahieren:

¢ (%) = (WY(RECHNUNG(X, (¥)1, (¥)2)))2
Hiermitist ¢ € F(REK) bewiesen. O

Die im Beweisvon Satz10.1gefundendarstellungvon ¢ zeigt,dasgedepartiell
rekursive Funktion eine Darstellunghat, in der der p-Operatornur einmal angeven-
detwird. Darliberhinaussind die andererBestandteileder Darstellungsogarprimitiv
rekursi, d.h.

0" (®) = D (P (R y)))
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wobei f,P € F(PRIM). (Wir werdenhieraufbei der sog. Kleeneschermormalform

zurickkommen.Dies zeigtinsbesonderegjasseine Turingmaschineur Berechnung
einerzahlentheoretischelrunktion$ : N" — N, derenLaufzeit primitiv rekursi be-

schinktist, eineprimitiv rekursive Funktionberechnetda hier der p-Operatorin der

Darstellungoeschanktwerdenkann.

10.3 KOROLLAR. Seif(" einetotale Funktion,die von einerTuringmaschind/ be-
rechnewird, derenLaufzeittimey (X) durcheineprimitiv rekursize Funktions(X) be-
schianktist. Dannist f selbstprimitiv rekursk.

BEwEISIDEE. NachdenvorangehendeBemerkungemeriigt eszu zeigen,dassdie
kodierteRechnungeiner Turingmaschinerimitiv rekursiv in der Eingabeundin der
Rechenzeibeschanktist. Diesergibt sichleichtausderDefinition derkodiertenRech-
nung.(Ubung?) |

Wir wollen noch zeigen,dassdie primitiv rekursiven Funktionengeradedie von
primitivenRegisteroperatoreberechnetefrunktionensind.

10.4 SATz. EineFunktionf : N" — N jst genaudannprimitiv rekursi, wennsie von
einemprimitivenRegisteroperatoberechnewird. D.h. F(PRO) = F(PRIM).

Da wir bereitsF(PRIM) C F(PRO) = Fyon(PRO) gezeigthaben,geriigt esfol-
gended_ emmazu beweisen.

10.5 LEMMA. Fion(PRO) C F(PRIM).

BEWEIS. Wir zeigenzurichst,dasses zu jedemk-PRO P : K — MK eineprimitiv
rekursive Funktion(P) : N — N gibt, sodass

¥xe N ((P)((X)) = (P(X)))-
Hierbeidefiniererwir (P) durchinduktionnachdemAufbauvon P:
1. P= g. Dannist
(PYX) = {(¥)x,- -, (i-1, (i + L, (i+1 -, (i)
2. P=s.Dannist (P) entsprechendhit (x);—1 statt(x); + 1 definiert.

3. P=P1P,. Dannist (P) = (P>)((Py)) fur die nachl.V. existierenderFunktionen
(P1) und(P,).

4. P=[sP1]i, wobeiP; wedera; nochs als Teiloperatorenttalt. Fur die nachl.V.
gegebendrunktion(Py) undfirx = (X) = (x¢, ..., %) gilt dann

(P)(¥)j = U(P(X)) = Uf(P}' (%)) = ((P)*"(x));
fur j#£iund
(P)(¥))i = Uf(P(%)) =0
Wir kbnnenalso(P) mit Hilfe der primitiv rekursivenHilfsfunktion
() = (P)® (x) = Iter((Py)) (x, (X))
darstellerdurch

(PO = ((F ()1, (F9)i=1, 0, (F(¥))ia, -, (FX)w)-
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Damitist (P) € F(PRIM) furjedenPRO P gezeigt.
Wir kénennnun Fyon(PRO) C F(PRIM) wie folgt zeigen.Sei f(W € Fyon(PRO).
Danngibt eseinenk-PRO P (mit k > n+ 1), der f konsenativ berechnetEsgilt also

f(%) = Uga (P(X,077).
Mit derobendefiniertenprimitiv rekursivenKodierung(P) von P gilt also
(%) = (PR, 0™))nsa

D.h. f ist Uberdie primitiv rekursiven Funktionen(P), t* und 1t* explizit definierbar
unddamitselbstprimitiv rekursiv. O

BEMERKUNG. Entsprechenéidnnenwir F(RO) C F(REK) direktzeigen(wasjedoch
schonausdemAquivalenzsatolgt). Im Beweisvon Lemmal10.5miisserwir dannzu
jedemk-RO P eine passendeekursive Funktion (P) definieren.Dies geschiehtvie-
deruminduktiv nachdemAufbau von P, wobeiim 4. Fall nunP = [Py];, wobei (Pr)
nachl.V. bereitsgegebenist. Hier ist die Anzahl der iterativen Auffiuhrungenvon P,
nunnichta priori beschéankt. Die Hilfsfunktion f hathier entsprechendie Gestalt

f((%) = P{(%),
wobeiy die kleinsteZahl z mit UX(P(X)) = Oiist. D.h.
F(x) = Iter((P1)) (x, 9(x))
wobei
9(x) = py((Iter((P1)))i) (¥)-

NachderChurch-Turing-ThesainddemAquivalenzsatstimmendie (partiell) be-
rechenbarefrunktionenmit den(partiell) rekursiven Funktionentiberein.Da die ent-
scheidbaremMMengennachSatz2.10geradedie Mengensind, derencharakteristische
Funktionberechenbaist, unddie rekursizen Mengenanaloguberdie Rekursvitatder
charakteristischeRunktiondefiniertwerdenjmpliziert die Church-Turing-Theseauch
die Aquivalenzvon entscheidbarennd rekursivenMengen Benutzerwir die ausSatz
2.11folgendeCharakterisierunderaufzihlbarerMengen sokonnernwir mit Hilfe der
folgenderDefinition diesenBegriff ebenfallformalisieren:

10.6 DEFINITION. EineMengeM C N"ist rekursivaufzhlbar, wennM der Defini-
tionsbereicteinerpartiell rekursvenFunktiond : N" — N ist.



