
9. Beispiele primitiv rekursiver Funktionen

Die berechenbarenFunktionenüber
�

, die manüblicherweisein der Arithmetik
betrachtet,lassensichalle alsprimitiv rekursiv nachweisen.In diesemAbschnittwer-
denwir diesfür einigeBeispieletun.Hiermitwerdenwir einerseitsdieMächtigkeitdes
Konzeptesderprimitiv rekursivenFunktionendemonstrieren.Andererseitswerdendie
hier erzieltenErgebnissejedochauchein wesentlichesHilfsmittel für denBeweisdes
Äquivalenzsatzesim nächstenAbschnittsein.Dies gilt insbesonderefür die primitiv
rekursive KodierungendlicherZahlenfolgen,die wir im letztenTeil diesesAbschnitts
betrachten.

Wir beginnenmit derBeobachtung,dassdie Klassederprimitiv rekursivenFunk-
tionen gegen explizite Definitionen abgeschlossenist, d.h. dassjede Funktion, die
durch einenAusdruck(Term) definiert werdenkann,der nebendenEingabenvaria-
blen (odereinemTeil hiervon) undZahlenkonstantennur primitiv rekursive Funktio-
nenentḧalt, selbstwiederprimitiv rekursiv ist. Hierzuben̈otigenwir zun̈achstfolgende
Definitionen.

9.1 DEFINITION. Seieng
�
n1 �

1 ��������� g� nk �
k FunktionszeichenderangegebenenStelligkei-

ten,seiV �
	 v1 � v2 � v3 ��������� eineabz̈ahlbarunendlicheMengevon Variablen,undsei� �
	 n : n � � � die Mengeder Zif fern. Die MengeT � g
1 ��������� gk � der Termeüber

g
1 ��������� gk

ist induktiv definiertdurch:

(i) JedeVariablevn undjedeZif fer n ist einTermüberg
1 ��������� gk

.

(ii) Sindt1 ��������� tnm Termeüberg
1 ��������� gk

wobei1 � m � k, soist auchg
m
� t1 ��������� tnm �

einTermüberg
1 ��������� gk

.

Ein Termt , derkeineVariablenentḧalt, heißtgeschlossenerTerm.

DurchDefinition 9.1wird diesyntaktischeGestaltderTermeübergewissenFunk-
tionszeichenfestgelegt.

9.2 BEISPIEL . Sindz.B. � �
2� und � � 2� 2-stelligeFunktionszeichen,soist

t ��� ��� � 2 � � � v1 � v1 ��� � � ��� � 3 � v1 � � 4���
ein Termüber � und � . Dies siehtmaninduktiv unterVerwendungfolgenderTeilter-
me(derenKorrektheitwir durchAngabederverwendetenKlauselausDefinition 9.1
belegen):
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(1) 2 � i �
(2) v1 � i �
(3) 3 � i �
(4) 4 � i �
(5) � � v1 � v1 � � ii � : � 2� � � 2�
(6) � � 3 � v1 � � ii � : � 3� � � 2�
(7) � � 2 � � � v1 � v1 ��� � ii � : � 1� � � 5�
(8) � ��� � 3 � v1 � � 4� � ii � : � 6� � � 4�
(9) t � ii � : � 7� � � 8�

InterpretiertmanVariablenalsZahlvariablen,Zif fernn alsdiekorrespondierenden
Zahlenn unddieFunktionszeicheng

�
n� alsFunktioneng

�
n� über

�
derentsprechenden

Stelligkeit, so stellt ein geschlossenerTerm eineZahl und ein Term mit n verschie-
denenVariableneinen-stelligeFunktiondar. DieseSemantikder Termewird in den
folgendenDefinitionenformal eingef̈uhrt. Zunächstordnenwir jedemgeschlossenen
Termt seinenWert � t � zu:

9.3 DEFINITION. Seit � T � g� n1 �
1 ��������� g� nk �

k � eingeschlossenerTermundseieng
�
n1 �

1 ��������� g� nk �
k

Funktionenüber
�

. Der Wert � t ����� t � g1 � � � � � gk von t bzgl.g1 ��������� gk ist induktiv definiert
durch:

1. � n � � n.

2. � g
i
� t1 ��������� tni � �!� gi ��� t1 � ��������� � tni � � .

Um die Definition auf Termemit Variablenzu erweitern,betrachtenwir zun̈achst
denTermtw1 � � � � �wm " n1 ��������� nm# , deraust durchErsetzenderVariablenwi durchdie Zif-
fernni entsteht,sowie dieMengeV � t � , derin t vorkommendenVariablen.

9.4 DEFINITION. Seit � T � g� n1 �
1 ��������� g� nk �

k � , seienw1 ��������� wm � V paarweiseverschie-
deneVariablenundseienp

1 ��������� pm
� �

.

(a) Der Term

t $w "�%p# � tw1 � � � � �wm " p1 ��������� pm#
ist induktiv definiertdurch

1. Für t � �
ist t $w "&%p# � t .

2. Für t � v � V ist t $w "&%p# � p
i
, falls v � wi � 1 � i � m� , und t $w "&%p# � t , falls v '�	 w1 ��������� wm � .

3. Für t � gi � t1 ��������� tni � ist t $w "&%p# � gi ��� t1 � $w "(%p# ��������� � tni � $w "&%p# � .
(b) Die MengeV � t � ist induktiv definiertdurch

1. Für t � V ist V � t � �)	 t � .
2. Für t � �

istV � t � � /0.

3. Für t � gi � t1 ��������� tni � istV � t � � V � t1 �+*-,�,�,�* V � tni � .
9.5 DEFINITION. Sei t � T � g� n1 �

1 ��������� g� nk �
k � ein Termmit nichtleererVariablenmenge

V � t � �
	 w1 ��������� wm � ( . V � t � ./� m 0 1) und seieng
�
n1 �

1 ��������� g� nk �
k Funktionenüber

�
.

Die von t (bzgl.g1 ��������� gk) beschriebeneFunktion ft :
� m 1 �

ist definiertdurch2 %x �3� x1 ��������� xm � � � m � ft � %x� �4� t $w " x1 ��������� xm# � �
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9.6 BEISPIEL . Interpretierenwir � �
2� und � � 2� alsAddition undMultiplikati on,sogilt

für denin Beispiel9.2betrachtetenTermt über � � � , dassft die1-stelligeFunktion

ft � x� �5�6���7� 2 � �7� x � x��� � �8���7� 3 � x� � 4���
ist, alsoin üblicherInfixschreibweisedasPolynom

ft � x� � 2 � x � x � 3 � x � 4 � 2x2 � 3x � 4 �
In obigenDefinitionenkönnenwir auchpartielleFunktioneng1 ��������� gk zugrunde-

legen.Der Wert � t � einesgeschlossenenTermskanndann(in offensichtlicherWeise)
undefiniertseinundentsprechendwird dievoneinemTermdefinierteFunktioni.a.par-
tiell sein.Wir könnennunpräzisieren,wasesbedeutet,dasseineFunktion f explizit
überFunktioneng1 ������� gk definierbarist. Intuitiv gilt dies,wenn f im Sinnedervorher-
gehendenDefinitionvoneinemTermt beschriebenwird, wobeijedochnureinTeil der
Eingabenin demTerm vorkommenmuss.D.h. derWert von f brauchtvon gewissen
Eingabennichtabḧangen.

9.7 DEFINITION. Die (partielle)Funktion f
�
n� :

� n 1 �
ist explizit definierbarüber

den(partiellen)Funktioneng
�
n1 �

1 ��������� g� nk �
k , wenneseinenTerm t � T � g� n1 �

1 ��������� g� nk �
k �

gibtmit V � t � �9	 w1 ��������� wm � , wobei . V � t � .:� m � n, undesZahleni1 ��������� im �;	 1 ��������� n �
gibt mit2 %x �3� x1 ��������� xn � � � � f � %x� � ft � xi1 ��������� xim � �<� tw1 � � � � �wm " xi1 ��������� xim # � � � (9.1)

LiestmanhierdieEingabenx1 ��������� xn alsVariablen,soheißtdiesintuitiv,dassman
f durcheinenAusdruckdarstellenkann,in demnebendenFunktioneng1 ��������� gk und
ZahlenhöchstendieseVariablenvorkommen.

9.8 BEISPIEL . Die Funktion

f � x � y� � 2y2 � 3y � 4

wird explizit durchdenTerm t ausBeispiel9.2 definiert,wennwir für die Eingaben
x1 � x undx2 � y unddieVariablev1 � w1 in Definition9.7 i1 � 2 wählen,d.h.

f � x1 � x2 � � ft � x2 � ��� tv1 " x2 # � �
9.9 SATZ. F(PRIM) undF(REK) sindgegenexplizite Definitionenabgeschlossen.

BEWEIS. Sei F � F(PRIM) oderF � F(REK), seieng
�
n1 �

1 ��������� g� nk �
k � F , undsei f

gem̈aß(9.1) gegeben.Zu zeigen: f � F. Wir zeigendiesdurchInduktion nachdem
AufbaudesTermest , der f definiert.

1. t � m � �
. Dannist f � %x� �4� t ��� m für alle %x, d.h. f � Cn

m � F .

2. t � V. Danngilt V � t � ��	 w1 � �)	 t � und f � %x� �4� tw1 " xi1 # ��� xi1, d.h. f � Un
i1

� F.

3. t � g
�
ni �

i � t1 ��������� tni � . NachI.V. gilt dann fl � F für die durchtl � 1 � l � ni � bzgl.
(9.1)definiertenFunktionenundesgilt

f � %x� � � t $w " xi1 ��������� xim # �� gi ���=� t1 � $w " xi1 ��������� xim # � ��������� �>� tni � $w " xi1 ��������� xim # � �� gi � f1 � %x� ��������� fni � %x���� gi � f1 ��������� fni � � %x� �
weshalbf � F, daF gegensimultaneSubstitutionabgeschlossenist.
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?
Im Folgendenwerdenwir denAbschlussvon F(PRIM) undF(REK) unterexpli-

ziten Definitionenstillschweigendverwenden.Hierbei werdenwir die definierenden
Termenicht formal angebenundauchhäufig – soweit üblich – die Infixschreibweise
verwenden.Sosolltez.B.klar sein,dass

p � x� � 2x2 � 3x � 4

eine explizite Definition desPolynomsp über � und � ist, weshalbp � F(PRIM)
gilt. (Die ÜbersetzungderrechtenSeitein Pr̈afixschreibweise(unterAusschreibenvon
x2 �
�+� x � x� und Hinzufügender weggelassenenKlammern) in den Term aust aus
Beipiel 9.2 werdenwir also i.a. nicht durchf̈uhren.)Ähnlich werdenwir unsbei der
Definition einerFunktion f � PR� g � h� durchprimitive RekursionüberFunktioneng
undh, die überzuvor schonalsprimitiv rekursiv nachgewiesenenFunktionenexplizit
definierbarsind,auf die Angabeder Rekursionsgleichungenbeschr̈anken.Es gen̈ugt
dann,dassdie rechteSeitevon f � %x � 0� explizit definierbarist und ebensodie rechte
Seitevon f � %x � y � 1� , wennwir dorteventuelleVorkommenvon f � %x � y� dortdurcheine
neueVariablez ersetzen.

9.10 SATZ. Die folgendenFunktionensindprimitiv rekursiv:

f1 � x � y� � x � y (Summe)
f2 � x � y� � x � y (Produkt)
f3 � x � y� � x ˙@ y (Dif ferenzauf

�
)

f4 � x � y� � � x @ y � (AbsoluteDif ferenz)
f5 � x � y� � max� x � y� (Maximum)
f6 � x � y� � min � x � y� (Minimum)
f7 � x� � sg� x� (Signum,Vorzeichen)

wobeisg� x� � A
0 falls x � 0
1 falls x B 0

f8 � x� � sg� x� (NegiertesVorzeichen)

wobeisg� x� � A
1 falls x � 0
0 falls x B 0

BEWEIS. Dass� und � primitiv rekursiv sind,wurdebereitsin Beispiel8.5 gezeigt.
Zum Nachweisder primitiven Rekursivität von ˙@ zeigt manzun̈achst,dass f̃3 � x� �
x ˙@ 1 wegen

0 ˙@ 1 � 0� x � 1� ˙@ 1 � x

primitiv rekursiv ist (da man f̃3 durch primitive Rekursionausden über /0 explizit
definierbarenFunktioneng � 0 und h � x � z� � x erḧalt), und definiert dann ˙@ durch
primitiveRekursion

x ˙@ 0 � x
x ˙@ � y � 1� � � x ˙@ y� ˙@ 1

(wobeih explizit über f̃3 � x� � x ˙@ 1 definierbarist). Die übrigenFunktionenkannman
direktexplizit über � und ˙@ definieren:
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� x @ y � � � x ˙@ y� �9� y ˙@ x�
max� x � y� � x �9� y ˙@ x�
min � x � y� � max� x � y� ˙@ � x @ y �
sg� x� � 1 ˙@ x
sg� x� � 1 ˙@ sg� x� ?

Summe,Produkt,Maximum und Minimum kannmanwie folgt verallgemeinern.
Zu einer(partiellen)Funktiong

�
nC 1� definiertman:

σ � g� � %x � u � o� � ∑o
i D ug � %x � i �

σ EF� g� � %x � y� � ∑i E yg � %x � i �
π � g� � %x � u � o� � ∏o

i D ug � %x � i �
π EG� g� � %x � y� � ∏i E yg � %x � i �
max� g� � %x � y� � max	 g � %x � i � : i H y �
min � g� � %x � y� � min 	 g � %x � i � : i H y �

(Hierbeivereinbartman,dass

∑
i E 0

,�,�, � o

∑
i D u

,�,�, � 0 und ∏
i E 0

,�,�, � o

∏
i D u

,�,�, � 1

für o H u, sowie max/0 � min /0 � 0. Bei partiellemg sinddieneudefiniertenFunktio-
nenandenStellendefiniert,dievon demWertvon g nur ansolchenStellenabḧangen,
andeneng definiertist. D.h. insbesondere

σ E � g� � %x � y��IKJ π E � g� � %x � y��ILJ max� g� � %x � y��IKJ min � g� � %x � y�MILJ 2
i H y � g � %x � i ��I+�

9.11 SATZ. F(PRIM) und F(REK) sind gegen (die geradedefinierte)beschr̈ankte
Summenbildung,beschr̈ankteProduktbildung,beschr̈ankteMaximumbildungundbe-
schr̈ankteMinimumbildungabgeschlossen.

BEWEIS. Wir zeigendie Behauptungfür die Summenbildungundfür F � F(PRIM)
undüberlassendieanderenFälle alsÜbung.Seialsog

�
nC 1� � F(PRIM). Danngilt

σ E � g� � %x � 0� � 0
σ E � g� � %x � y � 1� � σ E � g� � %x � y� � g � %x � y� �

alsoσ E � g� � F(PRIM) (daF(PRIM) gegendieprimitiveRekursionundgegenexpli-
zite Definitionenabgeschlossenist). σ � g� � F(PRIM) folgt hierausmit derexpliziten
Definition

σ � g� � %x � u � o� � σ E � g� � %x � o � 1� ˙@ σ E � g� � %x � u� � ?
Ähnlich zeigtmandenAbschlussvon F(PRIM) undF(REK) gegenIteration:

9.12 SATZ. F(PRIM) undF(REK) sindgegenIterationabgeschlossen.D.h.für f
�
1� �

F(PRIM) (bzw. F(REK)) gilt Iter � f � � F(PRIM) (bzw. F(REK)), wobeiIter � f � � x � n� �
f n � x� .
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BEWEIS. Esgilt

Iter � f � � x � 0� � x
Iter � f � � x � n � 1� � f � Iter � f � � x � n��� �

(Für partiellesf beachteman,dassIter � f � � x � n�NI g.d.w. f m � x�NI für 1 � m � n.)
?

Als nächstesführenwir die primitiv rekursiven und rekursiven Mengenein. Wir
lassenunsdabeivonderBeobachtungleiten,dasseineMengegenaudannentscheidbar
ist, wennihre charakteristischeFunktionberechenbarist (s.Satz2.10).

9.13 DEFINITION. Eine MengeM O � n ist (primitiv) rekursivg.d.w. die charakteri-
stischeFunktioncM von M (primitiv) rekursiv ist.

Wir schreibenM � F(PRIM) bzw. M � F(REK), falls M primitiv rekursiv bzw.
rekursiv ist. MehrstelligeMengennennenwir auchRelationen. Ferneridentifizieren
wir Mengenmit Prädikaten. D.h. eineEigenschaftP (von naẗurlichenZahlen)identi-
fizierenwir mit derMengederZahlen,diedieseEigenschafthaben.Also

P � %x� �
”
P trif ft auf %x zu“ �-J %x � P�

Durch dieseIdentifizierungentsprechensich aussagenlogischeOperationen(Junkto-
ren)undelementaremengentheoretischeOperationen:

Pr̈adikate MengenP P P
(Negation:P trif ft nicht zu) (Komplement)

P Q Q P * Q
(Disjunktion:P oderQ trif ft zu) (Vereinigung)

P&Q P R Q
(Konjunktion:P und Q treffenzu) (Durchschnitt)

Man kannjedenaussagenlogischenJunktormittelsderobengenanntenJunktorendar-
stellen(s.Vorlesungen

”
MathematischeLogik“ oder

”
InformatikII“ ). Mankönntenach

denDeMorganschenRegelnsogarauf Q oder& verzichten,da

P Q Q J P � P P& P Q�
P&Q J P � P P Q P Q�

gelten,d.h.

P * Q � P R Q und P R Q � P * Q �
Hier betrachtenwir alszus̈atzlichenJunktornur nochdie Implikation

P S Q : J P P Q Q �
Wir wollen nun zeigen,dassF(PRIM) (und F(REK)) gegendie aussagenlogischen
Operationenabgeschlossensind.

9.14 SATZ. F(PRIM) undF(REK) sindgegen P , Q und& abgeschlossen.
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BEWEIS. Für P� Q O � n und %x � � n gilt:

cT P � %x� � sg� cP � %x���
cP U Q � %x� � max� cP � %x� � cQ � %x���
cP&Q � %x � � min � cP � %x� � cQ � %x��� ?

9.15 KOROLLAR. Die Relationen� � H � � � B � 0 � '� ������� sindprimitiv rekursiv.

BEWEIS. Esgilt cVW� x � y� � sg��� y � 1� ˙@ x� , weshalb�X� F(PRIM). Die übrigenRela-
tionenerḧalt manaus � durchAnwendungderaussagenlogischenOperationen:

x � y J x � y & y � x
x '� y J P � x � y�
x H y J x � y & x '� y

u.s.w.
?

Wie beidenFunktionensinddie(primitiv) rekursivenMengengegenexplizite De-
finitionenabgeschlossen,dadie (primitive)RekursivitäteinerMengeja überdie (pri-
mitive)Rekursivität ihrerecharakteristischenFunktiondefiniertist. Insbesonderegilt:

9.16 LEMMA . Die Klasseder (primitiv) rekursiven Pr̈adikateist gegen Einsetzung
totaler (primitiv) rekursiver Funktionenabgeschlossen.D.h. für (primitiv) rekursives
P O � mundtotale(primitiv) rekursiveFunktionenf

�
n�

1 ��������� f
�
n�

m ist dasPr̈adikatQ O � n

mit

Q � %x�YJ P � f1 � %x� ��������� fm � %x���
wiederum(primitiv) rekursiv.

BEWEIS. Esgilt cQ � cP � f1 ��������� fm� . ?
Die beidenletztenLemmatazeigen,dassderGrapheinertotalen(primitiv) rekur-

siven Funktionebenfalls(primitiv) rekursiv ist. Im Fall der Rekursivität gilt auchdie
Umkehrung.(Im primitiv rekursiven Fall gilt diesnicht, wie sp̈ater in den Übungen
gezeigtwerdenwird.)

9.17 SATZ. Sei f :
� 1 �

total.

(a) Die Funktion f ist genaudannrekursiv, wennderGraphG f von f rekursiv ist.

(b) Ist dieFunktion f primitiv rekursiv, soist auchderGraphvon f primitiv rekursiv.

BEWEIS. Sei f (primitiv) rekursiv. Dannerḧalt man denGraphenG f von f durch
Einsetzenvon f in dasGleichheitspr̈adikat:� %x � y� � G f Z S f � %x� � y�
Die primitiveRekursivitätvonG f folgt daherausKorollar9.15mit Lemma9.16.
Ist umgekehrtderGraphG f von f rekursiv, sobesitzt f dieDarstellung

f � %x� � µy��� %x � y� � G f � � µy� sg� cG f ��� � %x � �
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Da die charakteristischeFunktioncG f desGraphenvon f nachAnnahmerekursiv ist,
folgt hierausdieRekursivitätvon f mit Hilfe von Satz9.10.

?
DanachderChurch-Turing-These(unddemnochzubeweisenden̈Aquivalenzsatz)

die rekursiven Funktionenund Mengengeradeden berechenbarenFunktionenbzw.
entscheidbarenMengenentsprechen,formalisiertSatz9.17 denentsprechendenSatz
2.14für die intuitivenKonzepte.

Eine weiterewichtige Abschlusseigenschaftder (primitiv) rekursiven Mengenist
der Abschlussgegenbeschr̈ankteQuantoren:Für P O � nC 1 entstehenP[ , P\]O � nC 1

ausP durchAnwendungdesbeschränktenExistenz-bzw. Allquantors, wobei

P[L� %x � y� : J ^ z H y � P � %x � z��� : J_^ z� z H y& P � %x � z���
P\ � %x � y� : J 2

z H y � P � %x � z��� : J 2
z� z H y S P � %x � z���

9.18 SATZ. F(PRIM) und F(REK) sindgegendenbeschr̈anktenExistenz-undAll-
quantorabgeschlossen.

BEWEIS. Sei F � F(PRIM) bzw. F � F(REK) undseiP O � nC 1 mit cP � F. Dann
gilt

P[K� %x � y�`J ^ z H y � P � %x � z���J ^ z H y � cP � %x � z� � 1�J ∑zE ycP � %x � z� 0 1J σ E � cP � � %x � y� 0 1

weshalbP[ � F. Weiterkannmanden(beschr̈ankten)Allquantormit Hilfe derNegati-
on durchden(beschr̈ankten)Existenzquantorausdr̈ucken

P\ � %x � y�`J 2
z H y � P � %x � z���J P ^ z H y � P P � %x � z���J P � P P� [ � %x � z�

weshalbauchP\ � F.
?

Wegen Lemma9.16 ist mit P � %x � y� nicht nur ^ y H z� P � %x � y��� wiederumprimitiv
rekursiv, sondernauch ^ y H f � z� � P � %x � y��� für jedes f � F(PRIM). Insbesondereist
alsoauch(mit f � S) ^ y � z� P � %x � y��� primitiv rekursiv. (Analogfür denbeschr̈ankten
Allquantor.)

AllgemeinstellendiebislanggezeigtenAbschlusseigenschaftenderprimitiv rekur-
sivenMengensicher, dassjedesPr̈adikat,dasexplizit definiertist überprimitiverekur-
sive Pr̈adikate,die durchdie aussagenlogischenJunktorenverkn̈upft sind,beschr̈ankt
quantifiziertseindürfen,undin dieprimitiv rekursiveFunktioneingesetztseinkönnen,
wiederumprimitiv rekursiv ist.

9.19 BEISPIEL . Die MengePZ O �
derPrimzahlenist wegenderDarstellung

PZ � n�aJ n 0 2 &
2

x H n � 2 y H n � x , y '� n���
primitiv rekursiv.
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Derµ-Operator, derjadiekleinsteNullstelleeinerFunktionberechnet,kannaufbe-
liebigePr̈adikatesinngem̈aßwie folgt übertragenwerden:Für P O � nC 1 ist f

�
n� � µ � P�

die partielleFunktion,die bei Eingabe%x daskleinstey mit P � %x � y� ausgibtund unde-
finiert ist, falls solchein y nicht existiert. D.h. abergerade,dassµ � P� � %x � � µ � cP � � %x� ,
weshalb– für rekursivesP – µ � P� � F(REK) gilt.

DieKlasseF(PRIM) istgegendenfolgendenbeschränktenµ-Operatorabgeschlos-
sen:

µb � P� � %x � y� � A
µz H y � P � %x � z��� falls ^ z H y � P � %x � z���
0 sonst

(Im folgendenwerdenwir entsprechendµz H y � P � %x � y��� als0 lesen,falls eskein z H y
mit P � %x � z� gibt.)

9.20 SATZ. F(PRIM) ist gegendenbeschr̈anktenµ-Operatorabgeschlossen.

BEWEIS. Zu P O � n ausF(PRIM) definierenwir zun̈achst

Q � %x � y�WJ P � %x � y� &
2
z H y � P P � %x � z���

Dannist Q � F(PRIM) und Q � %x � y� gilt genaufür daskleinstey mit P � %x � y� (falls P
überhauptauf ein � %x � y� zutrifft). Esfolgt hieraus,dass

µb � P� � %x � y� � µz H y � P � %x � z���� µz H y � Q � %x � z���� ∑zE y � z , cQ � %x � z���
weshalbµb � P� � F(PRIM).

?
Wir setzenunsereUntersuchungder Abschlusseigenschaftenvon F(PRIM) und

F(REK) mit demNachweisfort, dassdieseKlassenF gegenendlicheFallunterschei-
dungenabgeschlossensind. D.h. sind P1 ��������� Pk n-stellige Pr̈adikateaus F, die

� n

zerlegen (d.h. P1 *b,�,�,�* Pk � � n und P1 ��������� Pk sind paarweisedisjunkt), und sind

f
�
n�

1 ��������� f
�
n�

k (partielle)FunktionenausF, soist auch

f � %x� �
cdddde ddddf

f1 � %x� falls P1 � %x�,,,
fk � %x � falls Pk � %x�

wiederumin F.

9.21 SATZ. F(REK) undF(PRIM) sindgegenendlicheFallunterscheidungenabge-
schlossen.

BEWEIS. SeiF � F(REK) bzw. F � F(PRIM), seienf1 ��������� fk � P1 ��������� Pk � F undsei
f hierauswie obendefiniert.Weiternehmenwir an,dassdieFunktionenf1 ��������� fk alle
total sind(wasbei F � F(PRIM) naẗurlich stetsderFall ist). Danngilt

f � %x� � k

∑
i D 1

fi � %x �g, cPi � %x� �
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da für dasdurch %x eindeutigfestgelegte i mit Pi � %x� der zugeḧorige Summandfi � %x�h,
cPi � %x� � fi � %x� ist, währenddie anderenSummanden(wegencPj � %x� � 0) veschwinden.
AusdieserDarstellungvon f folgt f � F.

Für partielle fi ist obige Darstellungnicht notwendigerweisekorrekt. Gilt z.B.
f1 � %x�MI undP1 � %x � , währendf2 � %x�Ni , sogilt f � %x � � f1 � %x�MI , während

k

∑
i D 1

fi � %x�j, cPi � %x�Ni �
daausf2 � %x� i folgt, dassauchderSummandf2 � %x�+, cP2 � %x� �5�7� f2 � cP2 � � %x� undefiniertist
(nachDefinition der simultanenSubstitution)unddamit auchdie Summeinsgesamt.
Bei partiellen f1 ��������� fk mussmandaherandersvorgehen:

Zu einer beliebigengegebenenpartiell rekursiven Funktion g
�
m� und einem re-

kursivenPr̈adikatP
�
n� definiertmanzun̈achsteine � m � n� -stelligepartielleFunktion

gP � F(REK) mit � %x � � m � %y � � n�
gp � %x � %y� � A

g � %x� falls P � %y�
0 sonst.

DiesesgP erḧalt mandurch Induktion nachdemAufbau von g (s. Übungen).Dann
kannman f mit Hilfe derderartdefiniertenVarianten� fi � Pi von fi (die für %x mit P Pi � %x�
stets0 sind)durch

f � %x� � k

∑
i D 1

��� fi � Pi � %x � %x�g, cPi � %x���
definieren.

?
Wir nennenf

�
n� eineendlicheVariantevon f k � n� undschreibenf l� f k , wennsich

f und f k nur in endlichvielenArgumentenunterscheiden.Entsprechendist M endliche
Variantevon M k , M l� M k , falls cM l� cM m .
9.22 SATZ. JedeendlicheMengeist primitiv rekursiv. F(PRIM) und F(REK) sind
gegenendlicheVariantenabgeschlossen.

BEWEIS FÜR F(PRIM). Die (n-stellige) leereMenge /0
�
n� ist primitiv rekursiv, da

c/0 n no � Cn
0. Für nicht leeresendlichesM �)	 %x1 ��������� %xn � gilt

M � %x�YJ %x � %x1 Q ,�,�, Q %x � %xn

worausM � F(PRIM) folgt.
Seiennun f

�
n� � f k � n� totale Funktionenmit f l� f k und f � F(PRIM). Dann ist

D f � f � f k � �9	 %x : f � %x� '� f k�� %x � � endlichundohneEinschr̈ankungnichtleer, etwaD f � f � f k � �	 %x1 ��������� %xk � . Man kannalso f k durchdieendlicheFallunterscheidung

f k � %x� �
cdddddde ddddddf

f k�� %x1 � falls %x � %x1, ,, ,, ,
f k � %xk � falls %x � %xk
f � %x� sonst
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definieren.Die Pr̈adikateP1 ��������� Pk C 1 zur Unterscheidungder Fälle sind hierbeiend-
lich bzw. co-endlich,also,nachdemgeradeGezeigten,primitiv rekursiv. Dasselbegilt
für die Funktionen f1 ��������� fk C 1, die f k in deneinzelnenFällen beschreiben,da diese
entwederkonstantoder– im Fall von fk C 1 – die als primitiv rekursiv vorausgesetzte
Funktion f sind.Esist alsonachSatz9.21dieFunktion f k ebenfallsprimitiv rekursiv.?

Im RestdiesesParagraphengebenwir primitiverekursive Kodierungenvon endli-
chenZahlenfolgenan.Hierzubetrachtenwir zun̈achstPaarevonZahlen,dannZahlen-
folgenbeliebigeraberfesterLänge,undschließlichbeliebigeendlicheZahlenfolgen.

Man erḧalt einebijektiveAbbildungτ :
��pX� 1 �

, d.h.eineNummerierungder
Zahlenpaare,indemman– anschaulichgesprochen– denrechtenoberenQuadranten
der (diskreten)Zahlenebenevollständigdurchl̈auft, wobeimanalle Nebendiagonalen
der Reihenachvon (rechts)untennach(links) obendurchl̈auft (Diagramm:s. Vorle-
sung).Die erhalteneFunktionτ kannmanauchexplizit durch

τ � x � y� � 1
2
� x2 � 2xy � y2 � x � 3y� �3��� x � y� 2 �9� x � y� � 2y� (9.2)

definieren.

9.23 SATZ. Für diedurch(9.2)definierteFunktionτ :
� 2 1 �

gilt:

(i) τ ist bijektiv.

(ii) τ istmonoton,d.h.fürx1 � xk1 � x2 � xk2 mit x1 � xk1 undx2 � xk2 gilt τ � x1 � x2 � � τ � xk1 � xk2 � .
Fernergilt x1 � x2 � τ � x1 � x2 � .

(iii) τ ist primitiv rekursiv.

(iv) Die zugeḧorigenProjektionsfunktionenπ1 undπ2 mit πi � τ � x1 � x2 ��� � xi � i � 1 � 2�
sindebenfallsprimitiv rekursiv.

BEWEIS. Wir verzichtenauf denBeweisvon (i) (s. Übung).Teil (ii) folgt unmittelbar
aus(9.2)undderMonotoniederAddition undMultiplikati on.(iii) folgt ebenfallsdirekt
ausder Definition (9.2), da dieseeine explizite Definition von τ über den primitiv
rekursivenFunktionen� , � , div darstellt.(Dabeiist div die ganzzahligeDivision auf�

, von derdie primitive Rekursivität in denÜbungengezeigtwird.) Zum Beweisvon
(iv) gen̈ugt es,wegender obengezeigtenAbschlusseigenschaftenvon F(PRIM) die
Projektionπ1 (undanalogπ2) durch

π1 � x� � µx1 � x � ^ x2 � x � τ � x1 � x2 � � x���
zu charakterisieren.

?
Durch Iterationvon τ könnenwir n-Tupel von Zahlen,d.h. Folgen festerLänge

über
�

kodieren:

9.24 DEFINITION. Die Funktionenτn :
� n 1 � � n 0 1� sindinduktiv definiertdurch

τ1 � x1 � � x1

τnC 1 � x1 � x2 ��������� xnC 1 � � τ � x1 � τn � x2 ��������� xnC 1 ���
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9.25 SATZ. Für n 0 1 gilt:

(i) τn :
� n 1 �

ist bijektiv.

(ii) τn ist monotonundx1 ��������� xn � τn � x1 ����� xn � .
(iii) τn ist primitiv rekursiv.

(iv) Die zuτn geḧorendenProjektionsfunktionenπn
i :

� 1 �
mit

πn
i � τn � x1 ��������� xn ��� � xi � 1 � i � n�

sindprimitiv rekursiv.

BEWEIS. Der Beweis wird durch Induktion nachn geführt. Der Fall n � 1 ist da-
bei trivial. Sei also n � 1 B 1 gegebenund gelte der SatznachI.V. für 1 ��������� n. Da
τnC 1 � x1 ��������� xnC 1 � � τ � x1 � τn � x2 ��������� xnC 2 ��� folgen (i) – (iii) einfachausder Tatsache,
dassdieentsprechendenEigenschaftenfür τ (nachSatz9.22)undτn (nachI.V.) gelten.
Zum Beweisvon (iv) beobachtetman,dasswegen(ii)

πnC 1
i � x� � µxi � x � ^ x1 � x ����� ^ xi q 1 � x ^ xi C 1 � x ���������� ^ xnC 1 � x � τnC 1 � x1 ��������� xnC 1 � � x���

weshalbπnC 1
i � F(PRIM).

?
Die Möglichkeit,ZahlenfolgenfesterLängeprimitiv rekursiv durchZahlenzu ko-

dieren,könnenwir verwenden,um zu zeigen,dassF(PRIM) gegenfolgendesRekur-
sionsschemaabgeschlossenist.

9.26 DEFINITION. DieFunktionenf
�
nC 1�

1 ��������� f
�
nC 1�

k � k 0 1� entstehenausg
�
n�

1 ��������� g� n�k

undh
�
nC 1C k �

1 ��������� h� nC 1C k �
k durchsimultaneprimitiveRekursion, wenn(für 1 � i � k)

fi � %x � 0� � gi � %x�
fi � %x � y � 1� � hi � %x � y� f1 � %x � y� ��������� fk � %x � y���

(Schreibweise:� f1 ��������� fk � � SPR � g1 ��������� gk;h1 ��������� hk � .)
Hier werdenalsomehrereFunktionengleichzeitigdurchRekursionnachderletzten

Variabley definiert,wobeiderWerteinerFunktionanderStelley � 1 von denWerten
aller FunktionenandervorherigenStelley abḧangendarf.

9.27 SATZ. F(PRIM) undF(REK) sindgegensimultaneprimitive Rekursionabge-
schlossen.

BEWEIS (FÜR F(PRIM)). Gelte � f1 ��������� fk � � SPR � g1 ��������� gk;h1 ��������� hk � für g
�
n�

1 ���������
g
�
n�

k � h� nC 1C k �
1 ��������� h� nC 1C k �

k � F(PRIM). Um f1 ��������� fk � F(PRIM) nachzuweisen,zei-
genwir mit Hilfe einereinfachenprimitivenRekursion,dass

f � %x � y� � τk � f1 � %x � y� ��������� fk � %x � y���
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primitiv rekursiv ist, worausdanndie Behauptungmit fi � %x � y� � πk
i � f � %x � y��� folgt:

f � %x � 0� � τk � g1 � %x� ��������� gk � %x���
f � %x � y � 1� � τk � h1 � %x � y� πk

1 � f � %x � y��� ��������� πk
k � f � %x � y����� �������� hk � %x � y� πk

1 � f � %x � y��� ��������� πk
k � f � %x � y������� ?

Abschließendkönnenwir mit Hilfe der Funktionenτn nunendlicheZahlenfolgen
variablerLängekodieren.

9.28 DEFINITION. Sei
� l die Mengealler endlichenFolgen über

�
. Die Funktion

τ l :
� l 1 �

ist definiertdurch:

τ l � λ � � 0
τ l � x1 ��������� xn � � τ � n @ 1 � τn � x1 ��������� xn ��� � 1

9.29 LEMMA . τ l :
� l 1 �

ist eineBijektion.

BEWEIS. Diesergibt sichleichtausderBijektivitätderFunktionenτ undτn für n 0 1.?
Da τ l auf

� l und nicht auf
� n definiert ist, kannτ l im Gegensatzzu denFunk-

tionenτ und τn nicht primitiv rekursiv sein.Wir könnenjedochzeigen,dasswir alle
wichtigenInformationenüberdie Folgex1 ��������� xn ausder Zahl τ l � x1 ��������� xn � auf pri-
mitiv rekursiveWeisedekodierenkönnen:

9.30 SATZ. Diewiefolgt definierten1-stelligenFunktionenl , head, tail und2-stelligen
Funktionenπ l , r sindprimitiv rekursiv:

l � τ l � %x��� ��� %x �
head� τ l � %x��� �<s x1 falls %x �)� x1 ��������� xn �

0 sonst

tail � τ l � %x��� � s τ l � x2 ��������� xn � falls %x �3� x1 ��������� xn � mit n 0 2

τ l � λ � ��� 0� sonst

π l � τ l � %x� � i � ��s xi falls %x ��� x1 ��������� xn � mit n 0 i 0 1

0 sonst

τ l � %x � r τ l � %y� � τ l � %x � %y�
Für die durchx kodierteFolge %x gibt also l � x� die Längevon %x, head� x� die erste

Komponentex1 von %x undπ l � x � i � allgemeindie i-teKomponentexi von %x an,während
tail � x� die Restfolgevon %x nachStreichenvon x1 ist. Entsprechendkodiert r die Kon-
katenation.

BEWEIS. Dassl � head� tail � F(PRIM) sind,ergibt sichaus



9 BEISPIELE PRIMITIV REKURSIVER FUNKTIONEN 69

l � x� � A
0 falls x � 0
π1 � x ˙@ 1� � 1 sonst

head� x� � ce f 0 falls l � x� � 0
π2 � x ˙@ 1� falls l � x� � 1
π1 � π2 � x ˙@ 1��� sonst

(Manbeachte,dassfür x � τ l � x1 �
π2 � x ˙@ 1� � τ1 � x1 � � x1

währendfür x � τ l � x1 ��������� xn � mit n 0 2

π2 � x ˙@ 1� � τn � x1 ��������� xn � � τ � x1 � τnq 1 � x2 ��������� xn ��� � �
tail � x� � A

0 falls l � x� � 1
τ � l � x� ˙@ 2 � π2 � π2 � x ˙@ 1����� � 1 sonst

(Manbeachte,dassfür x � τ l � %x� und %x �3� x1 ��������� xn � mit n 0 2,

π2 � π2 � x ˙@ 1��� � τnq 1 � x2 ��������� xn � �
woraussich die Definition von tail � x� im 2. Fall ergibt, wennman τnq 1 noch nach
τ l übersetzt.)Um π l � F(PRIM) zu zeigen,zeigenwir zun̈achst,dassdie Funktion
end� x � y� mit

end� τ l � %x� � y� � A
τ l � xy C 1 ��������� xn � falls %x ��� x1 ��������� xn � mit n B y
τ l � λ � � 0 sonst

primitiv rekursiv ist. Diesergibt sichausfolgenderRekursion:

end� x � 0� � x
end� x � y � 1� � tail � end� x � y���

Hiermit lässtsichπ l rekursiv durch

π l � x � 0� � 0

π l � x � y � 1� � A
head� end� x � y��� falls l � end� x � y��� 0 1
0 sonst

definieren.
SchließlichzumNachweisvon rt� F(PRIM) werdenwir zeigen,dasseseinepri-

mitiv rekursiveFunktionσ � n� gibt,sodassfür jedeFolge %x �u� x1 ��������� xm� mit x1 ��������� xm � m �
n gilt, dassτ l � %x� H σ � n� ist. Da nachDefinition von τ l auchx1 ��������� xm � m � τ l � %x� gilt,
folgt hierausfür beliebigeFolgen %x � %y

τ l � %x� r τ l � %y � � τ l � %x � %y� H σ � τ l � x� � τ l � y��� �
Dieserlaubt r mit Hilfe desbeschr̈anktenµ-Operatorszu definieren:

x r y � µz H σ � x � y� � 2 i H l � x� � π l � z� i � 1� � π l � x � i � 1���
&

2
i H l � y� � π l � z� l � x� � i � 1� � π l � y� i � 1�����
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Esbleibtσ � F(PRIM) zu zeigen.Hierzubeobachtenwir zun̈achst,dassfür diedurch

σ0 � n � 0� � n
σ0 � n � m � 1� � τ � n � σ0 � n � m���

definierteprimitiv rekursiveFunktionσ0 nachDefinitionvonτn undwegenderMono-
tonievon τ undτn gilt:2 %x ��� x1 ��������� xp � � " x1 ��������� xp � n& p � m � 1# S τp � %x� � σ0 � n � m���
NachDefinition von τ l könnenwir also

σ � n� � τ � n � σ0 � n � n��� � 1

wählen.
?

Für kodierteFolgenbenutzenwir auchfolgendeSchreibweise:v
x1 ��������� xn w : � τ l � x1 ��������� xn �v w : � τ l � λ �� x� i : � π l � x � i �� x� i � j : � π l � π l � x � i � � j �

Mit Hilfe der primitiv rekursiven Folgenkodierungkönnenwir zeigen,dassF(REK)
und F(PRIM) gegendie Wertverlaufsrekursionabgeschlossensind (sieheÜbungen).
Bei dieserdarf der Wert von f � %x � y � 1� nicht nur von f � %x � y� , sondernvon allen vor-
hergehendenWerten f � %x � 0� ��������� f � %x� y� abḧangen.

9.31 DEFINITION. f
�
nC 1� � WR � g � h� entstehtaus g

�
n� und h

�
nC 2� durch Wertver-

laufsrekursion,falls

f � %x � 0� � g � %x�
f � %x � y � 1� � h � %x � y� τ l � f � %x � 0� ��������� f � %x� y����� �

Ein BeispielfüreinedurchWertverlaufsrekursiondefinierteFunktionistdieAufzählungs-
funktion f derFibonacci-Zahlen

f � 0� � f � 1� � 1
f � n � 2� � f � n� � f � n � 1� �

die im Rekursionsschrittnicht nur auf den letztenWert sondernauf die zwei letzten
Wertezurückgreift.

Will manzeigen,dassdieFunktionsum� x� mit

sum� v x1 ��������� xn w � � n

∑
i D 1

xi

primitiv rekursiv ist, sokannmandiesauchmit Wertverlaufsrekursiontun:

sum� 0� � sum� v w � � 0
sum� v x1 ��������� xn w � � sum� v x1 ��������� xnq 1 w � � xn

Hier greift man im Rekursionsschrittzwar nur auf einenvorhergehendenWert, aber
nichtauf denletztenWert,zurück.


