9. Beispiele primitiv rekursiver Funktionen

Die berechenbareRunktionenuberN, die man Uiblicherweisein der Arithmetik
betrachtetjassersichalle als primitiv rekursiv nachweisenln diesemAbschnittwer
denwir diesfur einigeBeispieletun. Hiermitwerdenwir einerseitglie Machtigkeitdes
Konzepteslerprimitiv rekursiven FunktionendemonstrierenrAndererseitsverdendie
hier erzieltenErgebnissdedochauchein wesentlichedilfsmittel fur denBeweis des
Aquivalenzsatzesn nachsterAbschnittsein. Dies gilt insbesonderéir die primitiv
rekursive KodierungendlicherZahlenfolgengdie wir im letztenTeil diesesAbschnitts
betrachten.

Wir beginnenmit der Beobachtungdassdie Klasseder primitiv rekursiven Funk-
tionen gegen explizite Definitionen abgeschlosserst, d.h. dassjede Funktion, die
durch einen Ausdruck (Term) definiert werdenkann, der nebenden Eingabewaria-
blen (odereinemTeil hiervon) und Zahlenkonstantenur primitiv rekursive Funktio-
nenenthalt, selbstwiederprimitiv rekursv ist. Hierzuberdtigenwir zurachstfolgende
Definitionen.

9.1 DEFINITION. Seieng(lnl),...,g(k”k) Funktionszeicheder anggebenerstelligkei-
ten,seiV = {v1,Vvo,Vvs,...} eineabzhlbarunendlicheMengevon Variablen,und sei
N = {n: n e N} die Mengeder Ziffern. Die MengeT(g,,...,g,) der Terme tber
99 ist induktiv definiertdurch:

(i) Jedevariablev, undjedeZiffer nistein Termuberg,, ..., g,.

(i) Sindty,...,tn, Terme'ubergl, G wobeil < m<k, soist auchgm(tl, oo tng)
einTerm 'ubergl, G
Ein Termt, derkeineVariablenenttlt, heitgestilosseneferm.

DurchDefinition 9.1wird die syntaktischesestaltder TermelibergewissenFunk-
tionszeicherestgelgt.

9.2 BEISPIEL. Sindz.B.+(? undx(® 2-stelligeFunktionszeichersoist

t=4(x(2 x(v1, V1)), £(x(3,v1), 4))

ein Term Uber+ undx. Dies siehtmaninduktiv unterVerwendungolgenderTeilter-
me (derenKorrektheitwir durch AngabederverwendeterKlauselausDefinition 9.1
belegen):
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1)
()
)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
9) (it) - (7),(8)

InterpretiertmanVariablenals Zahlvariablen Ziffern n alsdie korrespondierenden
Zahlenn unddie Funktionszeicheg(™ alsFunktionerg™ iiberlN derentsprechenden
Stelligkeit, so stellt ein geschlosseneFerm eine Zahl und ein Term mit n verschie-
denenVariableneine n-stellige Funktiondar. Diese Semantikder Termewird in den
folgendenDefinitionenformal eingefihrt. Zunachstordnenwir jedemgeschlossenen
Termt seinenWert |t| zu:

V1, V1)
3,v1)
2,%(v1, V1))
(x(3,v1),4)

e

R e S N (PSR S\

9.3 DEFINITION. Seite T(g{™, ..., g™) eingeschlossendiermundseieng{™, ..., g™

FunktioneniberN. DerWert |t| = |t|g, .. g, VONt bzgl. g1, ..., gk istinduktiv definiert
durch:

1. |n|=n.

2. 1g(t, - t)[=gi(ltal, - [tns])-

Um die Definition auf Termemit Variablenzu erweitern,betrachterwir zunachst
denTermtw,  wy,[Ny,-..,Ny), deraust durchErsetzerderVariablenw; durchdie Zif-
fernn, entstehtsawvie die MengeV (t), derin t vorkommendetVariablen.

9.4 DEFINITION. Seit € T(g(lnl), —...g™), seienwy, ..., wim € V paarweiseverschie-

deneVariablenundseienp,,...,p_ €.

(a) DerTerm
tW[E] = th,w,Wm[El’ .. ,Em]
istinduktiv definiertdurch

1. Furt e Nisttg[p] =t.

2. Fart=veVisttg[p| = p, fallsv=w; (1 <i <mj, undty[p] =t, fallsv¢
{w1, ..., Wm}.

3. Furt = gi(ty,...,ty) isttg[P] = Gi((t1)w(Pl, - - -, (ty ) w[PD])-

(b) Die MengeV (t) istinduktiv definiertdurch
1. FurteVistV(t) = {t}.
2. Furt e NistV(t) =0.
3. Furt =gi(ty, ..., ty) istV(t) =V(t)) U---UV(ty).

9.5 DEFINITION. Seit € T(gi™,...,g™) ein Termmit nichtleeretvariablenmenge
V(t) = {wi,...,Wm} (|V(t) |= m> 1) undseiengi™ ... g™ Funktioneniiber.
Dievont (bzgl.gs, ..., gk) bestiriebeneFunktion f; : N™ — N ist definiertdurch

VR= (X, Xm) € N"(f (%) = [talXy, - - Xl )
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9.6 BEISPIEL. Interpretieremwir +(2) undx(? alsAddition undMultiplikati on,sogilt
fur denin Beispiel9.2betrachteteffermt tiber+, %, dassf; die 1-stelligeFunktion

fr(3) = +(+(2,%(x X)), +(*(3,), 4))
ist, alsoin ublicherInfixschreibweisalasPolynom
fe(X) = 2% X X+ 3 X+ 4= 2+ 3x+ 4.

In obigenDefinitionenkdnnenwir auchpartielle Funktionengs, . . ., gk zugrunde-
legen.Der Wert |t| einesgeschlossenefermskanndann(in offensichtlicheiWeise)
undefiniertseinundentsprechendird die voneinemTermdefinierteFunktioni.a. par
tiell sein.Wir kdnnennun prazisierenwasesbedeutetdasseine Funktion f explizit
uberFunktionergy, . . .gk definierbaiist. Intuitiv gilt dies,wennf im Sinnedervorher
gehendeefinition von einemTermt beschriebemvird, wobeijedochnurein Teil der
Eingabenin demTerm vorkommenmuss.D.h. derWert von f brauchtvon gewissen
Eingabemichtablrangen.

9.7 DEFINITION. Die (partielle) Funktion f(" : " — IN ist explizit definierbariiber

den(partiellen)Funktioneng{™ ..., g™, wenneseinenTermt € T(g\™, .. .,g(k"k))

gibtmitV (t) = {wy, ..., Wm}, wobei||V (t)||= m< n,undesZahleni, .. .,im€ {1,...,n}
gibt mit
YR = (X1, .-, %) EN(F(R) = fe(Xip, - Xim) = [twg, . wen[Xiys -0 X0 ])- (9.1)

Liestmanhierdie Eingaberxy, . .., X, alsVariablen sohei3tdiesintuitiv, dassman
f durcheinenAusdruckdarstellerkann,in demnebendenFunktioneng, . .., gk und
ZahlenhochsterdieseVariablenvorkommen.

9.8 BEISPIEL. Die Funktion

f(xy) = 2" +3y+4
wird explizit durchdenTermt ausBeispiel9.2 definiert,wennwir fur die Eingaben
X1 = xundxz = y unddie Variablev; = wy in Definition9.7i; = 2 wahlen,d.h.
F(x1,x2) = fr(x2) = Itv, %]

9.9 satz. F(PRIM) undF(REK) sindgegenexplizite Definitionenabgeschlossen.

BEwEIs. SeiF = F(PRIM) oderF = F(REK), seieng{™,....g™ € F, undsei f
genald (9.1) gegeben.Zu zeigen:f € F. Wir zeigendies durchInduktion nachdem
AufbaudesTermed, der f definiert.

1. t=meN. Dannist f(X) = |t| = mfuralleX, d.h.f =C, e F.
2. teV.Danngilt V(t) = {wi} = {t} und f(X) = [tw, [, ]| = x;,,d.h. f =U} € F.

3.t= gi(”i) (t1,...,tn). Nachl.V. gilt dannf) € F fur die durcht; (1 < < n;) bzgl.
(9.1) definiertenFunktionenund esgilt

f(i) |tW[)_(i17"'7)_(im]|

Gi(| (ta)wlXiy, o %]l [t a6, ]1)
gi(fl(X), RS fni (X))

Gi(f1,..., ) (X),

weshalbf € F, daF gegensimultaneSubstitutionabgeschlosseist.

Tl
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O

Im Folgendenwerdenwir denAbschlussvon F(PRIM) und F(REK) unterexpli-
ziten DefinitionenstillschweigendverwendenHierbei werdenwir die definierenden
Termenicht formal angeberund auchhaufig— saweit uiblich — die Infixschreibweise
verwendenSosolltez.B. klar sein,dass

p(x) = 2+ 3x+ 4

eine explizite Definition desPolynomsp tber + und « ist, weshalbp € F(PRIM)
gilt. (Die UbersetzunglerrechterSeitein Prafixschreibweis¢unterAusschreiberwon
x? = x(x,X) und Hinzufiigender weggelasseneiklammern)in den Term aust aus
Beipiel 9.2 werdenwir alsoi.a. nicht durchihren.)Ahnlich werdenwir unsbei der
Definition einer Funktion f = PR(g, h) durch primitive Rekursioniiber Funktioneng
und h, die Uberzuwor schonals primitiv rekursiv nachgaiesenerFunktionenexplizit
definierbarsind, auf die Angabeder Rekursionsgleichungemeschanken.Es geriigt
dann,dassdie rechteSeitevon f (X, 0) explizit definierbarist und ebensadie rechte
Seitevon f (X, y+ 1), wennwir dorteventuelleVorkommenvon f (X,y) dortdurcheine
neueVariablez ersetzen.

9.10 SaTz. Die folgendenFunktionensindprimitiv rekursi:

fi(x,y) = x4y (Summe)
fa(x,y) = xxy (Produkt)
fa(x,y) = x-y (Differenzaufl)
fa(xy) = |x—Y| (AbsoluteDifferenz)
fs(x,y) = maxx.y) (Maximum)
fs(x,y) = min(x,y) (Minimum)
f7(X = sgx) (Signum,Vorzeichen)
wobeisg(x) = { 0 fallsx=0
1 fallsx>0
fa(X) = 39X (NegiertesVorzeichen)

o 1 fallsx=0
wobeisgx) = { 0 fallsx>0

BEwEIS. Dass+ und * primitiv rekursi sind, wurdebereitsin Beispiel8.5 gezeigt.
Zum Nachweisder primitiven Rekursvitat von — zeigt man zurachst,dassfs(x) =
x—1wegen

0-1 =0
(x+1)—1 = x

primitiv rekursi ist (da man f3 durch primitive Rekursionaus den uber 0 explizit
definierbarerFunktioneng = 0 und h(x,z) = x erhlt), und definiertdann— durch
primitive Rekursion

X%O = x
x=(y+1) = (x-y)-1

(wobeih explizit 'uberf~3(x) = x—1 definierbauist). Die UibrigenFunktionerkannman
direktexplizit iber+ und — definieren:
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Ix—y] = (x=y)+(y—x
maxxy) = X+(y—X)
min(xy) = maxxy)—|x—Y|
50(X) = 1-x

sg(x) = 1-5g(x)

O

Summe Produkt,Maximum und Minimum kannmanwie folgt verallgemeinern.
Zu einer(partiellen)Funktiong™? definiertman:

o(g)(Xu0) = FL,9(Xi)
o<(9)(Xy) = zi<y9(x')
T[(g)(i,u,o) = |_|i°=u9(2a.')
T (QRY) = [icy9(Xi)
max(g)(X,y) = maxg(Xi) : i<y}
min(g)(X,y) = min{g(Xi) : i<y}

(Hierbeivereinbartman,dass

i;~=i~~:0undi|1..:iﬂ...:1

fur o < u, sowie max® = min® = 0. Bei partiellemg sind die neudefiniertenFunktio-
nenandenStellendefiniert,die von demWertvon g nur ansolchenStellenablangen,
andeneng definiertist. D.h.insbesondere

0<(9) (X, Y& T (9) (X, y)d& max(g) (X, y) & min(g) (R, y) L& Vi < y(g(X,i){)

9.11 Satz. F(PRIM) und F(REK) sind gegen (die geradedefinierte)beschénkte
SummenbildungbeschénkteProduktbildungbeschénkteMaximumbildungund be-
schiankteMinimumbildungabgeschlossen.

BEWEIS. Wir zeigendie Behauptundur die Summenbildungindfur F = F(PRIM)
undiiberlassenlie andererfalle als Ubung. Seialsog™? ¢ F(PRIM). Danngilt

0<(9)(%,0) 0
0<(9)(X,y+1) 0<(9)(X,y) +9(Xy),

alsoo«(g) € F(PRIM) (daF(PRIM) gegendie primitive Rekursionundgegenexpli-
zite Definitionenabgeschlosseist). a(g) € F(PRIM) folgt hierausmit derexpliziten
Definition

a(9)(%,u,0) = 0<(9)(X,0+1)~0<(9) (X, u).

Ahnlich zeigtmandenAbschluss/on F(PRIM) und F(REK) gegenlteration:

9.12 Satz. F(PRIM) undF(REK) sindgegeniterationabgeschlosse.h. fiir f(1) ¢
F(PRIM) (bzw F(REK)) gilt Iter( ) € F(PRIM) (bzw F(REK)), wobeilter(f)(x,n) =
fN(x).
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BEWEIS. Esgilt

X
f(lter(f)(x,n)).

Iter(f)(x,0)
lter(f)(x,n+ 1)

(Fur partiellesf beachtenan,dasdlter(f)(x,n)| g.dw f™(x) | furl<m<n.) O

Als nachsteduhrenwir die primitiv rekursiven und rekursiven Mengenein. Wir
lasserunsdabeivonderBeobachtundgiten,dassineMengegenawannentscheidbar
ist, wennihre charakteristisch&unktionberechenbaist (s. Satz2.10).

9.13 DEFINITION. Eine MengeM C N" ist (primitiv) rekursivg.d.w die charakteri-
stischeFunktioncy von M (primitiv) rekursi ist.

Wir schreiberM € F(PRIM) bzw. M € F(REK), falls M primitiv rekursiv bzw.
rekursv ist. MehrstelligeMengennennenwir auch Relationen Ferneridentifizieren
wir Mengenmit Pradikaten D.h. eineEigenschaff (von natirlichenZahlen)identi-
fizierenwir mit derMengeder Zahlen,die dieseEigenschafhaben Also

P(X) (,P trifft aufX zu') < X P

Durch dieseldentifizierungentsprechesich aussagenlogisch®perationenJunkto-
ren)undelementarenengentheoretisch@perationen:

Pradikate Mengen

-P P

(Negation:P trifft nicht zu) (Komplement)
PVQ PUQ

(Disjunktion: P oder Q trifft zu) (Vereinigung)

P&Q PNQ
(Konjunktion: P und Q treffenzu) (Durchschnitt)

Man kannjedenaussagenlogischelunktormittels derobengenanntedunktorerdar
stellen(s.VorlesungenMathematischéogik® oder, Informatik1l*). Mankodnntenach
denDeMorganscherRegelnsogaraufyv oder& verzichtengda

PVQ & —(-P&-Q)
P&Q & —(-PV-Q)

gelten,d.h.
PUQ = PNQ und PNQ = PUQ.
Hier betrachterwir alszusatzlichenJunktornur nochdie Implikation
P=Q:& -PVvQ.

Wir wollen nun zeigen,dassF(PRIM) (und F(REK)) gegendie aussagenlogischen
Operationerabgeschlossesind.

9.14 SaT1z. F(PRIM) undF(REK) sindgegen—, v und& abgeschlossen.
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Bewels. FurP,QC N"undX e N" gilt:

c-p(X) = sgce(X))
crvQ(X) max(cp(X), (X))
CraQ(X) min(cp(X), cq(X))

9.15 KOROLLAR. Die Relationen=,<,<,>,> #,... sindprimitiv rekurs.

BEWEIS. Esgilt c<(x,y) = sg((y+ 1)—x), weshalb<c F(PRIM). Die iibrigenRela-
tionenerhalt manaus< durchAnwendungderaussagenlogisché&dperationen:

x=y & x<y&y<x

X2y & -(x=y)
X<y & X<Yy&X#Y

u.s.w O

Wie beidenFunktionersind die (primitiv) rekursvenMengengegenexplizite De-
finitionen abgeschlosseadie (primitive) RekursvitateinerMengeja tiberdie (pri-
mitive) RekursvitatihrerecharakteristischeRunktiondefiniertist. Insbesondergilt:

9.16 LEMMA. Die Klasseder (primitiv) rekursiven Pradikateist gegen Einsetzung
totaler (primitiv) rekursiver FunktionenabgeschlosseD.h. fiir (primitiv) rekursives

P C N™unditotale(primitiv) rekursive Funktionerf" , ..., " ist dasPradikaiQ C "
mit

Q®) & P(f1(X), ..., fm(X))

wiederum(primitiv) rekursw.
BEwEIS. Esgilt cg = cp(f1,..., fm). m]

Die beidenletztenLemmatazeigen,dassder Grapheinertotalen(primitiv) rekur
siven Funktionebenfalls(primitiv) rekursi ist. Im Fall der Rekursvitatgilt auchdie
Umkehrung.(Im primitiv rekursiven Fall gilt dies nicht, wie spaterin den Ubungen
gezeigtwerdenwird.)

9.17 SATZ. Seif :N = N total.

(a) Die Funktionf ist genaudannrekursi, wennderGraphGs von f rekursi ist.

(b) Istdie Funktionf primitiv rekursi, soist auchder Graphvon f primitiv rekursi.

BEWEIS. Seif (primitiv) rekursiv. Dannerhalt manden GraphenGs von f durch
Einsetzervon f in dasGleichheitspadikat:

(Xy) eGt —= f(X) =Y.

Die primitive Rekursvitatvon G+ folgt daherausKorollar9.15mit Lemma9.16.
Istumgekehrder GraphG; von f rekursv, sobesitztf die Darstellung

F(X) = m((X,y) € Gt) = W(ST(C( ) (X)-
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Dadie charakteristisch&unktioncg, desGraphervon f nachAnnahmerekurs ist,
folgt hierausdie Rekursvitatvon f mit Hilfe von Satz9.10. |

DanachderChurch-Turing-Thesgunddemnochzu beweisender\quivalenzsatz)
die rekursiven Funktionenund Mengengeradeden berechenbarefunktionenbzw.
entscheidbareMengenentsprecherformalisiert Satz9.17 denentsprechendeBatz
2.14fur dieintuitivenKonzepte.

Eine weiterewichtige Abschlusseigenschadter (primitiv) rekursiven Mengenist
der Abschlussgegen beschankteQuantorenfir P C N™1 entsteherPs, R, C NN*!
ausP durchAnwendungdesbestiranktenExistenzbzw Allguantors wobei

Pa(Ry) & Fz<y(P(X,2) & 3IZ(z<y&P(X 2)
R(Xy) & Vz<y(P(X 2) :&Vzz<y= P(X 2)

9.18 SaT1z. F(PRIM) undF(REK) sindgegendenbeschénktenExistenz-und All-
quantorabgeschlossen.

BEWEIS. SeiF = F(PRIM) bzw F = F(REK) undseiP C N™! mit cp € F. Dann
gilt

Ry < )
& Jz<y(ep(X2) =1)
=

~—

& oc(cp)(Ry

weshalbP; € F. Weiterkannmanden(beschankten)Allguantormit Hilfe derNegati-
on durchden(beschankten)Existenzquantoausdiicken

R(Ry) < Vz<Y(P(X 2)
& —Az< y(-P(X,2)
& (=P)3(X, 2

weshalbauchR, € F. O

Wegen Lemma9.16 ist mit P(X,y) nicht nur Jy < z(P(X,y)) wiederumprimitiv
rekursi, sondernauch3y < f(z) (P(X,y)) fur jedesf € F(PRIM). Insbesonderést
alsoauch(mit f = ) Iy < z(P(X,y)) primitiv rekursi. (Analogfur denbeschénkten
Allguantor.)

Allgemeinstellendie bislanggezeigterAbschlusseigenschafteler primitiv rekur
sivenMengensicher dasgedesPradikat,dasexplizit definiertist Uberprimitive rekur
sive Pradikate die durchdie aussagenlogischelunktorerverknipft sind, beschankt
quantifiziertseindurfen,undin die primitiv rekursive Funktioneingesetzseinkonnen,
wiederumprimitiv rekursi ist.

9.19 BEISPIEL. Die MengePZ C NN derPrimzahlerist wegenderDarstellung
PZ(n) & n>2& ¥x< n(Yy< n(x-y#n))

primitiv rekursi.
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Derp-Operatoyderja diekleinsteNullstelleeinerFunktionberechnetkannaufbe-
liebige PradikatesinngenaRwie folgt tibertragemverden:Fur PC N™ist (N = p(P)
die partielle Funktion,die bei EingabeX daskleinstey mit P(X,y) ausgibtund unde-
finiert ist, falls solchein y nicht existiert. D.h. abergerade dassp(P) (X) = p(cg) (X),
weshalb- furr rekursivesP — yu(P) € F(REK) gilt.

Die KlasseF(PRIM) istgaegendenfolgenderbestiranktenu-Opeator abgeschlos-
sen:

(PR = { BECYPEE) fale 32 <y(P)

(Im folgendenwerdenwir entsprechendz< y(P(X,y)) alsO lesen falls eskeinz < y
mit P(X, 2) gibt.)
9.20 satz. F(PRIM) ist gegendenbeschéanktenu-Operatorabgeschlossen.
Bewels. ZuP C N" ausF(PRIM) definierenwir zuréchst

QX.y) & P(Xy) & Vz<y(-P(X,2))

Dannist Q € F(PRIM) und Q(X,y) gilt genaufur daskleinstey mit P(X,y) (falls P
Uberhauptwfein (Xy) zutrifft). Esfolgt hierausdass

W(P)(Xy) = mnz<y(P(X 2)
= Mz<y(Q(% 2)
= Yzy(Z (X 2)
weshalby, (P) € F(PRIM). O

Wir setzenunsereUntersuchungler Abschlusseigenschaftaron F(PRIM) und
F(REK) mit demNachweisfort, dassdieseKlassenF gegenendlicheFallunterschei-
dungenabgeschlosserind. D.h. sind Py, ..., B n-stellige Pradikateaus F, die N"
zerlgen (d.h. PLU ---UR = N" und Py, ..., B sind paarweisedisjunkt), und sind

£V . 1" (partielle)FunktionenausF, soist auch

f(x) falls Py(X)
f(%) = .

.fk(i) falls  R(X)

wiederumin F.

9.21 SaT1z. F(REK) undF(PRIM) sind gegenendlicheFallunterscheidungeabge-
schlossen.

BEWEIS. SeiF = F(REK) bzw F = F(PRIM), seienfy, ..., fx,P1,...,P € F undsei
f hierauswie obendefiniert.Weiternehmerwir an,dassdie Funktionenfy, . .., fx alle
total sind (wasbei F = F(PRIM) nairlich stetsder Fall ist). Danngilt

k

(%= % a (X,
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dafur dasdurchX eindeutigfestgelgte i mit B (X) der zugeldrige Summandf; (X) -
cp (X) = fi(X) ist, wahrenddie andererSummandeifwegence, (X) = 0) veschwinden.
Aus dieserDarstellungvon f folgt f € F.

Fur partielle f; ist obige Darstellungnicht notwendigerweise&orrekt. Gilt z.B.
f1(X) L undPy(X), wahrendf,(X) 1, sogilt f(X) = f1(X) ], wahrend

k
PRTGRCCE

daausf»(X) 1 folgt, dassauchder Summand>(X) - cp, (X) = *( f2, cp, ) (X) undefiniertst
(nachDefinition der simultanenSubstitution)und damit auchdie Summeinsgesamt.
Bei partiellenfy, ..., fy mussmandaheranderssorgehen:

Zu einer beliebigengegebenenpartiell rekursiven Funktion g™ und einemre-
kursiven PradikatP(" definiertmanzuréchsteine (m+ n)-stellige partielle Funktion
gp € F(REK) mit (Xe N™y e N")

ik = £ 1, 7

Diesesgp erhélt mandurch Induktion nachdem Aufbau von g (s. Ubungen).Dann
kannmanf mit Hilfe derderartdefiniertenvarianten( f;)p, von f; (diefur X mit =R (X)
stetsO sind)durch

definieren. O

Wir nennenf (" eineendliche Variante von /(" undschreibenf = f/, wennsich
f und f’ nurin endlichvielen ArgumenternunterscheiderEntsprechendt M endliche
\VariantevonM’, M = M/, falls cy = cyyr.

9.22 SaTz. JedeendlicheMengeist primitiv rekursv. F(PRIM) und F(REK) sind
geagenendlicheVarianterabgeschlossen.

BEWEIS FUR F(PRIM). Die (n-stellige) leereMenge®™ ist primitiv rekursi, da
Cony = Cg. Fur nichtleeresendlichesM = {Xy, ..., %} gilt

M(X) & X=%V---VX=%,

worausM € F(PRIM) folgt.

Seiennun £, (" totale Funktionenmit f = f' und f € F(PRIM). Dannist
Df(f, f")={X: f(X) # f'(X)} endlichundohneEinschankungnichtleer, etwaDf (f, f') =
{*1,...,%}. Mankannalso f' durchdie endlicheFallunterscheidung

fi(%) falls X=%

(%) =

.f’(x’k) .falls X =%
f(X) sonst
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definieren.Die PradikatePy, . . ., B«1 zur Unterscheidungler Falle sind hierbeiend-

lich bzw co-endlich,also,nachdemgeradeGezeigtenprimitiv rekursi. Dasselbailt

fur die Funktionenfy, ..., fxy1, die f’ in deneinzelnenFallen beschreibenda diese

entwederkonstantoder— im Fall von i1 — die als primitiv rekursi vorausgesetzte

Funktion f sind.Esist alsonachSatz9.21die Funktion f’ ebenfallsprimitiv rekursv.
O

Im RestdiesesParagraphergeberwir primitive rekursive Kodierungervon endli-
chenzZahlenfolgeran.Hierzubetrachtemwir zuréchstPaarevon Zahlen,dannZahlen-
folgenbeliebigeraberfesterLange,undschliel3lichbeliebigeendlicheZahlenfolgen.

Man erhalt einebijektive Abbildungt: N x N — N, d.h. eineNummerierungler
Zahlenpaareindemman— anschauliclgesprocher denrechtenoberenQuadranten
der (diskreten)Zahlenebeneollstandigdurchiuft, wobeimanalle Nebendiagonalen
der Reihenachvon (rechts)untennach(links) obendurchiuft (Diagramm:s. Vorle-
sung).Die erhaltend~unktiont kannmanauchexplizit durch

T(x,y) = %(x2 + 2XY+ Y2+ X+ 3y) = (X4 V)2 + (X+Y) +2y) (9.2)
definieren.

9.23 SATZ. Filr die durch(9.2) definierteFunktiont : N? — N gilt:
(i) T istbijektiv.

(i) tistmonotond.h.fiirxy, Xy, X2, X, Mit Xy < X; undxe < X gilt T(x1,X2) < T(X),X%5).
Fernergilt x1,%2 < T(X1,X2).

(iii) T ist primitiv rekursk.

(iv) Die zugelirigenProjektionsfunktioenty undt mit g (T(x1,X%2)) =% (i=1,2)
sindebenfallgprimitiv rekurs.

BEWEIS. Wir verzichtenauf denBeweisvon (i) (s. Ubung).Teil (i) folgt unmittelbar
aus(9.2)undderMonotoniederAddition undMultiplikati on.(iii) folgt ebenfallgirekt
ausder Definition (9.2), da dieseeine explizite Definition von T Uber den primitiv
rekursiven Funktionen+, *, div darstellt.(Dabeiist div die ganzzahligeDivision auf
I, von derdie primitive Rekursvitatin denUbungengezeigtwird.) Zum Beweis von
(iv) geriigt es,wegender obengezeigtenAbschlusseigenschaftaron F(PRIM) die
Projektionty (undanalogry) durch

T (X) = Wxa < X(Ixe < X(T(X1, X2) = X))
zu charakterisieren. m]

Durch Iterationvon T kdnnenwir n-Tupel von Zahlen,d.h. FolgenfesterLange
uberN kodieren:

9.24 DEFINITION. Die Funktionent, : N" — N (n > 1) sindinduktiv definiertdurch

Tl(Xl) =X1
Tne1(X1, X2, .- o Xng1) = T(X1, Tn(X2, . - ., Xnt1))
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9.25 SATZ. Firn> 1 gilt:
() Tn: N"— N st bijektiv.
(i) tn istmonotonundxa, ..., %n < Tn(X1...%n).
(iii) Tn ist primitiv rekurs.
(iv) Die zut, getbrenderProjektionsfunktonenrty : N — N mit

T4 (Tn(Xe, ., %)) =% (1<i<n)

sindprimitiv rekursi.

BEweEIS. Der Beweiswird durch Induktion nachn gefuhrt. Der Fall n = 1 ist da-
bei trivial. Seialson+ 1 > 1 gegebenund gelteder Satznachl.V. fur 1,...,n. Da
Tne1 (X, -, Xng1) = T(Xe, Tn(X2, - . ., Xnt2)) folgen (i) — (iii) einfachausder Tatsache,
dasdlie entsprechendeBigenschafteffiiir t (nachSatz9.22)undt, (nachl.V.) gelten.
Zum Beweisvon (iv) beobachteian,dasswvegen(ii)

T (X) = pux < X(Fxg < X...3xog < X Ixipr < X
g < X(Tga(Xe, - %) = X))

weshalbrf™! ¢ F(PRIM). 0

Die Moglichkeit,ZahlenfolgerfesterLangeprimitiv rekursiv durchZahlenzu ko-
dieren,kdonnenwir verwendenum zu zeigen,dassF(PRIM) gegenfolgendesRekur
sionsschemabgeschlosseist.

9.26 DEFINITION. Die Funktionenf{™" ™% (k> 1) entstehemusg\”, ..., g\"
und h(l"+l+k), cen h(k"+l+k) durchsimultaneprimitive Rekursionwenn(fur 1 <i < k)

fi(%,0) = Gi(¥
fiky+1) = hi(Xy f1(Ry),. .., fk(Xy)
(Schreibweiseffy,.. ., fy) = SPR(g1, ..., 9k h1, . . ., hy).)

Hier werderalsomehrerd=unktionergleichzeitigdurchRekursiomachderletzten
Variabley definiert,wobeiderWert einerFunktionan der Stelley+ 1 von denWerten
aller FunktionenandervorherigenStelley abrangendarf.

9.27 SaT1z. F(PRIM) undF(REK) sindgegensimultaneprimitive Rekursionabge-
schlossen.

BEWEIS (FUR F(PRIM)). Gelte(fy,..., fi) = SPR(q1, ..., i ha, ..., hy) furgl™ ..,

g pMHR R 2 F(PRIMY). Um 1., fi € F(PRIM) nachzuweiserzei-
genwir mit Hilfe einereinfacherprimitivenRekursiondass

f(x y) = Tk( fl(x y)’ RN fk(x y))
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primitiv rekurs ist, worausdanndie Behauptungnit fi(%,y) = 1¢(f (X, y)) folgt:

f(X,0) (o1(X), .- 1gk( ))
f(Ry+1) = (hl(i y, TE(f( L TR(F (X,
e y,le Yy TE(F( X’,y )

O

AbschlielRendkdnnenwir mit Hilfe der Funktionent, nunendlicheZahlenfolgen
variablerLangekodieren.

9.28 DEFINITION. SeilN* die Mengealler endlichenFolgen tiberN. Die Funktion
T : N* - Nist definiertdurch:

T™"(A)=0

T (X, .-, %) =T(N—1,Tn(X1, ..., X)) +1

9.29 LEMMA. T*: N* — N st eineBijektion.

BEwEIS. Diesemibt sichleichtausderBijektivitatder Funktionert undty, furn> 1.
O

Dat* auf N* und nicht auf N" definiertist, kannt* im Gegensatzzu den Funk-
tionent und T, nicht primitiv rekurs sein.Wir kdnnenjedochzeigen,dasswir alle
wichtigen Informationeniiberdie Folge xy, . .., X, ausder Zahl *(x, . . ., Xn) auf pri-
mitiv rekursive Weisedekodiererkonnen:

9.30 SaTz. Die wiefolgt definierterl-stelligenFunktionen, head tail und2-stelligen
Funktionermt*, o sindprimitiv rekursi:

(T (%) =X

x;  fallsX=(xq,...,%)
0 sonst

headt* (X)) = {

. T (X2,..., %) fallsX=(Xqy,...,%) mitn>2
e )= {100 0 B minz

*
—
>
=
=
I

o
L

Xi  fallsX= (X,...,%) mitn>i>1
0 sonst

Tl*(T*(Y)J):{

T(X)eT(y) =T (XY)

Fur die durchx kodierteFolge X gibt alsol (x) die Langevon X, headx) die erste
Komponenteg vonXundTt(x, i) allgemeindiei-te Komponente; vonX an,wahrend
tail(x) die RestfolgevonX nachStreichervon x; ist. Entsprechen#odierto die Kon-
katenation.

BEWwEIS. Dassl, headtail ¢ F(PRIM) sind,emgibt sichaus



9 BEISPIELE PRIMITIV REKURSIVER FUNKTIONEN 69

0 falls x=0
)= { Tu(x—1)+1 sonst
0 falls 1(x)=0
headx) = Th(x—1) falls 1(x) =1
{ T (mp(x—1)) sonst

(Man beachtegassfirx = t*(x1)
B(X—1) =T1(x) = X1
wahrendfir x = T (xq, ..., Xp) mitn> 2
To(X—1) = Tnh(X1, .., %) = T(X1, Tn=1(X2, .. -, Xn)).)
tail(x) = { o ' fallsl(x) < 1

T(1(X)—2,Tp(Te(X—1)))+1 sonst
(Man beachtegassfir x = t(X) undX = (X, ..., X)) mitn> 2,

(TR (X—1)) = Th-1(X2, - . ., Xn),

woraussich die Definition von tail(x) im 2. Fall ergibt, wennman t,—1 noch nach
T, Ubersetzt. Um 1t € F(PRIM) zu zeigen,zeigenwir zurachst,dassdie Funktion
endx,y) mit

. (X1, X%)  fallsX=(Xq,..., %) mitn>y
endt(X).y) = { T™*(A)=0 sonst

primitiv rekursi ist. Dies ergibt sichausfolgenderRekursion:

endx, 0) = X
endx,y+1) = tail(endxy))
Hiermit |asstsicht* rekursiv durch
(%, 0) = 0
T(xy+1) = { headendxy)) ~ falls|(endx)) > 1
definieren.

SchlieBlichzum Nachweisvon o € F(PRIM) werdenwir zeigen,dasseseinepri-
mitiv rekursive Funktiono(n) gibt, sodas$ur jedeFolgeX = (X1, . .., Xm) Mit Xy, ..., Xm,M<
n gilt, dasst* (X) < o(n) ist. Da nachDefinitionvonT* auchxy, ..., Xm,m< () gilt,
folgt hierausfiir beliebigeFolgenXx, y

T'(X) o T (Y) =T (X,Y) <o(T" (x) +T(y)).
Dieserlaubto mit Hilfe desbeschénktenu-Operatorsu definieren:

Xoy = Uz< O(X+Y) (Vi < [(X)(T¢ (2,1 + 1) = T (x,i + 1))
& Vi < I(Y) (T (z 1 (X) +i+1) = TT(y,i + 1))
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Esbleibto € F(PRIM) zu zeigen Hierzubeobachtemwir zuréchstdassfur die durch

oo(n,0) =n
oo(n,m+1) = Tt(n,0p(n,m))

definierteprimitiv rekursive Funktionog nachDefinition von t, undwegenderMono-
tonievon t undt, gilt:

VX = (X1,..., Xp)([X1, .., Xp < N& p<m+1] = 1,(X) < ap(n, m))
NachDefinitionvont* kdnnenwir also
o(n) =1(n,00(n,n)) +1
wahlen. O

Fur kodierteFolgenbenutzerwir auchfolgendeSchreibweise:

Xty Xy = T (Xt .., %n)
0 = 1M
()i = T(xi)

()i,j = mT(xi),])

Mit Hilfe der primitiv rekursiven Folgenkodierundgkodnnenwir zeigen,dassF(REK)

und F(PRIM) gegendie Wertverlaufsrekursiorabgeschlossesind (sieheUbungen).
Bei dieserdarf der Wertvon f(X,y+ 1) nicht nur von f(X y), sondernvon allen vor-

helgehendetWertenf (X,0), ..., f(X y) abrangen.

9.31 DeriNITION. (™1 = WR(g, h) entstehtausg™ und h(™2 durch Wertver-
laufsrekursionfalls
f(x,0) = 9
fRy+1) = hXy(f(X0),. .., f(XYy)).
Ein Beispielfur einedurchWertverlaufsrekursiowlefinierteFunktionist die Aufzahlungs-
funktion f derFibonacci-Zahlen
f(0) = f(1)=1
f(n+2) f(n)+ f(n+1),

die im Rekursionsschrithicht nur auf denletztenWert sondernauf die zwei letzten
Wertezurickgreift.
Will manzeigen dassdie Funktionsum(x) mit

n
Su({x . %) = 3 X
i=
primitiv rekursi ist, sokannmandiesauchmit Wertverlaufsrekursiorun:

sum(0) = sun{()) =0
sum((X, . .., %)) = sSum({xa, ..., %n—1)) + Xn

Hier greift manim Rekursionsschritzwar nur auf einenvorhegehendenVert, aber
nichtauf denletztenWert, zuriick.



