7. Register maschinen

In diesemAbschnittgebenwir einealternatve Formalisierungder berechenbaren
zahlentheoretischdrunktionenf : N" — N. Hierzuentwerferwir wiederumeinege-
eignete(Familie von) Basismaschine(nyiehenjedochhier einenabstrakterefiVeg als
bei denTruingmaschineninsbesonderegnorierenwir die Frageder Zahldarstellung,
d.h. die Frage,wie Zahleninternim Speicherder Maschinerepiasentiertiverdenund
wie der Zugriff auf denSpeichererfolgt. Dassdiesmoglichist, emibt sichausderBe-
obachtungdasssich alle berechenbareRunktionenauf N auf die Grundoperationen
desHoch- und Herunterahlens(In- bzw. Dekrementierenjeduzierenlassenwenn
man zusatzlich noch feststellenkann, ob eine Zahl die Null ist.! Eine Registerma-
schine,wie unserneuerMaschinentypheif3t, besitztals Speichereine feste Anzahl
von SpeicherzellengenannRegister, von denenjedeeinenatirliche Zahl aufnehmen
kann.Grundoperationerind dasIn- und Dekrementieresowie der Nulltestfir jedes
Reagister Die n Eingaberschreibtmanin die erstenn Register die Ausgabeentnimmt
mandem (n+ 1)-ten Register Die ubrigenRegister (sowveit vorhanden)dienenzum
Speicherrvon HilfsgroRen.,Leeré Registerenthaltendie Null. Das Inkrementieren
istdie Funktionf (n) = n+ 1, die UblicherweiseNachfolgerfunktiongenannundmit S
(successorpezeichnetvird. DasDekrementiererst die dualeFunktion f (n) = n—1,
die denVorgangerberechnetHierbeigreift manaufdie auflN beschankteSubtraktion
— zuriick, bei der negative Ergebnissealurchdie Null ersetzwerden:

. n—m fallsn>m
n—m:= =
0 sonst.

7.1 DEFINITION. Die k-RagisterBasismasdtine zur Berechnungn-stelliger (partiel-
ler) Funktionend : N" — N (mit n < k) ist die Basismaschine

RB(k,n) = (1,0, S in, out OPER, TEST)
wobei
o | =N"
e O=N

e S=NK
Furs=(ny,...,nx) heil3tn; derWert desl-tenReyisterbeiderSpeicherbelgung
s.

e in: N"— NKist gegebendurchin(my, ..., my) = (my,...,my,0,...,0).

e out: NX— N ist gegebendurchout(my, ..., my) = My 1.

1Diesist die bereitserwahnteldeemathematisch&trukturenals Datentypzu beschreibenwobeihier N
die Objektmengest unddasin- und Dekrementieresawvie der Nulltestdie Grundoperationen




7 REGISTERMASCHINEN 46

e OPER={a: 1<I<k}U{sg: 1<I <k}, wobei

a(mg,....m) =(mg,....m-g,m+1myq,...,m)
(»InkrementiereRgyisterl*)

und

S(My,..,me) = (Mg, .., meog, m—1myq, ..., my)
(,Dekrementier&register!).

e TEST = {t: 1< I <k}, wobeit;(my,...,m) =1g.dwm =0 (,Teste,obdas
Reagisterl leerist').

7.2 BEISPIEL. EineRegistermaschin® = (B, P) zur Berechnungler Summezweier
naiirlicher ZahlenbenutztRB(3, 2) als BasismaschineEs werdendie beidenEinga-
bergisternacheinandeauf Null heruntegezhlt undgleichzeitigin jedemSchrittdas
Ausgabergisterentsprechentdochgeahlt. Hierbeiist vor jedemSchrittzu testen,ob
daszudekrementierend@egisternichtbereitamit 0 belegt, d.h.leerist. DasProgramm
P bestehtlsoausdenlinstruktionen

(0, t1, 1, 3) Testeobl.Ragisterleer

@, s, 2 Dekrementierd.. Reggister
(2, a3 0) Inkrementiere3. Register
(3, tz, 4, 6) Testeob2.Ragisterleer

4, s, 5 Dekrementier@. Register
(5, as 3) Inkrementiere3. Register

StattRegistermaschinebetrachterwir im Folgenderdie komfortablererRegiste-
roperatorengie die iterative Ausfuhrungder Registermaschinenoperationerlauben.
Diesesind entsprechendenTuringoperatorefiiir dasRegistermaschinenmodedlefi-
niert. Registermaschinennd Registeroperatoresind aquivalenteKonzeptewaswir
hier jedochnichtbewveisenwerden (Die InklusionenF(RO) C F(RM) C F(TM) wer
denjedochin denUbungengezeigtworaussichdie Aquivalenzspateremgeberwird.)

Die n-Rayisteroperatoref® sind induktiv wie folgt definiert. Zusammemit den
OperatorerP gebenwir jeweils die zugelbrige partielle SpeichertransformatioR :
S— S d.h.P: N"— N" an,diewir ebenfallsmit P bezeichnen.

7.3 DEFINITION. P isteinn-Raisteopeiator (n-RO), falls einerderfolgendenFalle
zutrifft:

1. Pe{a,...,an,S1,...,S}, wobei

a(My,...,My) = (M., Moy, M+1 My, ..., M)
S(Mg,....My) = (Mq,...,M-og,M—1m4q,...,M)

(»inkrementieredozw. dekrementier®egister!*)
2. P=P1P; furn-ROsP; und P2, wobei
PiPo(my, ...,mn) = Pa(Py(my, ..., my))
(»erstPy , dannPy*)
3. P=[Py], fureinenn-RO P, und1 < | < n, wobei
[Pui(my, ..., my) = Iter, (Py) (my, ..., my)

(»iterierePy solangebis dasRegister| leerist")



7 REGISTERMASCHINEN 47

Als SpezialfallderRegisteroperatorefilhrenwir die primitivenRegisteroperatoren
ein. Bei diesenliegt im Falle einer Iteration die Anzahl der Iterationsschrittédereits
zu Beginnder Ausfiihrungderiterativen Anweisungfest. Man erhalt hier alsonur for-
Sdleifenoder wie manauchsagt(for-)loops keinewhile- oderrepeat-until-Schleifen.

Einefor-Schleife

fori=1,...,ndo {f}

(wobei f die Zahlvariablei nicht veranderndarf) lasstsich generellmit Hilfe einer
while-Schleifedurch

i=1;
whilei<ndo {i:=i+1;f}

beschreiberEntsprechendeschreibtn unsereMNotationderRO [5P];, wobeiP nicht
aufRegisterl zugreift(d.h.die Befehlea, unds nichtenthalt), dassP n-malausgeiihrt
wird, wobein die Belegungvon Registerl bei Schleifeneintritist. In jedemSchleifen-
durchlaufwird namlichRegisterl durchAusfuhrungdesBefehlss dekrementiertind
danachdurchP nichtmehrverandert.

7.4 DEFINITION. Ein primitiver n-Rejisteopeiator (n-PRO) P ist wie ein n-RO defi-
niert, wobeijedochdie 3. Klauselin derDefinition wie folgt zu ersetzenst.

3. P = [gP1]; fur einenn-PRO Py, in demdie Operatorergy unds nichtvorkommen,
und1l<I<n.

Man beachtedassm Gegensatzu allgemeinerRegisteroperatoredie primitiven
Registeroperatorestetstotal sind. RegisteroperatoreeschreiberSpeichertransfer
mationen.Die von einem(P)RO berechnetd-unktionerhalt mandurchHinzunahme
derEin- und Ausgabefunktiorwie bei Registermaschinen.

7.5 DEFINITION. Fur n < k ist die von demk-RO P berdnete partielle n-stellige
Funktionres; : N" — IN die Funktion

ress(M) = out(P(in(im))),

wobeiin und out die Ein- bzw. Ausgabefunktiorder RegisterbasismaschirRB(k, n)
sind.Gilt hierbeifur alle M e Db(rest)

P(mM,0,...,0) = (M rep(mM),0,...,0),
soberdnetP reg konservativ

Mit F(RO) und Fyon(RO) bezeichnemwir die von ROs berechneteibzw. konser
vativ berechnetemartiellenFunktionen.F(PRO) und Fyn(PRO) sind entsprechend
fur primitive Registeroperatoremefiniert. Wie obenbereitsbemerkt,sind primitive
Registeroperatorestetstotal, berechneralsonur totale Funktionen.Es gilt dahertri-
vialerweiseF(PRO) C F(RO), daz.B. die nirgenddefinierteFunktiond : N — N von
dem nirgendsterminierenderRO aj[a;]1 berechnewird. Spaterwerdenwir zeigen,
dassesauchtotale Funktionengibt, die RO-berechenbaabernicht PRO-berechenbar
sind,d.h.dassF(PRO) C F«t(RO) gilt.
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7.6 BEISPIEL.

1. Derprimitive 3-Registeroperator

Sum= [s1a3]1[s2a3]2

berechnetlie Summezweiernatirlicher Zahlen,wobeier wie die im vorange-
gangenerBeispiel beschrieben®ggistermaschineorgeht. Sumist nicht kon-
senativ, dadie Eingaberdurchdie Rechnungzersbrt werden.

2. DerRayisteroperatofs ]|, derdasRegisterl leert,ist primitiv. DeriterierteOpe-
rator P ist hier leer, wasformal nicht zulassigist. Wir konnenjedochP = a;s;
fur ein Register j # | setzen,ohne die Wirkung von [g]; zu verandern,d.h.
[s]i = [sajsj]. Wir werdendiesim Folgenderstillschweigendrerwenden.

3. Der primitive Registeroperator
Tiosj k= [silj[sdk[sajauiscailk

beschreibden Rayistertransfervon Registeri in Register j unter Verwendung
von Reyisterk alsHilfsregister(i, j, k paarweiseverschieden)NachAusfuhrung
von Ti_,j k stehtder urspiinglichelnhalt von Registeri nunsowohl in Register
i wie auchin Register j. Das Registerk ist leer (Hierzu werdenzurachstdie
Reagister j undk geleertdannRegisteri savohl in Register j wie in Registerk
kopiert,wobeiReagisteri allerdingsgeloschtwird. Zum EndemussalsoRegister
kin Registeri zurlickkopiertwerdenwobeinunRegisterk geldschtwird.)
Mussder alte Registerinhaltnicht erhalterbleiben,so verwendemandenOpe-
rator

TLisj = [si]j[sali,

derRggisteri in Register j kopiertunddabeiRegisteri [oscht.Hierzuwird kein
Hilfsregisterberitigt.

Ragistertransfersind ein wichtigesHilfsmittel bei (konsenativen) RO-Berech-
nungen.

4. Mit Hilfe von RegistertransferkannmandenPRO Sumin einenPRO zu kon-
senativen Berechnungler Addition umwandelnjndemman Kopiender Sum-
mandenn zwei Hilfsregisternzwischenspeichert:

SuMon= T1-43To53SuUMT Lg,1 Tls,o

Dasletzte Beispiellasstsich leicht verallgemeinernZu jedem(P)RO P, dereine
n-stellige partielle Funktiond berechnetkdnnenwir einen(P)RO P' angebender ¢
konsenativ berechnet? benutzin zusatzlicheHilfsregister, in die vor Ausfilhrungvon
P die Eingaberkopiertwerden.NachAusfuhrungvon P werdenalle von P benutzten
Reagister mit AusnahmedesAusgabergistersgeloscht,und schlie3lichdie Eingaben
ausdenP'-Hilfsregisternin die Eingabergisterzuriicktransferiert.

7.7 LEMMA. F((P)RO) = Fyon((P)RO).

Bei dem Nachweisder Aquivalenzvon Turingmaschinemind Registermaschinen
beschankenwir uns wie bereitsbemerktauf die entsprechende@peratorenHier
zeigenwir zurachst,wie man Registeroperatorenurch Turingoperatorersimulieren
kann.Auf die Umkehrungwerdenwir spaterzurickkommen.
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7.8 SATZ. F(RO) C Fion(TO).

KerndesBeweisesst dasfolgendeLemma.

7.9 LEMMA. Zujedemk-ROP gibt eseineTO P, sodasdiirfi € NX gilt:

P/(...biib..) = ..bP(ib...,  fallsric Db(P)
und
P’(...?ﬁb...)T sonst.

BEWEIS VON SATZ 7.8 (MIT LEMMA 7.9). Sei¢ € F(RO) m-stellig. NachLemma
7.7 gibt eseinenk-RO P, der¢ konsenativ berechnetk > mgeeignet)SeiP' derTO,

derP gemaBLemma7.9simuliert. Dannberechnetler TO P’ = P, P'P_ die Funktion
¢ konsenativ, wobei Py (k— m)-mal die 0 (= 1) an dasBandendeschreibtund P

(k—m-—1)-mal die 0 amBandendéoscht.Fur eineEingaberi= (ny, ...,nm) € Db($)

undfird= (0,...,0) e N*"™1 gilt dannnamlich

P/(-.bitb..) = PP biib..)

? .
PP_(.. .l?(ﬁ,ﬁ, 0)b...)

= R(...?(ﬁ,d)(ﬁ),ﬁ)b...)
= ...?(ﬁ,q)(ﬁ))b...

undP" ist sonstundefiniertDie Turingoperatoret?;. undP— kdnnenmit Hilfe der
in Kapitel 5 eingefihrtenHilfsoperatorerwie folgt beschriebemverden:

Py = Rop(RIR ™LLpp, und  P- = Ryp(LbL)* ™ L Ly,

O

BEWEIS VON LEMMA 7.9. Wir definierendenTO P’ durchinduktionnachdemAuf-
baudesk-RO P.

1. P=a,. DerTuringoperatoP’ arbeitetwie folgt: Die ersteri Zahlen(d.h.genauer
Zahldarstellungenjverdenan dasBandendekopiert und die i-te Zahl dort um
1 erhbht. Dannwerdendie restlichenk — i Zahlenkopiert und schlieRlichdie
Originalegeloscht:

P = (K)'Ropd(LpL)*R(K)* (B ¥Ry L

2. P = 5. Man verfahrt analog.Nach Kopierender i-ten Zahl an dasBandende
pruft mannun, ob diesevon Null verschiederist und dekrementierin diesem
Fall, wobeimanin jedemFall nachdieserOperatiorvor derKopiederi-tenZahl
steherbleibt.

P/ = (K RopLLIRbLLJo( Lol )~ RK) /(&) Rul

3. P=PiP. Dannist P' = P;P, fur die nachInduktionsworaussetzungegebenen
TOsP; undP.
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4. P = [P1];. Hier iteriert P dennachl.V. existierendenOperatorP; solange,bis
diei-te ZahlerstmaldNull ist:

P = (RRy)'LL[LpuP; (RRy)'LL]pLpp.
[}

Die bishergezeigterBeziehungerewischenTuringmaschinenTuringoperatoren
und Registeroperatorebzgl. der— evtl. konsenativen— Berechnungron Funktionen
aufdennatirlichenZahlenkdnnenwir wie folgt zusammenfassen:

Fron(RO) = F(RO) C Fyon(TO) C F(TO) C F(TM).
(In denUbungenwird zusatzlich
Fion(RO) C Fion(RM) C F(RM) C F(TM)

gezeigt.)Bevor wir die Aquivalenzvon all diesenKonzepterzeigen,betrachterwir
nocheinweiteresformalesBerechnungskonzept.



