
7. Registermaschinen

In diesemAbschnittgebenwir einealternative Formalisierungderberechenbaren
zahlentheoretischenFunktionenf :

� n � �
. Hierzuentwerfenwir wiederumeinege-

eignete(Familie von)Basismaschine(n),gehenjedochhier einenabstrakterenWeg als
bei denTruingmaschinen.Insbesondereignorierenwir die FragederZahldarstellung,
d.h.die Frage,wie Zahlenintern im SpeicherderMaschinerepr̈asentiertwerdenund
wie derZugriff auf denSpeichererfolgt.Dassdiesmöglich ist, ergibt sichausderBe-
obachtung,dasssich alle berechenbarenFunktionenauf

�
auf die Grundoperationen

desHoch- und Herunterz̈ahlens(In- bzw. Dekrementieren)reduzierenlassen,wenn
man zus̈atzlich noch feststellenkann, ob eine Zahl die Null ist.1 Eine Registerma-
schine,wie unserneuerMaschinentypheißt,besitztals Speichereine festeAnzahl
von Speicherzellen,genanntRegister, von denenjedeeinenaẗurlicheZahl aufnehmen
kann.GrundoperationensinddasIn- undDekrementierensowie derNulltestfür jedes
Register. Die n Eingabenschreibtmanin dieerstenn Register, die Ausgabeentnimmt
mandem � n � 1� -ten Register. Die übrigenRegister (soweit vorhanden)dienenzum
Speichernvon Hilfsgrößen.

”
Leere“ Registerenthaltendie Null. Das Inkrementieren

ist dieFunktion f � n� � n � 1, die üblicherweiseNachfolgerfunktiongenanntundmit S
(successor)bezeichnetwird. DasDekrementierenist die dualeFunktion f � n� � n ˙� 1,
diedenVorgängerberechnet.Hierbeigreift manaufdieauf

�
beschr̈ankteSubtraktion

˙� zurück,beidernegativeErgebnissedurchdieNull ersetztwerden:

n ˙� m : � �
n � m falls n � m
0 sonst.

7.1 DEFINITION. Die k-Register-Basismaschine zur Berechnungn-stelliger (partiel-
ler) Funktionenϕ :

� n � �
(mit n 	 k) ist dieBasismaschine

RB� k 
 n� � � I 
 O 
 S
 in 
 out
 OPER 
 TEST �
wobei�

I � � n�
O � ��
S � � k

Für s � � n1 
 � � � 
 nk � heißtnl derWert desl -tenRegisterbeiderSpeicherbelegung
s.�
in :

� n � � k ist gegebendurchin � m1 
 � � � 
 mn � � � m1 
 � � � 
 mn 
 0 
 � � � 
 0� .�
out:

� k � �
ist gegebendurchout� m1 
 � � � 
 mk � � mn
 1.

1Diesist die bereitserwähnteIdeemathematischeStrukturenalsDatentypzu beschreiben,wobeihier �
die Objektmengeist unddasIn- undDekrementierensowie derNulltestdie Grundoperationen.
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OPER � � al : 1 � l � k � � � sl : 1 � l � k � , wobei

al � m1 
 � � � 
 mk � � � m1 
 � � � 
 ml � 1 
 ml � 1 
 ml 
 1 
 � � � 
 mk �
(
”
InkrementiereRegisterl“ )

und

sl � m1 
 � � � 
 mk � � � m1 
 � � � 
 ml � 1 
 ml ˙� 1 
 ml 
 1 
 � � � 
 mk �
(
”
DekrementiereRegisterl“ ).�

TEST � � tl : 1 � l � k � , wobeitl � m1 
 � � � 
 mk � � 1 g.d.w. ml � 0 (
”
Teste,ob das

Registerl leerist“ ).

7.2 BEISPIEL . EineRegistermaschineM � � B 
 P� zurBerechnungderSummezweier
naẗurlicher ZahlenbenutztRB� 3 
 2� als Basismaschine.Es werdendie beidenEinga-
beregisternacheinanderauf Null heruntergez̈ahlt undgleichzeitigin jedemSchrittdas
Ausgaberegisterentsprechendhochgez̈ahlt.Hierbei ist vor jedemSchrittzu testen,ob
daszudekrementierendeRegisternichtbereitsmit 0 belegt,d.h.leerist.DasProgramm
P bestehtalsoausdenInstruktionen

(0, t1, 1, 3) Teste,ob 1. Registerleer
(1, s1, 2) Dekrementiere1. Register
(2, a3, 0) Inkrementiere3. Register
(3, t2, 4, 6) Teste,ob 2. Registerleer
(4, s2, 5) Dekrementiere2. Register
(5, a3, 3) Inkrementiere3. Register

StattRegistermaschinenbetrachtenwir im Folgendendie komfortablerenRegiste-
roperatoren,die die iterative AusführungderRegistermaschinenoperationenerlauben.
DiesesindentsprechenddenTuringoperatorenfür dasRegistermaschinenmodelldefi-
niert. Registermaschinenund Registeroperatorensind äquivalenteKonzepte,waswir
hier jedochnichtbeweisenwerden.(Die InklusionenF(RO) � F(RM) � F(TM) wer-
denjedochin denÜbungengezeigt,woraussichdie Äquivalenzsp̈aterergebenwird.)

Die n-RegisteroperatorenP sind induktiv wie folgt definiert.Zusammenmit den
OperatorenP gebenwir jeweils die zugeḧorige partielleSpeichertransformationP :
S � S, d.h.P :

� n � � n, an,diewir ebenfallsmit P bezeichnen.

7.3 DEFINITION. P ist ein n-Registeroperator (n-RO), falls einerderfolgendenFälle
zutrifft:

1. P � � a1 
 � � � 
 an 
 s1 
 � � � 
 sn � , wobei

al � m1 
 � � � 
 mn � � � m1 
 � � � 
 ml � 1 
 ml � 1 
 ml 
 1 
 � � � 
 mn �
sl � m1 
 � � � 
 mn � � � m1 
 � � � 
 ml � 1 
 ml ˙� 1 
 ml 
 1 
 � � � 
 mn �

(
”
inkrementierebzw. dekrementiereRegisterl“ )

2. P � P1P2 für n-ROsP1 undP2, wobei

P1P2 � m1 
 � � � 
 mn � � P2 � P1 � m1 
 � � � 
 mn � �
(
”
erstP1 , dannP2“ )

3. P � � P1� l für einenn-RO P1 und1 � l � n, wobei� P1 � l � m1 
 � � � 
 mn � � Itertl � P1 � � m1 
 � � � 
 mn �
(
”
iteriereP1 solange,bis dasRegisterl leerist“ )
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Als SpezialfallderRegisteroperatorenführenwir dieprimitivenRegisteroperatoren
ein. Bei diesenliegt im Falle einer Iterationdie Anzahl der Iterationsschrittebereits
zu BeginnderAusführungderiterativenAnweisungfest.Man erḧalt hier alsonur for-
Schleifenoder, wiemanauchsagt,(for-)loops,keinewhile-oderrepeat-until-Schleifen.

Einefor-Schleife

f or i � 1 
 � � � 
 n do � f �
(wobei f die Zählvariablei nicht ver̈anderndarf) lässtsich generellmit Hilfe einer
while-Schleifedurch

i : � 1;
while i � n do � i : � i � 1; f �

beschreiben.Entsprechendbeschreibtin unsererNotationderRO � slP� l , wobeiP nicht
aufRegisterl zugreift(d.h.dieBefehleal undsl nichtentḧalt),dassP n-malausgef̈uhrt
wird, wobein dieBelegungvon Registerl beiSchleifeneintrittist. In jedemSchleifen-
durchlaufwird nämlichRegisterl durchAusführungdesBefehlssl dekrementiertund
danachdurchP nichtmehrver̈andert.

7.4 DEFINITION. Ein primitiver n-Registeroperator (n-PRO) P ist wie ein n-RO defi-
niert,wobeijedochdie3. Klauselin derDefinition wie folgt zu ersetzenist.
3. P � � sl P1 � l für einenn-PRO P1, in demdie Operatorenal undsl nicht vorkommen,
und1 � l � n.

Manbeachte,dassim GegensatzzuallgemeinenRegisteroperatorendieprimitiven
Registeroperatorenstetstotal sind. RegisteroperatorenbeschreibenSpeichertransfor-
mationen.Die von einem(P)RO berechneteFunktionerḧalt mandurchHinzunahme
derEin- undAusgabefunktionwie beiRegistermaschinen.

7.5 DEFINITION. Für n 	 k ist die von dem k-RO P berechnetepartielle n-stellige
FunktionresnP :

� n � �
dieFunktion

resnP � �m� � out� P � in � �m� � � 

wobei in undout die Ein- bzw. Ausgabefunktionder RegisterbasismaschineRB� k 
 n�
sind.Gilt hierbeifür alle �m � Db � resnP �

P � �m 
 0 
 � � � 
 0� � � �m
 resnP � �m� 
 0 
 � � � 
 0� 

soberechnetP resnP konservativ.

Mit F(RO) und Fkon � RO� bezeichnenwir die von ROs berechnetenbzw. konser-
vativ berechnetenpartiellenFunktionen.F(PRO) und Fkon � PRO� sind entsprechend
für primitive Registeroperatorendefiniert. Wie obenbereitsbemerkt,sind primitive
Registeroperatorenstetstotal, berechnenalsonur totaleFunktionen.Esgilt dahertri-
vialerweiseF(PRO) � F(RO), daz.B.dienirgendsdefinierteFunktionϕ :

� � �
von

demnirgendsterminierendenRO a1 � a1� 1 berechnetwird. Sp̈aterwerdenwir zeigen,
dassesauchtotaleFunktionengibt, die RO-berechenbar, abernichtPRO-berechenbar
sind,d.h.dassF(PRO) � Ftot � RO� gilt.
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7.6 BEISPIEL .

1. Derprimitive3-Registeroperator

Sum� � s1a3� 1 � s2a3� 2

berechnetdie SummezweiernaẗurlicherZahlen,wobeier wie die im vorange-
gangenenBeispiel beschriebeneRegistermaschinevorgeht.Sumist nicht kon-
servativ, dadieEingabendurchdieRechnungzersẗort werden.

2. DerRegisteroperator� sl � l , derdasRegisterl leert,ist primitiv. Der iterierteOpe-
ratorP ist hier leer, wasformal nicht zulässigist. Wir könnenjedochP � a jsj

für ein Register j �� l setzen,ohnedie Wirkung von � sl � l zu ver̈andern,d.h.� sl � l � � sl a jsj � . Wir werdendiesim Folgendenstillschweigendverwenden.

3. DerprimitiveRegisteroperator

Ti � j � k � � sj � j � sk � k � sia jak � i � skai � k

beschreibtdenRegistertransfervon Register i in Register j unterVerwendung
vonRegisterk alsHilfsregister(i 
 j 
 kpaarweiseverschieden):NachAusführung
von Ti � j � k stehtder urspr̈unglicheInhalt von Register i nunsowohl in Register
i wie auchin Register j . DasRegisterk ist leer. (Hierzu werdenzun̈achstdie
Register j undk geleert,dannRegister i sowohl in Register j wie in Registerk
kopiert,wobeiRegisteri allerdingsgel̈oschtwird. ZumEndemussalsoRegister
k in Registeri zurückkopiertwerden,wobeinunRegisterk gel̈oschtwird.)
MussderalteRegisterinhaltnicht erhaltenbleiben,soverwendetmandenOpe-
rator

TLi � j � � sj � j � sia j � i 

derRegisteri in Register j kopiertunddabeiRegisteri löscht.Hierzuwird kein
Hilfsregisterben̈otigt.
Registertransferssindein wichtigesHilfsmittel bei (konservativen)RO-Berech-
nungen.

4. Mit Hilfe von RegistertransferskannmandenPRO Sumin einenPRO zu kon-
servativen Berechnungder Addition umwandeln,indemmanKopiender Sum-
mandenin zwei Hilfsregisternzwischenspeichert:

Sumkon � T1� 4 � 3T2� 5 � 3 SumTL4� 1 TL5� 2

DasletzteBeispiel lässtsich leicht verallgemeinern:Zu jedem(P)RO P, der eine
n-stelligepartielleFunktionϕ berechnet,könnenwir einen(P)RO P� angeben,der ϕ
konservativ berechnet.P� benutztn zus̈atzlicheHilfsregister, in dievor Ausführungvon
P die Eingabenkopiertwerden.NachAusführungvon P werdenalle von P benutzten
Registermit AusnahmedesAusgaberegistersgel̈oscht,und schließlichdie Eingaben
ausdenP� -Hilfsregisternin die Eingaberegisterzurücktransferiert.

7.7 LEMMA . F((P)RO) � Fkon � (P)RO� .
Bei demNachweisder Äquivalenzvon Turingmaschinenund Registermaschinen

beschr̈ankenwir uns wie bereitsbemerktauf die entsprechendenOperatoren.Hier
zeigenwir zun̈achst,wie manRegisteroperatorendurchTuringoperatorensimulieren
kann.Auf dieUmkehrungwerdenwir sp̈aterzurückkommen.
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7.8 SATZ. F(RO) � Fkon � TO � .
KerndesBeweisesist dasfolgendeLemma.

7.9 LEMMA . Zu jedemk-RO P gibt eseineTO P� , sodassfür �n � � k gilt:

P� � � � � b� �nb � � � � � � � � b� P � �n� b � � � 
 falls �n � Db � P�
und

P� � � � � b� �nb � � � � � sonst.

BEWEIS VON SATZ 7.8 (MIT LEMMA 7.9). Seiϕ � F(RO) m-stellig. NachLemma
7.7gibt eseinenk-RO P, derϕ konservativ berechnet(k  mgeeignet).SeiP� derTO,
derP gem̈aßLemma7.9simuliert.DannberechnetderTO P� � � P
 P� P� dieFunktion
ϕ konservativ, wobei P
 � k � m� -mal die 0 � � 1� an dasBandendeschreibtund P�� k � m � 1� -mal die0 amBandendelöscht.Für eineEingabe�n � � n1 
 � � � 
 nm� � Db � ϕ �
undfür �0 � � 0 
 � � � 
 0� � � k � m� 1 gilt dannnämlich

P� � � � � � b� �nb � � � � � P
 P� P� � � � � b� �nb � � � �� P� P� � � � � b� � �n 
 �0 
 0� b � � � �� P� � � � � b� � �n 
 ϕ � �n� 
 �0� b � � � �� � � � b� � �n 
 ϕ � �n� � b � � �
undP� � ist sonstundefiniert.Die TuringoperatorenP
 undP� könnenmit Hilfe der

in Kapitel5 eingef̈uhrtenHilfsoperatorenwie folgt beschriebenwerden:

P
 � Rbb � R1R� k � mLLbb und P� � Rbb � LbL� k � m� 1LLbb � !
BEWEIS VON LEMMA 7.9. Wir definierendenTO P� durchInduktionnachdemAuf-
baudesk-RO P.

1. P � ai. DerTuringoperatorP� arbeitetwie folgt: Die ersteni Zahlen(d.h.genauer
Zahldarstellungen)werdenan dasBandendekopiert und die i-te Zahl dort um
1 erḧoht. Dannwerdendie restlichenk � i Zahlenkopiert und schließlichdie
Originalegel̈oscht:

P� � � K � iRbb1 � LbL � kR� K � k � i � El � kR1L

2. P � si . Man verfährt analog.Nach Kopierender i-ten Zahl an dasBandende
prüft mannun,ob diesevon Null verschiedenist und dekrementiertin diesem
Fall, wobeimanin jedemFall nachdieserOperationvor derKopiederi-tenZahl
stehenbleibt.

P� � � K � iRbbLL � RbLLb� b � LbL � k � 1R� K � k � i � El � kR1L

3. P � P1P2. Dannist P� � P�1P�2 für die nachInduktionsvoraussetzunggegebenen
TOsP�1 undP�2.
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4. P � � P1� i. Hier iteriert P� dennachI.V. existierendenOperatorP�1 so lange,bis
die i-teZahlerstmalsNull ist:

P� � � RRb � iLL � LbbP�1 � RRb � iLL� bLbb � !
Die bishergezeigtenBeziehungenzwischenTuringmaschinen,Turingoperatoren

undRegisteroperatorenbzgl. der – evtl. konservativen– Berechnungvon Funktionen
aufdennaẗurlichenZahlenkönnenwir wie folgt zusammenfassen:

Fkon � RO� � F(RO) � Fkon � TO � � F(TO) � F(TM) �
(In denÜbungenwird zus̈atzlich

Fkon(RO) � Fkon � RM � � F(RM) � F(TM)

gezeigt.)Bevor wir die Äquivalenzvon all diesenKonzeptenzeigen,betrachtenwir
nocheinweiteresformalesBerechnungskonzept.


