
6. Varianten des Turingmaschinen-Konzeptes
II: Varianten der Speicherstruktur

Der Speicherzugriff bei Turingmaschinenist rechtumsẗandlich.Man erḧalt effi-
zientereSpeicherstrukturen,wennmanmehrereKöpfe odermehrereBänder(mit je
einemKopf) zulässt(oderbeides).Die Anzahl der Köpfe bzw. Bänderist dabeifest,
die Zugriffe derverschiedenenKöpfebzw. auf dieverschiedenenBändervoneinander
unabḧangig.Wir formalisierenhier dasKonzeptder k-Band-TM

�
k � 1� und über-

lassendie Formalisierungder k-Kopf TM (oderallgemeinerk-Kopf-k � -Band-TM)als
Übung.

6.1 DEFINITION. SeienΣ � T � Γ ��� b � a0 �	�	�	�
� am � Alphabetemit Σ � T 
 Γ ��� b � und
seik � n � 1. Die k-Band-Turing-Basismaschinemit BandalphabetΓ zurBerechnungn-
stelligerpartiellerFunktionenvon Σ � nachT � ist diemathematischeBasismaschine

T Bk
�
Σ � T � Γ � n ��� �

I � O � S � in � out� OPER � TEST �
wobei� I � �

Σ ��� n

� O � T �� S � �
BI ����� k

Für s � �
f1 � z1 �	�	�	��� fk � zk � heißt fl die Bandinschrift und zl die Position des Ar-

beitsfeldes des l-ten Bandes
�
1 � l � k � derSpeicherbelegungs.� in :

�
Σ ��� n � S ist gegebendurch

in
�
w1 �	�	����� wn ��� �

fw1 � � � � � wn � 0 � fb � 0 ���	� ��� fb � 0���
d.h.die n EingabenwerdendurchBlanksgetrennthinterdasArbeitsfeldaufdas
ersteBandgeschrieben.Die übrigenBändersindleer.� out: S � T � ist gegebendurch

out
�
f1 � z1 �	�	����� fk � zk ��� fk

�
zk ! 1���	�	� fk

�
zk ! l � 1�"�

wobei l die kleinsteZahl � 1 mit fk
�
zk ! l �$#% T ist. D.h. die Ausgabebefindet

sichaufdemletztenBandrechtsdesArbeitsfeldes.� OPER �&� fl : f % Γ �'� R � L � S � & 1 � l � k � , wobeifür a % Γ

al
�
f1 � z1 ���	�	�
� fk � zk ��� �

f1 � z1 �	���	�
� fl ( 1 � zl ( 1 � � fl �*) a � zl + � zl � fl , 1 � zl , 1 �	���	�
� fk � zk �
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undfür B
% � R � L � S �

Bl
�
f1 � z1 �	�	�	��� fk � zk �-� �

f1 � z1 �	�	�	��� fl ( 1 � zl ( 1 � fl � z �l � fl , 1 � zl , 1 �	���	�.� fk � zk �
wobei

z �l �
/0 1 zl � 1 falls B � L

zl falls B � S
zl ! 1 falls B � R

� TEST �2� ta � l : a
% Γ& 1 � l � k � , wobeita � l � f1 � z1 �	�	�	�
� fk � zk �3� 1 g.d.w. fl

�
zl ���

a.

HierbeisindBI, fw1 � � � � �wn und f ) a � z + wie in Definition 4.1definiert.

Bei einerk-Band-TM wird alsodie Eingabeauf das1. Bandgeschriebenunddie
Ausgabedemk-tenBandentnommen.In jedemSchrittwird einBandausgewählt und
aufdiesemeineelementareOperationodereinelementarerTestausgef̈uhrt.

Bei Programmenmit bedingtenAnweisungenführt man in einemSchritt für je-
desBandersteinenDruckbefehl,danneineKopfbewegungaus,wobei die Auswahl
dieserOperationennebendemaktuellenProgrammzustandvon denInschriftenaller
Arbeitsfelderabḧangt.

EinebedingteAnweisungfür T Bk
�
Σ � T � Γ � n � hatalsodieGestalt�

i � b1 �	�	���.� bk � b �1 � B1 �	�	�	�
� b �k � Bk � j � %54 � Γk � �
Γ � Bew � k � 4

(für Bew �2� L � S � R � ) undbedeutet,dass,falls im Programmzustandi dieArbeitsfelder
mit b1 �	�	�	�
� bk beschriftetsind,dannwird für 1 � l � k auf deml-tenBandzuerstdas
Arbeitsfeldmit b �l neubeschriftetunddanndieKopfbewegungBl ausgef̈uhrt sowie der
neueZustandj angenommen.

6.2 BEISPIEL . Wir gebeneine2-Band-TMM � �
B � P � an,die feststellt,ob dasEin-

gabewort w
% Σ �2 ein Palindrom ist, d.h. ob w � wR gilt, wobei wR dasSpiegelwort

von w ist (λR � λ � � i0 �	�	� in � R � in �	�	� i0). Als Basismaschinedient uns hierzu B �
TB2

�
Σ2 � Σ2 � Σ2 �6� b � � 1� . DasProgrammP bewirkt folgendeSchritte:Zunächstwird

dasSpiegelwortwR vonw aufBand2 geschrieben.Hierzuwird w aufBand1 vonlinks
nachrechtsdurchlaufenund dabeigleichzeitigdie gelesenenBuchstabenvon rechts
nachlinks auf Band2 kopiert.Der Kopf auf Band1 wird dannvor w zurückgesetzt.
Schießlichwerdenw auf Band1 undwR aufBand2 gleichzeitigvon links nachrechts
Buchstabefür Buchstabeverglichen.FindetmaneineAbweichung,sogibt man0 aus,
sonst1.
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Formal siehtP wie folgt aus,wobei α und ω der Start-bzw. Stoppzustandvon P
sind. �

α � R1 � 0��
0 � tb � 1 � 1 � 6��
1 � t0 � 1 � 2 � 3��
2 � 12 � 4��
3 � 02 � 4��
4 � R1 � 5��
5 � L2 � 0��
6 � L1 � 7��
7 � tb � 1 � 6 � 8��
8 � R1 � 9��
9 � R2 � 10��
10� tb � 1 � 11� 14��
11� t0 � 1 � 12� 13��
12� t0 � 2 � 8 � 15��
13� t1 � 2 � 8 � 15��
14� 12 � 18��
15� b2 � 16��
16� L2 � 17��
17� 02 � 18��
18� L2 � ω �

Bei Eingabew � i0 ���	� in �
n �2� 1� habendieZusẗandevon P folgendeBedeutung.

In Zustand0 wird w gespiegelt aufBand2 kopiert,wobeihierzufür jedenBuchstaben
die Zustandsfolge1–5 durchlaufenwird. Zustand6 signalisiert,dassder Kopiervor-
gangbeendetist. Der Kopf auf dem2. Bandstehtdannbereitsvor wR, währenddas
ZurücksetzendesKopfesaufdem1.Bandvor dieEingabew im Zustand8 abgeschlos-
senist. In diesemZustandbeginnt derVergleichvon w auf Band1 undwR auf Band2
Buchstabefür Buchstabe.Bei Gleichheitw � wR endetderVergleich im Zustand14,
bei Ungleichheitw � wR im Zustand15.Ausgehendvon diesenZusẗandenwird dann
dieAusgabe1 bzw. 0 aufBand2 produziert.
Bei VerwendungbedingterAnweisungenerḧalt manfolgendesProgrammmit Startzu-
stand0 (wobeii � 0 � 1):Hier wird im Zustand1 wR aufBand2geschrieben,im Zustand
2 der Kopf auf Band1 vor die Eingabew zurückgesetzt.Im Zustand3 werdenw auf
Band1 und wR auf Band2 verglichen.Zustand4 signalisiert,dasseineAbweichung
gefundenwurde,5 ist derStoppzustand.
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Z � Γ � Γ � Γ � Bew � Γ � Bew � Z

0 b b b R b S 1
1 i b i R i L 1
1 b b b L b S 2
2 i b i L b S 2
2 b b b R b R 3
3 i i b R b R 3
3 i 1 � i b S b L 4
3 b b b S 1 L 5
4 b i 7 b b S 0 L 5

AnalysiertmandieRechenzeitderMaschineM � �
B � P � in vorstehendemBeispiel,

sosiehtman,dassdieselinear in derEingabenl̈angeist, d.h. timeM
�
w � %

O
�	8

w
8 � . Das

naiveProgrammzurLösungdesPalindromproblemsaufeiner1-Band-TMhatdagegen
einenZeitbedarfderGrößenordnungO

�	8
w

8 2 � : Hier vergleichtmandenerstenmit dem
letztenBuchstaben,streichtdieseundführt (bei Gleichheit)dasVerfahrenrekursiv für
dasRestwortaus(sieheÜbungen).Dieserfordertje Vergleich O

��8
w
8 � Schritte,dadas

Wort w hierzudurchlaufenwerdenmuss.Man kann tats̈achlichzeigen,dassjede 1-
Band-TMzur LösungdesPalindromproblemsfür unendlichviele Eingabeneinender
GrößenordnungnachquadratischenZeitbedarfhat. Dies zeigt, dassMehrband-TMs
im allgemeineneffizienter als 1-Band-TMssind, weshalbman bei Komplexitätsfra-
gendasMehrband-TM-Modellzugrundelegt. Wie dernächsteSatzzeigt,sind jedoch
Mehrband-TMsnicht prinzipiell mächtigerals1-Band-TMs.

6.3 SATZ. (BANDREDUKTIONSSATZ) DasMehrband-Turingmaschinen-Konzeptist
äquivalentzum(1-Band-)Turingmaschinen-Konzept.D.h. zu jederk-Band-Turingma-
schineM � �

B � P � mit k � 2 gibt eseineäquivalente1-Band-TMM �9� �
B �.� P �:� .

BEWEIS. SeiM � �
B � P � einek-Band-TM

�
k � 2� . Einehierzuäquivalente1-Band-TM

M �;� �
B �.� P �:� erḧalt mandurchSchritt-für-Schritt-SimulationvonP (aufeinergeeigne-

tenBasismaschineB � ). D.h. jederSchrittvonM wird durcheinegeeigneteSchrittfolge
von M � simuliert.

HierzuwähltmandasBandalphabetvonB � so,dass(intuitiv)dasBandin 2k Spuren
zerlegt wird, wobeizu jedemBandvon B zwei dieserSpurenkorrespondieren.In der
oberenSpurwird dasArbeitsfelddesk-ten Bandesdurchein ! (sonst � ) markiert,
währenddieuntereSpurdieBandinschriftentḧalt.

DasProgrammP � bestehtdannaus3 TeilprogrammenP �<� P �1 � P �2 � P �3 mit folgen-
denFunktionen:

P �1 : ÜberführungderStartkonfigurationin das(kodierte)Formatder Mehrbandma-
schine.

P �2 : Schritt-für-Schritt-Simulationvon P: Zur SimulationeinesP-Schrittesläuft P �2
vom linken Endedesrelevanten(in Spurenaufgeteilten)Bandteilsnachrechts,
bisdasArbeitsfelddesBandeserreichtist, aufdassichdieaktuelleP-Instruktion
bezieht.P �2 simuliert die Instruktiondort lokal, und läuft zum linken Endedes
relevantenBandteilszurück.

P �3 : Überführungder kodiertenStoppkonfiguration der Mehrband-Maschinein die
äquivalenteStoppkonfigurationder1-Band-Maschine.
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Im Folgendenbeschreibenwir M �=� �
B ��� P �:� formal,wobeiwir unszur Vereinfachung

derNotationaufdie Simulationeiner2-Band-TMM � �
B � P � beschr̈anken.

Ist B � T B2
�
Σ � T � Γ � n � , soist B �=� TB

�
Σ � T � Γ �>� n � mit

Γ � � Γ �?� � σ1 � b1 � σ2 � b2 � : σ1 � σ2
% � ! � � � & b1 � b2

% Γ � �?�A@>��B �
wobei

�
σ1 � b1 � σ2 � b2 � die Spurenvon links nachrechts(statt von obennachunten)

beschreibt,d.h.σi angibt,ob essichumdasArbeitsfeldvonM auf Bandi handelt,und
bi dieFeldbeschriftungvonBandi ist.

DasProgrammP � gebenwir als ProgrammausbedingtenAnweisungenan (dies
gen̈ugtnachLemma5.1),wogegenwir beiP voneinemüblichenProgrammausgehen.
OhneEinschr̈ankungkönnenwir annehmen,dassP genaueinenStoppzustande besitzt
und0 derStartzustandist.

Die ProgrammsẗuckeP �i (i � 1 � 2 � 3� von P � besitzenje eineStartzustandαi und
Stoppzustandωi. P entstehtausdiesenProgrammteilendurchUmbenennenderZusẗan-
de,sodassω1 � α2 undω2 � α3 ist unddieZustandsmengenansonstendisjunktsind.
StartzustandvonP ist α1, einzigerStoppzustandω3.

DasProgrammP �1 mussfür einEingabewort w � w
�
0���	�	� w �

m � % Σ � � m �C� 1� fol-
gendeSpeichertransformationbewirken(wir schreibenhieranschaulich

�
σ1 � b1 � σ2 � b2 � T

statt
�
σ1 � b1 � σ2 � b2 � ): ! � ��	��� bw

�
0���	�	� w �

n � b �	��� �� �	�	�.@ b w
�
0� �	��� w

�
n � B=�	���D D ! � �

b b b

Dieswird realisiertdurch
�
α1 � 0 � ω1 � 5�

Z � Γ � � Γ � � Bew � Z

0 b b L 1
1 b @ R 2
2 b

� ! � b � ! � b � R 3
3 a

% Σ
� �E� a �*��� b � R 3

3 b B L 4
4 a #�F@ a L 4
4 @ @ S 5

DasProgrammP �2 besitztfür jedeInstruktionI % P einProgrammsẗuckP �I zur Simula-
tion von I. Wir bezeichnendie Zusẗandevon P �I hier nicht mit Zahlen,sonderngeben
ihre FunktionveranschaulichendeNamen.Die Strukturvon P �I hängtvom Typ von I
ab. Wir betrachtendie typischenFälle und überlassendie Ausarbeitungder analogen
FällealsÜbung.Esist α2 � 0 undω2 � e.

1. I � �
i � � c � 1 � j � ist eineDruckinstruktion(für Band1):

Z � Γ � � Γ � � Bew � Z

i @ @ R
�
i � � AF1��

i � � AF1� � ��� b1 � σ2 � b2 � � ��� b1 � σ2 � b2 � R
�
i � � AF1��

i � � AF1� � ! � b1 � σ2 � b2 � � ! � c � σ2 � b2 � L
�
j �	@HGI��

j ��@HGC� a #�F@ a #�J@ L
�
j �	@HGI��

j ��@HGC� @ @ S j
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2. I � �
i � L2 � j � ist eineLinksbewegung(für Band2):

Z � Γ � � Γ � � Bew � Z

i @ @ R
�
i � � AF2��

i � � AF2� �
σ1 � b1 � ��� b2 � �

σ1 � b1 �*��� b2 � R
�
i � � AF2��

i � � AF2� �
σ1 � b1 � ! � b2 � �

σ1 � b1 �*��� b2 � L
�
j � G AF2��

j �*G AF2� �
σ1 � b1 � ��� b2 � �

σ1 � b1 � ! � b2 � L
�
j �	@:GC��

j �*G AF2� @ � ��� b � ! � b � L
�
j �	@ KL��

j ��@HGC� a #�F@ a L
�
j �	@:GC��

j ��@HGC� @ @ S j�
j ��@ KL� b @ S j

Ist hier AF2 auf dem1. FelddesgeklammertenBandabschnittes,somussman
diesenum ein Feld nach links erweitern,d.h. b @ durch @ � ��� b � ! � b � ersetzten.
(Entsprechendmussbei SimulationeinesRechtsbefehlsbei BedarfeineErwei-
terungamrechtenEndevorgenommenwerden.)

3. I � �
i � ta � 1 � j � k � ist einTest(für Band1):

Z � Γ � � Γ � � Bew � Z

i @ @ R
�
i � � AF1��

i � � AF1� � ��� b1 � σ2 � b2 � � ��� b1 � σ2 � b2 � R
�
i � � AF1��

i � � AF1� � ! � a � σ2 � b2 � � ! � a � σ2 � b2 � L
�
k �	@:G )�

i � � AF1� � ! � a �
� σ2 � b2 �"� a ��#� a
� ! � a �
� σ2 � b2 � L

�
j �	@:GC��

k ��@HGC� c #�J@ c #�J@ L
�
k �	@:GC��

k ��@HGC� @ @ S k�
j ��@HGC� c #�J@ c #�J@ L

�
j �	@:GC��

j ��@HGC� @ @ S j

Das ProgrammP �3 schließlich leistet für das Ausgabewort v � v
�
0���	�	� v � n � %

T ��
n �2� 1� folgendeSpeichertransformation:

σ1 � 0 σ1 � 1 σ1 � n , 1�	�	� @ ���	� b1 � 0 b1 � 1 ���	� b1 � n , 1 �	�	�MB=�	�	� �� �	��� b v
�
0� �	��� v

�
n � b �	�	�D ! � � D

b2 v
�
0� v

�
n �

Hierbei stehendie �	�	� links und rechtsdesAusgabeteilesfür beliebigeWörter, die
eventuellvon P �3 ver̈andertwerden.Diesgeschiehtdurch(α3 � 0 undω3 � stop):
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Z � Γ � � Γ � � Bew � Z

0 @ b R 0
0

�
σ1 � b1 �*��� b2 � b R 0

0
�
σ1 � b1 � ! � b2 � @ R aus

aus
�
σ1 � b1 � σ2 � b2 �"� b2

%
T b2 R aus

aus
�
σ1 � b1 � σ2 � b2 �"� b2 #% T b L @HG

aus B b L @HG@HG a #�J@ a L @HG@HG @ b S stop

Wir verzichtenaufdieVerifikation,dassP � dasProgrammP korrektsimuliert. N
VergleichtmandieRechenzeitenderMaschinenM � �

B � P � undM �"� �
B ��� P �:� oben,

sosiehtman,dass(unterderAnnahme,dasstimeM
�
w �O� 8

w
8
)

timeM P � w � %
O

�
timeM

�
w � 2 �"�

DaM in jedemSchritthöchstenseinzus̈atzlichesFeldbeschriftenkann,ist nämlichdie
LängedesrelevantenBandteiles@Q�	�	�RB vonM � beiEingabew stetsdurch2 S timeM

�
w � ! 3

beschr̈ankt, weshalbjederder timeM
�
w � M-Schrittedurch O

�
timeM

�
w � � M � -Schritte

simuliert werdenkann. Die Dauer der Initial- und Finalphasevon M � ist linear in8
w

8
, kann also vernachl̈assigtwerden.Wir werdenauf dieseBeobachtungim Kom-

plexitätstheorie-Teil derVorlesungzurückkommen.
WeitereSpeichervariantenbeiTuringmaschinensind:� Mehrdimensionale Turingmaschinen

Im 2-dimensionalenFall bestehenhier die Felderausden
”
Kästchen“ der Zah-

lenebene,d.h.die AdressierungderFeldererfolgt hier durch � 2. Bei denKopf-
bewegungenkommenentsprechenddie BefehleO (

”
nachoben“ ) undU (

”
nach

unten“ ) hinzu.DenhöherdimensionalenFall beschreibtmananalog.� Halbband-Turingmaschinen
Hier ist dasBand(oderdieBänder)nurnachrechtsunbeschr̈ankt,d.h.dieAdres-
sensindnaẗurlichestattganzerZahlen.

Auch hier lässtsich wiederumdie Äquivalenzzum urspr̈unglichenKonzeptzeigen,
wenndienichttrivialeRichtungim Fall dermehrdimensionalenTMsauchetwasmühse-
lig ist. Bei den Halbband-TMsbenutztman für die nichttriviale Richtungfolgende
Idee:Um eine(Vollband-)TuringmaschineM durcheineHalbband-TMM � zu simu-
lieren,benutztmandie Spurentechnik.DasM � -Halbbandbestehtaus2 Spuren,wobei
die obereSpurdie rechteBandḧalfte von M unddie untereSpurdie gespiegeltelinke
Bandḧalfte aufnimmt.(D.h. anschaulich,dassmanvor Beginn der RechnungdasM-
BandamArbeitsfeldzerschneidetunddie linke BandḧalfteunterdierechteBandḧalfte
umklappt.)

Ähnlich zeigt man die Äquivalenzvon Turingmaschinenund 2-Stapel-Maschi-
nen (oder– wie man meistsagt– 2-Kellermaschinen).Der Speichereiner k-Stapel-
Maschineüber dem SpeicheralphabetΓ bestehtausk Stapeln(stacks)über Γ. Die
Mächtigkeitvon 1-Stapel-Maschinenwerdenwir im Teil überFormaleSprachenbe-
trachten.
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Eine weitereVariantedesSpeicherserhaltenwir durchNormierungdesBandal-
phabets.Wir sagen,dassdieBasismaschineTB

�
Σ � T � Γ � n � Bandalphabet-normiert ist,

wennΓ � Σ � T �6� b � 0 � 1� , wobei0 � 1 – nicht aberb – in Σ � T vorkommendürfen.
DieseBeschr̈ankungdesBandalphabetesschr̈anktdieMächtigkeitdesKonzeptesnicht
ein.

6.4 SATZ. Zu jederTuringmaschineM � �
B � P � überderBasismaschineT B

�
Σ � T � Γ � n �

gibteseineäquivalenteTuringmaschineM �"� �
B ��� P �:� überderBandalphabet-normierten

BasismaschineB �=� �
Σ � T � Γ �:� n � , wobeiΓ �<� Σ � T �'� b � 0 � 1� .

BEWEISIDEE. Im Speichervon B � werdendie BuchstabendesBandalphabetesvon Γ
binärkodiert.D.h. für Γ �F� a1 �	���	�"� an � wird der Buchstabeai durchdasWort 0i1n ( i

dargestellt.Buchstabenin S werdenalsodurch
”
Blöcke“ von BuchstabenderLängen

dargestellt. N


