6. Varianten des Turingmaschinen-K onzeptes
|I: Varianten der Speicherstruktur

Der Speicherzugrif bei Turingmaschinerist rechtumstndlich. Man erhalt effi-
zientereSpeicherstrukturenyenn man mehrereK dpfe oder mehrereBander(mit je
einemKopf) zulasst(oderbeides).Die Anzahl der Kopfe bzw Banderist dabeifest,
die Zugriffe derverschiedeneKopfe bzw auf die verschiedeneBandervoneinander
unablangig. Wir formalisierenhier dasKonzeptder k-Band-TM (k > 1) und uber
lassendie Formalisierungder k-Kopf TM (oderallgemeinerk-Kopf-k'-Band-TM) als
Ubung.

6.1 DEFINITION. Seienz, T, = {b=ay,...,an} Alphabetemit>UT C I' — {b} und
seik,n> 1. Die k-Band-Turing-Basismaschineit Bandalphabelt zur Berechnung-
stelligerpartiellerFunktionenvon Z* nachT* ist die mathematischBasismaschine

TBk(Z, T,I,n)=(I,0,S in,out OPER, TEST)

wobei
o I=(=*)"
e O=T*
e S= (Bl x Z)k

Furs= (f1,z,..., fx,z) heiltf| die Bandinschrift undz die Position des Ar-
beitsfeldes des |-ten Bandes (1 < | < k) derSpeicherbelgungs.

e in: (X*)"— Sistgegebendurch
|n(Wl, .. .,Wn) = (fWLHanJ 0, fb, 0, Ceay fb, 0),

d.h.die n EingaberwerdendurchBlanksgetrenntinterdasArbeitsfeldauf das
ersteBandgeschrieberDie UibrigenBandersindleer.

e out: S— T* istgegebendurch
out(f1,z1, ..., fi,z) = fu(z+1) ... fu(z+1-1),

wobeil die kleinsteZahl > 1 mit fi(z+1) ¢ T ist. D.h. die Ausgabebefindet
sichaufdemletztenBandrechtsdesArbeitsfeldes.

e OPER={fj: fcTU{RL,S}&1< | <k},wobeifirac

al(flazla DS fka Zk) = (flazla RN f|—l1zl—l7 (ﬁ)(a,ZI)azla f|+l1zl+la BEEE} fka Zk)
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undfurBe {RL,S}

B|(fl,Zl, ey fka Zk) = (f11211 ey f|—lazl—la f|ada f|+lazl+la ey fka Zk)

wobei

1=1 1z fals B=S

z—-1 falls B=L

z+1 falls B=R
o TEST = {ty: acl&1<I <Kk}, wobeity(f1,z1,..., fk,z) =19.dw fi(z) =
a.

HierbeisindBlI, fy, . w, und f(a,z) wie in Definition 4.1 definiert.

Bei einerk-Band-TM wird alsodie Eingabeauf das1. Bandgeschriebemind die
Ausgabedemk-tenBandentnommenln jedemSchrittwird ein Bandausgevahlt und
aufdiesemeineelementar®perationoderein elementarefestausgefihrt.

Bei Programmemmit bedingtenAnweisungenfihrt manin einemSchritt fur je-
desBand ersteinenDruckbefehl,danneine Kopfbevegungaus,wobei die Auswahl
dieserOperationemebendem aktuellenProgrammzustandon den Inschriftenaller
Arbeitsfelderablrangt.

Eine bedingteAnweisungfur TBy(Z, T, I, n) hatalsodie Gestalt

(i,by,... b, by, By, ... bl By, j) € N x Tx (I x Bew)¥ x I

(furBew = {L, S R}) undbedeutetdassfalls im Programmzustaniddie Arbeitsfelder
mit by, .. ., by beschriftetsind,dannwird fur 1 <| < k auf deml-tenBandzuerstdas
Arbeitsfeldmit bj neubeschriftetunddanndie KopfbevegungB, ausgefihrt sawie der
neueZustandj angenommen.

6.2 BEISPIEL. Wir gebeneine2-Band-TMM = (B, P) an, die feststellt,ob dasEin-
gabevort w € £ ein Palindromist, d.h. ob w = wR gilt, wobeiwR das Spiegelwort
von w ist AR = A, (io...in)R = in...ig). Als Basismaschinalient uns hierzu B =
TBy(X2,22, 22U {b},1). Das ProgrammP bewirkt folgendeSchritte: Zunachstwird
dasSpiegelwortwR vonw aufBand2 geschriebertierzuwird w auf Band1 vonlinks
nachrechtsdurchlaufenund dabeigleichzeitigdie gelesenerBuchstabervon rechts
nachlinks auf Band2 kopiert. Der Kopf auf Band1 wird dannvor w zuriickgesetzt.
SchieRlichwerdenw auf Band1 undwR auf Band2 gleichzeitigvon links nachrechts
Buchstabdir Buchstabeverglichen.FindetmaneineAbweichung,sogibt man0 aus,
sonstl.
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Formal sieht P wie folgt aus,wobeia und w der Start-bzw. Stoppzustandon P
sind.

((X, Rl, O)

(0,tp1,1,6)

(
(
(10,tp1,11,14)
(11,t01,12,13)
(12, to2,8, 15)
(13, t12,8, 15)

18, L2, w)

Bei Eingabew = ig...in (N > —1) habendie Zustindevon P folgendeBedeutung.
In ZustandO wird w gespigelt auf Band2 kopiert,wobeihierzufur jedenBuchstaben
die Zustandsfolgel-5 durchlaufenwird. Zustand6 signalisiert,dassder Kopieror-
gangbeendeist. Der Kopf auf dem2. Band stehtdannbereitsvor wR, wahrenddas
ZurucksetzeresKopfesaufdeml. Bandvor die Eingabew im Zustand3 abgeschlos-
senist. In diesemZustandoeginnt der Vergleichvon w auf Band1 undw®R auf Band2
Buchstabdiir BuchstabeBei Gleichheitw = wR endetder Vergleich im Zustand14,
bei Ungleichheitw = wR im Zustandl5. Ausgehendion diesenZustanderwird dann
die Ausgabel bzw 0 aufBand2 produziert.
Bei VerwendungedingterAnweisungererhalt manfolgendesProgramnmit Startzu-
stand0 (wobeii = 0, 1): Hier wird im Zustandl wR auf Band2 geschrieberim Zustand
2 derKopf auf Band1 vor die Eingabew zurickgesetztim Zustand3 werdenw auf
Band 1 undwR auf Band?2 verglichen. Zustand4 signalisiert,dasseine Abweichung
gefundenwurde,5 ist der Stoppzustand.
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Z x I x T - I x Baw x I x Bew x Z
0 b b b R b S 1
1 i b i R i L 1
1 b b b L b S 2
2 i b i L b S 2
2 b b b R b R 3
3 i i b R b R 3
3 i 1-i b S b L 4
3 b b b S 1 L 5
4 b i/b b S 0 L 5

Analysiertmandie RechenzeitlerMaschineM = (B, P) in vorstehenderBeispiel,
sosiehtman,dassdieselinearin der Eingaberingeist, d.h. timey (w) € O(|w|). Das
naive ProgramnreurLdsungdesPalindromproblemsaufeinerl-Band-TMhatdaggen
einenZeitbedarfder GroRenordnun@(|w|?): Hier vergleicht mandenerstenmit dem
letztenBuchstabenstreichtdieseundfihrt (bei Gleichheit)dasVerfahrerrekursv fur
dasRestwortaus(sieheUbungen).Dies erfordertje Vergleich O(|w|) Schritte,dadas
Wort w hierzu durchlaufenwerdenmuss.Man kanntatsachlich zeigen,dassjede 1-
Band-TM zur LosungdesPalindromproblemgur unendlichviele Eingabereinender
GrofRenordnungnach quadratischerzZeitbedarfhat. Dies zeigt, dassMehrband-TMs
im allgemeinereffizienter als 1-Band-TMssind, weshalbman bei Komplexitatsfra-
gendasMehrband-TM-Modellzugrundelgt. Wie der nachsteSatzzeigt, sind jedoch
Mehrband-TMsicht prinzipiell machtigerals 1-Band-TMs.

6.3 SATZ. (BANDREDUKTIONSSATZ) DasMehrband-Tiringmaschinen-Knzepist
aquialentzum (1-Band-) Turingmaschinen-KnzeptD.h. zu jederk-Band-Turingma-
schineM = (B, P) mitk > 2 gibt eseineaquialentel-Band-TMM' = (B, P').

BEwEIS. SeiM = (B, P) einek-Band-TM(k > 2). Einehierzuaquivalentel-Band-TM
M’ = (B, P') erhalt mandurchSchritt-fur-Schritt-Smulationvon P (auf einergeeigne-
tenBasismasching&'). D.h.jederSchrittvon M wird durcheinegeeigneteSchrittfolge
von M’ simuliert.

HierzuwahltmandasBandalphabeton B' so,dasg(intuitiv) dasBandin 2k Spuren
zerlegt wird, wobeizu jedemBandvon B zwei dieserSpurenkorrespondierenn der
oberenSpurwird dasArbeitsfeld desk-ten Bandesdurchein + (sonst—) markiert,
wahrenddie untereSpurdie Bandinschriftenttalt.

DasProgramnP’ bestehtlannaus3 Teilprogrammer® = P} U P, U P; mit folgen-
denFunktionen:

Pi: Uberfuhrungder Startkonfiguratiorin das(kodierte)Formatder Mehrbandma-
schine.

P, : Schritt-fur-Schritt Simulationvon P: Zur SimulationeinesP-Schritteslauft P,
vom linken Endedesrelevanten(in Spurenaufgeteilten)Bandteilsnachrechts,
bisdasArbeitsfelddesBandeserreichtist, aufdassichdie aktuelleP-Instruktion
bezieht.P; simuliert die Instruktiondort lokal, und lauft zum linken Endedes
relevantenBandteilszuriick.

w-Q

. Uberfuhrungder kodiertenStoppkonfiguratin der Mehrband-Maschinén die
aguivalenteStoppkonfiguratiomer1-Band-Maschine.
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Im Folgenderbeschreibemwir M’ = (B', P') formal, wobeiwir unszur Vereinfachung
derNotationauf die Simulationeiner2-Band-TMM = (B, P) beschénken.
IstB=TBy(Z,T,I,n),soistB = TB(Z, T, n) mit

I =TuU{(o1,by,02,bp): 01,00 € {+,—} &by, b e TYU{[,]}

wobei (01, by, 02, bp) die Spurenvon links nachrechts(statt von obennachunten)
beschreibtd.h. g; angibt,ob essichum dasArbeitsfeldvon M auf Bandi handeltund
bi die Feldbeschriftungyon Bandi ist.

Das ProgrammP’ gebenwir als ProgrammausbedingtenAnweisungenan (dies
gerigtnachLemmab.1), wogegenwir bei P von einemiblichenProgrammausgehen.
OhneEinschénkungkdnnenwir annehmengassP genaweinenStoppzustand besitzt
undO der Startzustandst.

Die Programmsicke P’ (i = 1,2,3) von P' besitzenje eine Startzustandy; und
Stoppzustandy. P entstehausdieserProgrammteiledurchUmbenennederZustn-
de,sodassw = 0z unduy = a3 ist unddie Zustandsmengesnsonsterlisjunktsind.
Startzustandon P ist a1, einzigerStoppzustand.

DasProgramnP; mussfirr ein Eingabevortw = w(0) ...w(m) € Z*(m > —1) fol-
gendeSpeichertransformatidmewirken (wir schreibemieranschaulictios, by, 02, bz)T
statt(oy, b1, 02, bp)):

+ — —
bw(0)...w(n)b... 5 [ b woO ... whn ]..
t T - -

b b b

Dieswird realisiertdurch(ai = 0, = 5)
Z x I - x Bew x Z
0 b b L 1
1 b [ R 2
2 b (+,b,+,b) R 3
3 aex (—,a,—,b) R 3
3 b ] L 4
4 a#| a L 4
4 [ [ S 5

DasProgramnP;, besitztfur jedeInstruktionl € P ein Programmsick P zur Simula-
tion von 1. Wir bezeichnerdie Zustindevon P hier nicht mit Zahlen,sonderngeben
ihre Funktionveranschaulichenddamen.Die Strukturvon P hangtvom Typ von |
ah Wir betrachterdie typischenFalle und tiberlassemie Ausarbeitungler analogen
FallealsUbung.Esista, = Oundw, = e.

1. 1 =(i,(c)1, ]) isteineDruckinstruktion(fur Band1):

Z x I - I x Bew x Z

i [ [ R (i,— AF1)
(i,—)AFl) (—,bl,O'z, bz) (—,bl,O'z, bz) R (I,%AF].)
(i,—)AFl) (—}-,bl,O'z, bz) (—I—,C, 02, bz) L (J,[%)
(j,1¢) a# [ a#| L (i, [«)
(i,1¢) [ [ S j
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2. I =(i,Ly, j) ist eineLinksbevegung(fur Band2):

Z x I - x Bew x Z

i [ [ R (i,— AF2)
(i,—)AFZ) (O'l,bl,—,bz) (O'l,bl,—,bz) R (i,—)AFZ)
(i,— AF2) (01,b1, +,b2) (01,b1, —, ) L (j,+ AF2)
(j,%AFZ) (O'l,bl,—,bz) (O'l,bl,—i—,bz) L (J,[%)

(I, < AF2) [ (—,b,+,b) L (.14
(i,1¢) a# [ a L (i, [¢)
(i,[¢) [ [ S j

(. [¥) b [ S j

Ist hier AF2 auf dem1. Feld desgeklammerterBandabschnitteso mussman
diesenum ein Feld nachlinks erweitern,d.h. b[ durch [(—,b,+,b) ersetzten.
(Entsprechendhussbei SimulationeinesRechtsbefehlbei Bedarfeine Erwei-
terungamrechtenEndevorgenommerwerden.)

3. 1 = (i,tq1, j,K) istein Test(fur Band1):

Z x [ - I x Bew x Z

i [ [ R (i,— AF1)
(i,—)AFl) (—,bl,O'z, bz) (—,bl,O'z, bz) R (I,%AF].)
(i ,— AF 1) (+, a, 0y, bz) (+, a, 02, bz) L (k, [%)
(i,— AF1) (+,a,02,bp),d #a (+,@,02,by) L (i,[<)

(k. [«) c#| c#| L (k [«)

(k. [«) [ [ S k

(i, [¢) c#| c#| L (i.[«)
(J,[<) [ [ S j

Das ProgrammP4 schlief3lich leistet fur das Ausgabevort v = v(0)...v(n) € T*
(n> —1) folgendeSpeichertransformation:

010 O11 O1n+1
[ bl,O bl,l bl,n+l ] i) bV(O) v(n)b
t + - - 1
b v(0) v(n)
Hierbei stehendie ... links und rechtsdes Ausgabeteilegiir beliebige Worter, die

eventuellvon Pj verandertwerden Dies geschiehtlurch(az = 0 und s = stop):
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Z x I - [ x Baw x Z
0 [ b R 0
0 (01,b1,—,b) b R 0
0 (01, b1,+ b2) [ R aus
aus (01,b1,02,b2), b €T b, R aus
aus (01,b1,02,b2), b2 & T b L [«
aus ] b L [«
[« a#| a L [«
[« [ b S sop
Wir verzichtenauf die Verifikation,dassP’ dasProgrammP korrektsimuliert. ad

Vemleichtmandie RechenzeitederMaschinerM = (B, P) undM’ = (B', P') oben,
sosiehtman,dass(unterder Annahme dasstimen (w) > |w|)

timey: (W) € O(timey (w)?).

DaM in jedemSchritthochstengin zusatzliches~eldbeschrifterkann,ist namlichdie
LangedesrelevanterBandteileq. . .] vonM' bei Eingabew stetsdurch2- timey (w) + 3
beschankt, weshalbjeder der timey (w) M-Schrittedurch O(timew (w)) M’-Schritte
simuliert werdenkann. Die Dauer der Initial- und Finalphasevon M ist linear in
|w|, kannalso vernachéssigtwerden.Wir werdenauf dieseBeobachtungm Kom-
plexitatstheorie-&il derVorlesungzuriickkommen.

WeitereSpeicherarianterbei Turingmaschinesind:

¢ Mehrdimensionale Turingmaschinen
Im 2-dimensionalerrall besteherier die Felderausden,Kastcheh der Zah-
lenebened.h. die Adressierungier Feldererfolgt hier durchZ?2. Bei denKopf-
bevegungenkommenentsprechendie BefehleO (,nachoberi) undU (,nach
untert) hinzu.Denhoherdimensionaleriall beschreibmananalog.

¢ Halbband-Turingmaschinen
Hierist dasBand(oderdie Bandernurnachrechtsunbeschénkt,d.h.die Adres-
sensindnatirlichestattganzerZahlen.

Auch hier lasstsich wiederumdie Aquivalenzzum urspiiinglichenKonzeptzeigen,
wenndienichttrivialeRichtungim Fall dermehrdimensionalefiMs auchetwasmiihse-
lig ist. Bei denHalbband-TMsbenutztman fir die nichttriviale Richtungfolgende
Idee: Um eine (Vollband-) Turingmaschinevl durcheineHalbband-TMM’ zu simu-
lieren, benutztmandie SpurentechnikDasM'-Halbbandbestehtaus2 Spurenwobei
die obereSpurdie rechteBandlalfte von M unddie untereSpurdie gespigeltelinke
Bandralfte aufnimmt. (D.h. anschaulichdassmanvor Beginn der RechnungdasM-
BandamArbeitsfeldzerschneidatinddie linke Bandlélfte unterdie rechteBandtalfte
umklappt.)

Ahnlich zeigt man die Aquivalenzvon Turingmaschinerund 2-Stapel-Maschi-
nen (oder— wie man meistsagt— 2-Kellermaschinen)Der Speichereiner k-Stapel-
Maschinetiber dem Speicheralphabdl bestehtausk Stapeln(stacks)uberl". Die
Machtigkeitvon 1-Stapel-Maschinewerdenwir im Teil UberFormaleSpracherbe-
trachten.
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Eine weitere Variantedes Speicherserhaltenwir durchNormierungdesBandal-
phabetsWir sagengassdie Basismaschind@B(Z, T, I, n) Bandal phabet-normiert ist,
wennll = XU T U{b,0,1}, wobeiO, 1 — nichtaberb —in ZU T vorkommendiirfen.
DieseBeschankungdesBandalphabeteschianktdie MachtigkeitdesKkonzeptesicht
ein.

6.4 SaTz. ZujederTuringmaschin®| = (B, P) liberderBasismaschin€B(Z,T,I",n)
gibteseineaquivalenteTuringmaschin®!’' = (B, P') iiberderBandalphabet-normierten
BasismaschinB = (£, T, n), wobeil' = ZUTU{b,0,1}.

BEwEISIDEE. Im Speichewon B’ werdendie BuchstabemlesBandalphabetegon
binarkodiert.D.h. fir I = {ay, ..., a,} wird der Buchstabes; durchdasWort 0'1"~!
dagestellt.Buchstabern Swerdenalsodurch,Blocké vonBuchstabemerLangen
damgestellt. O



