
5. Varianten des Turingmaschinen-Konzeptes
I: Varianten der Programmstruktur

In derLiteraturfindetsicheineVielzahlvon VariantendesTuringmaschinen-Kon-
zeptes,die sich alle als äquivalentzum Grundkonzepterweisen.Untersuchthat man
dieseVariantenzum Teil um die RobustheitdesTM-Konzepteszu zeigenund um
die Church-Turing-Thesezu untermauern.Ziel war es jedochauch,effizientere(d.h.
schnellere)Maschinenzufindenbzw. Maschinenmit besserstrukturierbarenProgram-
men.In diesemAbschnittbetrachtenwir VariantendesProgrammformats,im nächsten
AbschnittdannVariantenderBasismaschine.

Die Unterscheidungvon Operations-und Testschrittenbei mathematischenMa-
schinendientderklarenDarstellungderlogischenStrukturundderFunktionsweiseder
(Basis-)Maschine.DieProgrammewerdenhierdurchjedochoft rechtumsẗandlich.Bei
geeignetemTestsatzTEST verschmilztmandaherTest-undOperationsanweisungenzu
bedingtenAnweisungen(i � t � f � j) mit derBedeutung,dass,falls im Programmzustand
i der Test t positiv ausgeht,die Operation f ausgef̈uhrt und der Nachfolgezustandj
angenommenwird (if-then-Anweisung).

BedingteAnweisungenbenutztmanmeistbei eindeutigenundvollständigenTest-
mengen,d.h.MengenTEST mit denEigenschaften

�
s � S ��� 1t � TEST � t � s�	� 1� (Eindeutigkeit)�

s � S � t � TEST � t � s�	� 1� (Vollständigkeit)

(diesgilt offensichtlichfür dieTestsderBasis-Turingmaschinen.)In diesemFall erḧalt
man(wegender Eindeutigkeit)deterministischeProgrammeP ��
 Ii : i � n 
 ausbe-
dingtenAnweisungen,indemmanfordert,dasssichje zweiverschiedeneInstruktionen
von P in ihrenbeidenerstenKomponentenunterscheiden:

� i � t � f � j � � � i � � t � � f � � j � ��� P & � i � t � f � j ������ i � � t � � f � � j ����� i �� i ��� t �� t ���
Durch die weitereForderung,dasses auchumgekehrtzu jedermit i � t beginnenden
Anweisungfür jedest � � TEST eine mit i � t � beginnendeAnweisunggibt, stellt die
Vollständigkeitvon TEST sicher, dassdie Maschinewie bishergenaudannstoppt,
wennsie erstmalseinenStoppzustanderreicht.Erlaubtdie Basismaschinezus̈atzlich
einedenSpeicherinhaltnicht ver̈anderndeTransformation,so kannmandie Äquiva-
lenzvon ProgrammenundProgrammenausbedingtenAnweisungenzeigen.Wir zei-
gendieshiernur für denFall derTuringmaschinen.Dabeifassenwir zus̈atzlichDruck-
undBewegungsbefehlezusammenundschreibenstattdesTeststa nurdenBuchstaben
a selbst.Die bedingteAnweisung

� i � a � a� � B � j �
ist alsozu lesenals:Liestmanim Zustandi denBuchstabena auf demArbeitsfeld,so
überdrucktmandiesenmit a� , führt dieKopfbewegungB ausundgehtin denZustand
j .
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5.1 LEMMA . DasTuringmaschinenkonzeptunddasKonzeptderTuringmaschinemit
bedingtenAnweisungensind äquivalent.D.h. zu jeder TM M ��� B � P� gibt es eine
äquivalenteTM M � ��� B � P� � , derenProgrammP� ausbedingtenAnweisungenbesteht,
undumgekehrt.

BEWEIS. Sei die TM M ��� B � P� gegeben.Ersetztman jedeOperationsanweisung
� i � a � j ��� P � a � Γ � bzw. � i � B � j ��� P � B ��
 L � R� S
�� durchdiebedingtenAnweisungen
� i � a� � a � S� j � bzw. � i � a� � a� � B � j � für alle a� � Γ und jedeTestanweisung� i � ta � j � k �	� P
durchdie bedingtenAnweisungen� i � a � a � S� k� und � i � a� � a� � S� j � für alle a� � Γ � 
 a 
 ,
dannerḧalt maneinProgrammP� ausbedingtenAnweisungen,sodassM ��� B � P� und
M � ��� B � P� � die selbeFunktionberechnen.

Ist umgekehrtM � ��� B � P� � eineTM mit ProgrammP� ausbedingtenAnweisun-
gen,so erḧalt maneine äquivalenteüblicheTM M ��� B � P� durchDefinition von P
wie folgt: Seiz : ZP!#" Γ " 
%$ � � � " 
�&(')�*
 ZP! 
 eineinjektiveAbbildungundsei
Γ ��
 a0 � �+��� � an 
 . Dannentḧalt P für jedenZustandi � ZP! undfür 0 � l , n die Test-
anweisungen

� i � ta0
� z� i � a0 � �-� � z� i � a0 � $.�/�

� z� i � al � �-� � tal 0 1 � z� i � al 1 1 � �-� � � z� i � al 1 1 � $2�/�
Dieseüberf̈uhrendenZustandi in denZustandz� i � a � $2� , wobeia der Buchstabeauf
dem Arbeitsfeld ist, ohnehierbei denSpeicherzu ver̈andern.JedebedingteAnwei-
sung � i � a � a� � B � j � ausP� wird alsodurchHinzunahmevon � z� i � a � $.� � a� � z� i � a � " �/� und
� z� i � a � " � � B � j � zu P korrektsimuliert. 3
5.2 BEISPIEL . Die im letztenAbschnittbeschriebeneIdeefür ein Programmzur Be-
rechnungderAddition zweiernaẗurlicherZahlenführt zu folgendemProgrammP aus
bedingtenAnweisungen1:

P ��
#� 0 � b � b � R� 1� � � 1 � 1 � 1 � R� 1� � � 1 � b � 1 � L � 2� � � 2 � 1 � 1 � L � 2� �
� 2 � b � b � R� 3� � � 3 � 1 � b � R� 4� � � 4 � 1 � b � S� 5�+
 (5.1)

Üblicherweisestellenwir solchein Programmübersichtlicherin Form einerTabelle
dar:

Z " Γ & Γ " Bew " Z

0 b b R 1
1 1 1 R 1
1 b 1 L 2
2 1 1 L 2
2 b b R 3
3 1 b R 4
4 1 b S 5

1Wie üblichgebenwir nurdie relevantenInstruktionenvonP an.Um P zu vervollständigen,hatmanfür
jedenNicht-Stoppzustandi von P und jedesa 4 Γ, für die keinemit i 5 a beginnendeInstruktion in P vor-
kommt,die Instruktion 6 i 5 a 5 a 5 S5 i 7 hinzuzuf̈ugen. (Diesführt in durchi 5 a gekennzeichnetenKonfigurationen
zu einerEndlosschleife.)
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Die beidenbislangbetrachtetenProgrammformatebenutzenalsKontrollstrukturen
Spr̈unge( � goto; hierdurchdieNachfolgeadresserealisiert)undFallunterscheidungen
( � i f -then; hierdurchTestsin FormvonbedingtenSpr̈ungenbzw. allgemeinenbeding-
tenAnweisungenrealisiert).Diesesindfür Maschinensprachen̈ublich (undreichen–
nachder Church-Turing-These– aus,um alle anderen(effektiven) Kontrollstruktu-
ren zu simulieren).HöhereProgrammiersprachenbasierenwesentlichauf Schleifen
als Kontrollstrukturen,insbesondereden while-Schleifen. Hierbei wird eine Anwei-
sung(sfolge)so langeiteriert, wie einegegebeneSchleifenbedingungerfüllt ist. (Die
Anzahl der Schleifendurchl̈aufeist alsodynamischbestimmt,und eskannpassieren,
dassdieSchleifeunendlichoft durchlaufenwird, alsodie Rechnungnicht terminiert.)
Eine Varianteder while-Schleifeist die repeat-until-Schleife, bei der die Schleifebei
erstmaligerErfüllung derSchleifenbedingungverlassenwird.

Zur Pr̈azisierungdieserSchleifenkonzeptesei f : S & SeineSpeichertransforma-
tion, t : S &8
 0 � 1 
 einTestundt : S &8
 0 � 1 
 derzu t dualeTest(d.h.t � s�	� 1 � t � s�9� .
Wir definierendien-facheIteration Iter � f � n��� f n von f durch

Iter � f � 0�:� s�;� f 0 � s�	� s

Iter � f � n $ 1�<� s�=� f n1 1 � s�	� f � f n � s�9�>� f � Iter � f � n�:� s�9� �
unddie Iteration von f nach t durch

Itert � f �<� s�	� f ns � s� �
wobeins daskleinsten mit t � f n � s�/��� 1 ist, falls solcheinn existiert und

Itert � f �:� s��?
andernfalls.Hier wird alsodie Funktion f solangeiteriert,bis derTestt erstmalsgilt.
Diesaberist geradedieBedeutungderrepeat-Anweisung2:

repeat 
 f 
 until t @ Itert � f �<�
BetrachtetmanItert � f � , sowird f solangeiteriert,wie t gilt, d.h.

while t do 
 f 
�@ Itert � f �A@ repeat 
 f 
 until t
repeat 
 f 
 until t @ while t do 
 f 


Hierausergibt sichsogleichdieÄquivalenzdieserbeidenSchleifen-Konzepte,falls wir
esmit einerkomplementiertenTestmengeTEST zutunhaben,d.h.einerTestmenge,die
mit jedemTestauchdessendualenTestentḧalt:

�
t � TEST � t � TEST � (Komplementiertheit)

Manbeachte,dassdieTestmengeeinerTuringmaschinejedochnur für dasbinäreBan-
dalphabetΓ ��
 b � 1 
 komplementiertist.

Als nächstesbetrachtenwir repeat-until-Programmefür Turingmaschinen,die wir
Turingoperatoren nennen.Der Programmablaufist hier bis auf die durch Schleifen
bedingteiterativeAusführungvonProgrammteilensequentiell,weshalbeineAdressie-
rungderInstruktionen̈uberfl̈ussigist.Turingoperatorensind(möglicherweisepartielle)
Speichertransformationen.Die von einemTuringoperatorberechneteFunktionerḧalt
man durch HinzunahmeeinesgeeignetenEin- und Ausgabemechanismus(s. weiter
unten).

2Warnung: UnsereNotation weicht hier von der üblichen ab. In der Regel wird in einer Repeat-
Anweisungzuerstdie Anweisung f ausgef̈uhrt und danngetestet,sodassf zumindesteinmalausgef̈uhrt
wird. DieseüblicheInterpretationentsprichtalsounsererBefehlsfolgef ; repeat B f C until t.
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5.3 DEFINITION. SeiB eineTuring-Basismaschinemit BandalphabetΓ undSpeicher
S � BI "ED . Die Turingoperatoren(TO) P : S & S überB sindinduktiv wie folgt defi-
niert:

1. R� L � Sundallea � Γ sindTuringoperatoren̈uberB, wobei

R� f � z�F� � f � z $ 1�
L � f � z�G� � f � z � 1�
S� f � z�H� � f � z�
a � f � z�H� � f I a J zK � z�

Hierbeiunterscheidetsichdie bereitsim letztenAbschnittverwendeteFunktion
f I a J zK von f höchstensanderStellez, wobei f I a J zK � z��� a. Die Turingoperatoren
dieserGruppeentsprechengeradedenelementarenOperationen.

2. Sind P1 und P2 Turingoperatoren̈uber B, so ist auchP1P2 ein Turingoperator
überB, wobei

P1P2 � f � z�L� P2 � P1 � f � z�9�
(Sprechweise:

”
erstP1, dannP2“ )

3. Ist P ein Turingoperator̈uberB und a � Γ, so ist auch MPN a ein Turingoperator
überB, wobei

M PN a � f � z�O� Iterta � P�<� f � z�:�
(Sprechweise:

”
iteriereP solange,bis a erstmalsauf demArbeitsfeldsteht“ )

5.4 BEISPIEL . Dasin denvorhergehendenBeispielenbeschriebeneVorgehenzurAd-
dition zweiernaẗurlicherZahlenwird durchdenTuringoperator

P � RMRN b1 M LN bRbRb

beschrieben.

BEMERKUNG. UnsereSchreibweisefür TOs ist sehrkompakt,weicht abervon der
üblicherProgrammiersprachenab. Üblich ist

P1;
P2

stattP1P2 zu schreibenund– wie schonobenausgef̈uhrt–

repeat 
 P 
 until a

statt MPN a. Der OperatorausBeispiel5.4 liest sichdannals

R;
repeat 
 R
 until b;
1;
repeat 
 L 
 until b;
R;
b;
R;
b�
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Für den sp̈aterenGebrauchdefinierenwir eine Reihevon Turingoperatoren,die
gängigeSpeicheroperationenbeschreiben.

Der Rechtsoperator

Ra ��MRN a
� a � Γ � verschiebtdasArbeitsfeldnachrechtsbis dieseserstmalsdenBuchstabena
entḧalt. Bei derVariante

Raa � RaRMRaRN aL

wird dasArbeitsfeldnachrechtsauf dasersteFeldverschoben,sodassdiesesunddas
rechteNachbarfeldbeidedenBuchstabena enthalten.Die dualenLinksoperatorensind

La �AM LN a und Laa � LaL M LaLN aR�
wobeiLaa auf demrechtena deserstenVorkommensvon aa links derurspr̈unglichen
Kopfpositionstehenbleibt.(Wir werdenbeimEntwurfvonProgrammendaraufachten,
dassdie relevanteBandinschriftnie zwei aufeinanderfolgendeBlanks � bb� entḧalt.
DerOperatorRbb verlegt danndasArbeitsfeldandas

”
rechteBandende“ , d.h.daserste

BlankrechtsderrelevantenInschrift.EntsprechendführtLbb zum
”
linkenBandende“ .)

Für einBandalphabetΓ PQ
 b � 0 � 1 
 wird dasdurch

K �9�+�+� vbR mb Snb ���+���>�A�/���+� vbmbR�Snbmb �+�+���

beschriebeneKopierendererstenKomponenteeinesamrechtenBandendestehenden
TupelsvonZahlen(genauer:Zahldarstellungen)andesssenEnde,wobeiderlinks hier-
von stehendeBandteilnicht tangiertwird unddasArbeitsfeldhinterdie kopierteZahl
verlegt wird, durchdenfolgendenKopieroperator realisiert:

K � R0RbbR1L01RM 0Rbb1L01RN b
(Der ersteBefehl0 ersetztdie erstezu kopierende1 in m durcheine0, die durchden
erstenBefehl 1 am rechtenBandendekopiert wird. Man läuft dannzu der gesetzten
Marke0 zurück, wandeltdiesewiederin eine1 um (zweiterBefehl 1) undgehtzum
rechtenNachbarfeld.Man iteriert danndieseSchrittfolgesolange,bis manhinter m,
d.h. auf ein b gelangtist �9MT�+�+�UN b � . Hierbei ist jetzt allerdingsam rechtenBandende
die zu kopierende1 direkt (ohneZwischen-Blank)hinter die letzte 1 zu schreiben,
weshalbwir denerstenKopierschrittgesondertbeschreibenmussten.)Wie sich der
Kopieroperatorbei einerSpeicherbelegungverḧalt, die nicht der obenbeschriebenen
Situationentspricht,interessiertunsnicht.

Der Löschoperator

Er � RM bRN b
löschteinerechtsdesArbeitsfeldesstehendeZahlundbleibt hinterdieserstehen:

Er �/���+� vbR nbw ���+���>�A�/���+� vbbn1 1bR w �+�+�T�

Die Wirkung von

El � L M bLN b
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ist dual.
Schließlichbetrachtenwir einenTransportoperatorT , dereine(z.B.durchLöschen

entstandene)Lückezwischenzwei am rechtenBandendestehendenZahlenschließt,
d.h.

T �/���+� vbmbl bR nb �+�+�V�	���9�+�+� vbmbR nb ���+�T�W� l X 0�

leistet,wobeiwir wiederumvon 
 b � 0 � 1 
ZY Γ ausgehen:

T � R0L1RR1R0bRM 0L1R1R0bRN bL1Lb

Wir habennochnichtdievoneinemTuringoperatorP übereinerBasis-Turingmaschine
B � TB � Σ � T � Γ � n� berechneteFunktiondefiniert.Wir könnendiestun, indemwir den
üblichenEin- undAusgabemechanismusfür Turingmaschinenverwenden.Dannistdie
vonP berechnetepartielleFunktionresP : � Σ [�� n & T [ durch

resP � w1 � �+�+� � wn �	� out � P � in � w1 � �+�+� � wn �/�9�
gegeben,wobeiin undoutdieEin- undAusgabefunktionenderBasismaschineB sind.
Die FunktionsklassenF(TO) undF I nK � TO � sinddannin Entsprechungzu F(TM) und
F I nK � TM � definiert.

Beschr̈ankenwir unsauf die BerechnungarithmetischerFunktionen,so sind das
Turingmaschinen-unddasTuringoperatorenkonzeptäquivalent,d.h.esgilt F(TM) �
F(TO). Zum Nachweishiervon werdenwir benutzen,dasswir unshier auf TMs über
demBandalphabetΓ ��
 b � 1 
 beschr̈ankenkönnen,für die – wie obenbemerkt– die
Testmengekomplementiertist. Wir zeigenhier zun̈achstnur die eineRichtungund
verschiebendenBeweisderanderenRichtungaufsp̈ater.

5.5 SATZ. F(TO) Y F(TM).

Da TOsundTMs denselbenEin/Ausgabemechanismusbesitzen,gen̈ugt eszu zeigen,
dassjederTO durcheineTM wie folgt simuliertwerdenkann:

5.6 LEMMA . Zu jedemTO P über B gibt es eine TuringmaschineM �\� B � P� � mit
StartzustandαM und einzigemStoppzustandωM , sodassM die Startkonfiguration
� αM � � f � z�/� in dieStoppkonfiguration� ωM � P � f � z�9� überf̈uhrt,falls P � f � z�^] , undsonst
nicht terminiert.

BEWEIS. DasProgrammP� derMaschineM wird durchInduktionnachdemAufbau
von P definiert.

1. P � Γ _`
 R� L � S
 . Dannist P� �a
b� 0 � P� 1�c
 , alsoαM � 0 undωM � 1.

2. P � P1P2. NachI.V. gibt esProgrammeP�1 undP�2 mit zugeḧorigenStartzusẗanden
αM1, αM2 undStoppzusẗandenωM1, ωM2, dieP1 undP2 wie gewünschtsimulie-
ren.Durch eventuellesUmbenennender Zusẗandekönnenwir o.B.d.A. anneh-
men,dassZP!1 �d
 αM1 � 0 � 1 � �+�9� � r � ωM1 
 und ZP!2 ��
 αM2 � r � r $ 1 � ���+� � s �
ωM2 
 gilt. Dann ist P� � P�1 _ P�2 dasgewünschteProgrammmit αM � 0 und
ωM � s.



5 VARIANTEN DES TURINGMASCHINEN-KONZEPTES I : VARIANTEN DER

PROGRAMMSTRUKTUR 36

3. P �eM P1N a. Für dasnachI.V. zu P1 passendeProgrammP�1 mit αM1
� ωM1 undfür

neueZusẗandeαM � ωM �� ZP!1 ist dann

P� � P�1 _`
b� αM � ta � αM1
� ωM � � � ωM1

� ta � αM1
� ωM �+


dasgewünschteProgramm.

3
Bei demvon unsgewähltenMaschinenmodelldürfen die Eingabenwährendder

Rechnungim Speicherzersẗort werden.Dies erweistsich als gravierenderNachteil,
wennmanMaschinen,dieaufdieselbeEingabezugreifen,hintereinanderschaltenmöch-
te.

DiesesProblemlässtsichvermeiden,wennmankonservativeRechnungenbetrach-
tet,bei denendie Eingaben(sowie dasBandlinks derEingaben)erhaltenbleibenund
dieAusgabehinterdieEingabengeschriebenwird. Wir präzisierendieshier (für sp̈ate-
ren Gebrauch)nur für denFall von Turingoperatorenzur Berechnungarithmetischer
Funktionen:

5.7 DEFINITION. Der TuringoperatorP überder BasismaschineTB � Σ1 � Σ1 � Γ � n� be-
rechnetdiepartielleFunktionϕ : ' n &f' konservativ, falls für Sm � Db � ϕ �

P �9�+�+� vbR Smb �+���T�	���9�+�+� v bR Smbϕ ��Sm� b �+�+���

undfür Sm �� Db � ϕ �
P �9�+�+� vbRgSmb �+�+�V�h?E�

Man beachte,dasswir hier dieAusgabefunktionabweichenddefinieren:Am Ende
derRechnungstehtderKopf vor der erstenEingabe,nicht vor derAusgabe.Darüber
hinauslöschtein konservativer Operatorden benutztenSpeichervor Abschlussder
Rechnung,d.h. der rechteBandteil entḧalt nur die Eingabenund die Ausgabe.Mit
Fkon � TO � bezeichnenwir die Klasseder von TOs konservativ berechnetenpartiellen
Funktionen.Diesestimmtmit derKlasseF(TO) überein.Wir zeigenhierzun̈achstnur
dieeinfachereRichtung:

5.8 LEMMA . Fkon � TO �ZY F(TO).

BEWEIS. SeiP ein TO, derdie n-stelligepartielleFunktionϕ konservativ berechnet.
P unterscheidetsichdannvon einerkonventionellenBerechnungvon ϕ nur dadurch,
dassder Kopf nachAusführungvon P vor der1. Eingabeundnicht vor derAusgabe
steht.Man mussnachAusführungvon P alsolediglich denKopf hinterdie Eingaben
bewegen,umeinenTO P� zurkonventionellenBerechnungvonϕ zuerhalten,alsoz.B.
P� � PRbbLLb. 3


