5. Varianten des Turingmaschinen-K onzeptes
|: Varianten der Programmstruktur

In derLiteraturfindetsich eineVielzahlvon VariantendesTuringmaschinen-Kn-
zeptesdie sich alle als aquivalentzum Grundkonzeperweisen.Untersuchthat man
dieseVariantenzum Teil um die Rolustheitdes TM-K onzepteszu zeigenund um
die Church-Turing-Thesezu untermauernZiel war esjedochauch,effizientere(d.h.
schnellereMaschinerzufindenbzw. Maschinemit bessestrukturierbareiProgram-
men.In diesemAbschnittbetrachtemwir VariantendesProgrammformatsm nachsten
AbschnittdannVariantender Basismaschine.

Die Unterscheidungron Operations-und Testschritterbei mathematischea-
schinerdientderklarenDarstellungderlogischenStrukturundderFunktionsweiseler
(Basis-)MaschineDie Programmaeaverdenhierdurchiedochoft rechtumstndlich.Bei
geeignetenTestsatZl EST verschmilztmandahefTest-undOperationsanweisungen
bedingtenAnweisungei(i,t, f, j) mit der Bedeutunggdassfalls im Programmzustand
i der Testt positiv ausgehtdie Operationf ausgefihrt und der Nachfolgezustand
angenommewmird (if-then-Anweisung)

BedingteAnweisungerbenutztmanmeistbei eindeutigerundvollstandigenTest-
mengend.h.MengenTEST mit denEigenschaften

Vse S35 € TesT (t(s) = 1) (Eindeutigkeit)
Vse St € TEST (t(s) = 1) (Vollstandigkei)

(diesgilt offensichtlichfuir die Testsder Basis-uringmaschinen.n diesenfall erhalt
man (wegender Eindeutigkeit)deterministisché®rogrammeP = {l; : i < n} ausbe-
dingtenAnweisungenindemmanfordert,dasssichje zweiverschiedenéstruktionen
von P in ihrenbeidenersterKomponentemnterscheiden:

(,t,f,0),@(" ', fj)YeP&(i,t,f,))# ("t ) = i#£i'Vt£t.

Durch die weitere Forderung,dasses auchumgekehrtzu jeder mit i,t beginnenden
Anweisungfir jedest’ € TEST einemit i,t' beginnendeAnweisunggibt, stellt die
Vollstandigkeitvon TEST sicher dassdie Maschinewie bishergenaudann stoppt,
wennsie erstmalseinenStoppzustanérreicht.Erlaubtdie Basismaschineusatzlich
eine den Speicherinhalhicht veranderndeTransformationso kannmandie Aquiva-
lenz von Programmerund ProgrammerausbedingtenAnweisungerzeigen.Wir zei-
gendieshier nurfur denFall der TuringmaschinerDabeifasserwir zusatzlich Druck-
undBewegungsbefehleusammemndschreiberstattdesTestst; nurdenBuchstaben
a selbstDie bedingteAnweisung

(i,a,d,B,j)

ist alsozu lesenals: Liestmanim Zustand denBuchstaber auf demArbeitsfeld,so
Uberdrucktmandiesenmit &, fithrt die KopfbevegungB ausund gehtin denZustand
j
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5.1 LEMMA. DasTuringmaschinenkonzephddasKonzeptder Turingmaschinenit
bedingtenAnweisungensind aquialent. D.h. zu jeder TM M = (B, P) gibt eseine
aquivalenteTM M’ = (B, P'), derenProgramn®' ausbedingterAnweisungerbesteht,
undumgekehrt.

Bewels. Seidie TM M = (B, P) gegeben.Ersetztman jede Operationsanweisung
(i,a,j)eP(aerl) bzw (i,B, j) € P (B € {L,R S}) durchdie bedingterAnweisungen
(i,a,a,S j) bzw (i,a,d,B, j) furallea € I' undjede Testanweisundi, ts, j,k) € P
durchdie bedingtemAnweisungen(i,a,a, S k) und (i,a,a,S j) furallea € ' — {a},
dannerhalt manein ProgramnP’ ausbedingterAnweisungensodassM = (B, P) und
M’ = (B, P') die selbeFunktionberechnen.

Ist umgekehrtv’ = (B, P') eine TM mit ProgrammP’ ausbedingtenAnweisun-
gen, so erhalt man eine aquivalenteubliche TM M = (B, P) durch Definition von P
wie folgt: Seiz: Zp x I x {+,—, x} = N—{Zp} eineinjektive Abbildungund sei
I ={ao,...,an}. Dannenthalt P fur jedenZustand € Zp undfiir 0 < | < n die Test-
anweisungen

(I, tag, (i, 20,—), 21,20, +))
(Z(i’ala _)7ta|+1’z(i’a|+la _)’ (Z’iaa|+la+))

DiesetiberiihrendenZustandi in denZustandz(i, a, +), wobeia der Buchstabeauf
dem Arbeitsfeld ist, ohne hierbei den Speicherzu verandern.JedebedingteAnwei-
sung(i,a,a, B, j) ausP' wird alsodurchHinzunahmevon (z(i,a, +), d, z(i,a, x)) und
(z(i,a, x),B, j) zuP korrektsimuliert. ]

5.2 BEISPIEL. Die im letztenAbschnittbeschriebené&deefirr ein Programnezur Be-
rechnungder Addition zweiernatirlicher Zahlenfiuihrt zu folgendemProgrammP aus
bedingterAnweisunge:

P={(0,b,b,R1),(1,1,1,R 1),(1,b1,L,2),(2,1,1,L,2),
(27 b) b) RJ 3)7 (3’ 17 b) R’ 4)’ (47 1’ b’S)S)} (51)

Ublicherweisestellenwir solchein Programmilbersichtlicheiin Form einer Tabelle
dar:

AWNNR RO
PR OROTROT
CoOOoORRRT
wWxoxorr oo
GORWNNERE R

1wie tiblich gebenwir nurdie relevanteninstruktionervon P an.Um P zu verwllstandigenhatmanfir
jedenNicht-Stoppzustandvon P und jedesa € I, fir die keinemit i,a beginnendénstruktionin P vor-
kommt,die Instruktion(i, a, a, S i) hinzuzufigen (Diesfuhrtin durchi, a gekennzeichaterKonfigurationen
zu einerEndlosschleife.)
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Die beidenbislangbetrachtetefPrrogrammformateenutzerals Kontrollstrukturen
Springe(= gato; hierdurchdie NachfolgeadresgealisiertjundFalluntersdheidungen
(=if-then hierdurchTestsin FormvonbedingterSptingenbzw allgemeinerbeding-
ten Anweisungerrealisiert).Diesesind fur Maschinenspracheinblich (und reichen—
nachder Church-Turing-These- aus,um alle anderen(effektiven) Kontrollstruktu-
ren zu simulieren).Hohere Programmierspracheasierenwesentlichauf Sdleifen
als Kontrollstrukturen,insbesonderelen while-Stleifen Hierbei wird eine Anwei-
sung(sfolge)o langeiteriert, wie eine gegebeneSchleifenbedingunegrfullt ist. (Die
Anzahl der Schleifendurctdufeist alsodynamischbestimmt,und eskann passieren,
dassdie Schleifeunendlichoft durchlauferwird, alsodie Rechnungnicht terminiert.)
Eine Varianteder while-Schleifeist die repeat-until-Shleife, bei der die Schleifebei
erstmaligeErfullung der Schleifenbedingungerlasserwird.

Zur PrazisierungdieserSchleifenkonzepteei f : S— SeineSpeichertransforma-
tion,t: S— {0,1} einTestundi: S— {0, 1} derzut dualeTest(d.h.f(s) = 1-t(s)).
Wir definierendie n-fachelteration Iter(f,n) = f" von f durch

lter(f,0)(s) = f9%g=s
lter(f,n+1)(s) = ") = f(f"(s)) = f(lter(f,n)(9)),

unddie Iterationvon f nach t durch
Ilter (f)(s) = f"(s),
wobeins daskleinsten mit t( f"(s)) = 1ist, falls solchein n existiert und

lter; (f)(s) 1

andernfallsHier wird alsodie Funktionf solangeiteriert, bis der Testt erstmalgilt.
Diesaberist geradedie Bedeutungler repeat-Anweisurng

repea {f} urtil t = Iter(f).
Betrachtemanlter;(f), sowird f solangeiteriert,wiet gilt, d.h.

whilet do {f} = lteg(f) = repeda {f} until T
repea {f} until t = whilet do {f}

Hierausemibt sichsogleichdie AquivalenzdiesembeidenSchleifen-konzeptefalls wir
esmit einerkomplementiertefiestmengd EST zutunhabengd.h.einerTestmengedie
mit jedemTestauchdesserualenTestenthalt:

vVt € TEST (t € TEST) (Komplementiertheit)

Manbeachtedasdie TestmengeinerTuringmaschingedochnurfur dasbinareBan-
dalphabef” = {b, 1} komplementierist.

Als nachstedetrachterwir repeat-until-Programmiir Turingmaschinendie wir
Turingopemtoren nennen.Der Programmablaufst hier bis auf die durch Schleifen
bedingtdterative Ausfuhrungvon ProgrammteilesequentiellweshalkeineAdressie-
rungderinstruktioneniberflissigist. Turingoperatoresind(moglicherweiseartielle)
Speichertransformatione®ie von einemTuringoperatoberechnetd=unktion erhalt
man durch HinzunahmeeinesgeeigneterEin- und Ausgabemechanismys. weiter
unten).

2warnung: Unsere Notation weicht hier von der iiblichenah In der Regelwird in einer Repeat-
Anweisungzuerstdie Anweisungf ausgeiihrt und danngetestetsodassf zumindesteinmalausgeiihrt
wird. DieseublichelnterpretatiorentsprichtalsounsereBefehlsfolgef; repea { f} until t.
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5.3 DEFINITION. SeiB eineTuring-Basismaschinmit Bandalphabeff und Speicher
S= Bl x Z. Die Turingopemtoren(TO) P : S— SuberB sindinduktiv wie folgt defi-
niert:

1. RL,Sundalleac I' sind TuringoperatoreiiiberB, wobei

R(f,zg = (f,z+1)
L(f,z9 = (f,z-1)
Sf,z = (f,2

a(f,z = (f(a,z)az)

Hierbeiunterscheidesich die bereitsim letztenAbschnittverwendetd-unktion
faz von f hochstensander Stellez, wobei f(, » (z) = a. Die Turingoperatoren
dieserGruppeentsprechegeradedenelementarei®perationen.

2. Sind P1 und P> Turingoperatoreriiber B, so ist auchPyP, ein Turingoperator
UberB, wobei

PP (f,2) = P(Pi(f,2))
(Sprechweise;erstP;, dannP,")

3. Ist P ein TuringoperatotiiberB unda € I, soist auch[P], ein Turingoperator
UberB, wobei

[Pla(f,2) = Iter, (P)(f,2).
(Sprechweise;iteriereP solange,bis a erstmalsauf demArbeitsfeldsteht)

5.4 BeispiEL. Dasin denvorhegehendetBeispielerbeschrieben®¥orgeherzur Ad-
dition zweiernatirlicherZahlenwird durchdenTuringoperator

P = RIRjp1[L],RbRb
beschrieben.

BEMERKUNG. UnsereSchreibweisdur TOs ist sehrkompakt,weicht abervon der
ublicherProgrammierspracheah Ublich ist

P,
P

stattP; P, zu schreiberund— wie schonobenausgeiihrt—
repea {P} urtil a

statt[P],. Der OperatorausBeispiel5.4liest sichdannals

R
repea {R} urtil b;
1
repea {L} urtil b;
R

b;
b'
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Fur den spaterenGebrauchdefinierenwir eine Reihevon Turingoperatorendie
gangigeSpeicheroperationdreschreiben.
Der Redtsopeator

Ra:[R]a

(a € ") verschiebtdasArbeitsfeld nachrechtsbis dieseserstmalsden Buchstabera
enthalt. Bei derVariante

Raa = RaR[RaR]aL

wird dasArbeitsfeldnachrechtsauf dasersteFeld verschobensodassliesesunddas
rechteNachbarfeldbeidedenBuchstabeia enthaltenDie dualenLinksopeatorensind

La = [L]a Und Laa: LaL[LaL]aR’

wobeil a5 auf demrechtena deserstenvVorkommens/on aa links derurspitinglichen

Kopfpositionsteherbleibt. (Wir werdenbeimEntwurfvon Programmeilaraufachten,

dassdie relevante Bandinschriftnie zwei aufeinandefolgendeBlanks (bb) enttilt.

Der OperatoiRyy, verlegt danndasArbeitsfeldandas, rechteBandend¥, d.h.daserste

Blankrechtsderrelevanteninschrift. Entsprechenéiihrt Ly, zum,linken Bandendé.)
Fur einBandalphabef D {b,0, 1} wird dasdurch

K(.. .va)mbﬂb. L) =(. .vbka)ﬁbmb. )

beschrieben&opierendererstenKomponentesinesamrechtenBandendestehenden
Tupelsvon Zahlen(genauerZahldarstellungerdndessseitnde,wobeiderlinks hier
von stehendd@andteilnicht tangiertwird und dasArbeitsfeldhinter die kopierteZahl
verlegt wird, durchdenfolgendenKopiempeiator realisiert:

K = RORypR1Lo1R[0R,1L01R],

(Der ersteBefehl 0 ersetztdie erstezu kopierendel in m durcheine0, die durchden
erstenBefehl 1 am rechtenBandendekopiertwird. Man lauft dannzu der gesetzten
Marke 0 zuriick, wandeltdiesewiederin einel um (zweiterBefehl 1) und gehtzum
rechtenNachbarfeld Man iteriert danndieseSchrittfolgesolange bis man hinter m,
d.h. auf ein b gelangtist ([...]p). Hierbeiist jetzt allerdingsam rechtenBandende
die zu kopierendel direkt (ohne Zwischen-Blank)hinter die letzte 1 zu schreiben,
weshalbwir den erstenKopierschrittgesonderbeschreibemmussten.)Wie sich der
Kopieroperatobei einer Speicherbelgung verhalt, die nicht der obenbeschriebenen
Situationentsprichtjnteressiertunsnicht.
Der Loshopeator

E = RbR),
|6schteinerechtsdesArbeitsfeldesstehend&ahl undbleibt hinterdieserstehen:

Ef.. .va)nbw. )=(. .vbb”“kT)W. )

Die Wirkung von

E = L[bLs
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ist dual.

SchlieBlichbetrachtemvir einenTransportopeator T, dereine(z.B.durchLoschen
entstandenel) iicke zwischenzwei am rechtenBandendestehenderZahlenschliel3t,
d.h.

T(...vbmb' ?nb...):(...vbm?nb...) (1>0)

leistet,wobeiwir wiederumvon {b,0,1} C I ausgehen:
T = ROL;RRIRybROL1 R1IRybRIpL1 Ly

Wir habemochnichtdie von einemTuringoperatoP UibereinerBasis-Turingmaschine
B =TB(Z,T,I",n) berechneté&unktiondefiniert. Wir kbnnendiestun, indemwir den
ublichenEin- undAusgabemechanismiigr TuringmaschinernerwendenDannist die
vonP berdnetepartielle Funktionres : (Z*)" — T* durch

res(w, ..., Wn) = out(P(in(w, ..., Wn)))

gegebenwobeiin undoutdie Ein- und AusgabefunktionederBasismaschin® sind.
Die Funktionsklasseff(TO) undF(™ (TO) sinddannin Entsprechungu F(TM) und
F(W(TM) definiert.

Beschankenwir unsauf die Berechnungarithmetischefunktionen,so sind das
Turingmaschinenund dasTuringoperatorenkonzepiguivalent,d.h. esgilt F(TM) =
F(TO). Zum Nachweishiervon werdenwir benutzendasswir unshierauf TMs tiber
demBandalphabef = {b, 1} beschankenkdnnenfir die — wie obenbemerkt die
Testmengekomplementierist. Wir zeigenhier zurachstnur die eine Richtungund
verschiebemenBeweis derandererRichtungauf spater

5.5 SATZ. F(TO) C F(TM).

Da TOsund TMs denselberktin/Ausgabemechanismbgsitzengeriigt eszu zeigen,
dasgederTO durcheineTM wie folgt simuliertwerdenkann:

5.6 LEMMA. Zu jedemTO P iiberB gibt es eine TuringmaschineM = (B,P') mit

Startzustandiy und einzigem Stoppzustandoy, sodassM die Startkonfiguration
(am, (f,2)) in die Stoppkonfiguratiofiew, P(f, 2)) tberifihrt, falls P(f,2) |, undsonst
nichtterminiert.

Bewels. DasProgrammP’ derMaschineM wird durchIinduktionnachdemAufbau
von P definiert.

1. PeTU{RL,S}.DannistP' = {(0,P,1)}, alsoapm = Oundwy = 1.

2. P=PyP,. Nachl.V. gibtesProgrammé® undP, mit zugeldrigenStartzusanden
Owm,, O, Und Stoppzusindenwy,, ww,, die P. und P, wie gewiinschtsimulie-
ren. Durch eventuellesUmbenennemnler Zustindekdonnenwir 0.B.d.A. anneh-
men,dasszpi ={om; =0,1,...,r = ww,} undzpé ={am,=rr+1,...,s=
ww,} gilt. Dannist P = P] U P, dasgewiinschteProgrammmit oy = 0 und
wv =S
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3. P = [Py]a. Fur dasnachl.V. zu P, passend®rogrammP; mit a, , tv, undfir
neueZus@ndeam, wv ¢ Zp; istdann

P’ = P:’LU {(GM7ta7 GM17 (‘Q\A)a ((«l)lvll,ta7 GM17 (‘Q\A)}
dasgewiinschteProgramm.

O

Bei demvon uns gevahltenMaschinenmodeltliirfen die Eingabenwahrendder
Rechnungm Speicherzerstrt werden.Dies erweistsich als gravierenderNachteil,
wennmanMaschinengdieaufdieselbeEingabezugreifen hintereinanderschaltendch-
te.

DiesesProblemlasstsichvermeidenwennmankonservativdlRetinungerbetrach-
tet, bei denendie Eingaben(sowvie dasBandlinks der Eingaben)erhaltenbleibenund
die Ausgabehinterdie Eingabergeschriebemwird. Wir prazisiererdieshier (fur spate-
ren Gebrauchhur fur denFall von Turingoperatorerzur Berechnungarithmetischer
Funktionen:

5.7 DEFINITION. Der TuringoperatoiP Uberder Basismaschind B(X1,%1,I",n) be-
rechnetdie partielleFunktiond : N" — N konservatiyfalls fur m e Db(¢)

P(...vbb..) = (...v bmbg (Mb...)

undfir m ¢ Db(¢)
P(...vbb..)1.

Man beachtedasswir hier die Ausgabefunktiorabweichendlefinieren/Am Ende
der Rechnungstehtder Kopf vor der erstenEingabe hicht vor der Ausgabe Dariiber
hinausloschtein konsenativer Operatorden benutztenSpeichervor Abschlussder
Rechnungd.h. der rechteBandteil enttalt nur die Eingabenund die Ausgabe Mit
Fron(TO) bezeichnemwir die Klasseder von TOs konsenativ berechneteipartiellen
FunktionenDiesestimmtmit derKlasseF(TO) Uberein Wir zeigenhier zurachstnur
die einfachereRichtung:

5.8 LEMMA. Fyon(TO) C F(TO).

BEWEIS. SeiP ein TO, derdie n-stelligepartielle Funktion$ konsenativ berechnet.
P unterscheidesich dannvon einerkornventionellenBerechnung/on ¢ nur dadurch,
dassder Kopf nachAusfuhrungvon P vor der 1. Eingabeund nicht vor der Ausgabe
steht.Man musshachAusfiihrungvon P alsolediglich denKopf hinter die Eingaben
bewvegen,umeinenTO P’ zurkorventionellerBerechnungon ¢ zu erhaltenalsoz.B.
P = PRypLLp. O



