
4. Turingmaschinen

DerVorschlag,AlgorithmendurchAngabegeeigneterMaschinenzuformalisieren,
gehtauf denEnglischenMathematikerA.M. Turing (1937) zurück. Dieserließ sich
bei seinenÜberlegungendavon leiten, wie ein MenscheinenAlgorithmus ausf̈uhrt.
Er beobachtete,dassdie elementarenSchritte,wennmansie nur fein genugzerlegt,
beiallenAlgorithmengleichsindundauseinfachenZeichenmanipulationenbestehen.
Ausgef̈uhrt werdendieseauf einemBlatt Papier, lassensich aberauchlinearisieren,
sodassalsSpeichermediumein in FelderaufgeteiltesBandausreicht,wobeijedesFeld
einesder benutztenSymboleaufnehmenkann.Formal gesehen,bestehtdie gespei-
cherteZwischeninformationalsoauseinemWort übereinemfestenAlphabet.Da wir
uns bei Ein- und Ausgabenauf Wörter beschr̈ankenkönnen,ergibt sich hiermit die
folgendeintuitiveBeschreibungeinerTuring-Basismaschinezur Berechnungeinern-
stelligenFunktion f :

�
Σ ��� n � T � :

Der Speicher der MaschinebestehtauseinemnachbeidenSeitenunbeschr̈ank-
ten (Turing-) Band, dasin unendlichviele Feldereingeteiltist. JedesFeldkanneinen
BuchstabenausdemBandalphabetΓ derMaschineaufnehmen.Dabeisindzu jedem
Zeitpunkt nur endlichviele Felderbelegt. Der Zugriff auf dasSpeicherbanderfolgt
durcheinenLese-Schreibkopfvon derGrößeeinesFeldes.DasFeld,auf dasderKopf
zeigt,heißtdasArbeitsfeld. DiesesFeld kanneingelesenundneubeschriftetwerden.
WeiterkannderKopf um ein Feldnachlinks oderrechtsverlegt werden.DurchWie-
derholungdieserelementarenOperationenkannalsojedeStelledesBandesbesucht,
diedort stehendeInformationgelesenundgegebenenfallsersetztoderergänztwerden.

DieEingabeerfolgtdadurch,dassdien EingabewörterjeweilsdurcheinleeresFeld
getrenntauf dasansonstenleereBandgeschriebenwerden.(Dies erfordertnaẗurlich,
dassΣ � Γ gilt.) Der Lese-Schreibkopfwird auf dasleereFeldvor dererstenEingabe
gesetzt.Die Ausgabeerfolgt entsprechend:NachBeendigungderRechnungwird das
längsteWort,dasnurausBuchstabenausT bestehtunddirekt rechtsandasArbeitsfeld
anschließt,ausgegeben(T � Γ).

In der folgendenDefinition formalisierenwir diesesKonzeptals Mathematische
Maschine,wobeiFolgendeszu beachtenist: Wir erweiterndasBandalphabetum ein
Symbolb (BlankoderLeerzeichen), dasin leereFeldergeschriebenwird. Die Felder
desArbeitsbandesnummerierenwir mit ganzenZahlen,sodasseineendlicheBandin-
schrift als Funktion f : � � Γ aufgefasstwerdenkann,wobei f

�
z� die Inschrift des

Feldesz ist. Die Endlichkeitsbedingung bedeutetdann,dass f
�
z��� b für fast alle –

d.h. alle bis auf endlichviele – z 	
� . DasLesenmodellierenwir durchTests.Eine
elementareOperationbestehtausdemNeube-(d.h. Über-) druckendesArbeitsfeldes
odereinerKopfbewegung.

4.1 DEFINITION. SeienΣ � T � Γ Alphabetemit Σ � T 
 Γ, wobei b der ersteBuch-
stabevon Γ sei und dieserin Σ und T nicht vorkomme,und sei n � 1. Die Turing-
Basismaschinemit BandalphabetΓ zurBerechnungn-stelligerFunktionenvonΣ � nach
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T � ist diemathematischeBasismaschine

TB
�
Σ � T � Γ � n��� �

I � O � S� in � out� OPER � TEST �
wobei� I � �

Σ ��� n� O � T �� S � BI ��� wobei

BI ��� f : � � Γ � f � z��� b für fastallez 	����
Für s � �

f � z��	 S ist f dieBandinschrift undzdiePositiondesArbeitsfeldesder
Speicherbelegungs.� in :

�
Σ ��� n � BI ��� ist gegebendurch in

�
w1 ��������� wn ��� �

fw1  ! ! !  wn � 0� , wobei
fw1  ! ! !  wn

�
z�"� wm

�
p� , falls z � ∑m# 1

i $ 1

� �wi �&% 1�'% p % 1 mit 1 ( m ( n und 0 (
p )��wm � ; und fw1  ! ! !  wn

�
z�*� b sonst.� out: BI �+� � T � ist gegebendurchout

�
f � z�'� f

�
z % 1�'����� f � z % m , 1� , wobei

mdiekleinsteZahl � 1 ist, sodassf
�
z % m��-	 T.� OPER � Γ ��� R� L � S� , wobeiΓ �.� a : a 	 Γ � . Hierbei ist (für a 	 Γ) a

�
f � z����

f / a  z0 � z� wobei

f / a  z0 � x�*� 1
a falls x � z
f
�
x� sonst

und(für B 	2� R� L � S� ) ist B
�
f � z�3� �

f � z45� wobei

z4 �768 9 z , 1 falls B � L
z falls B � S
z % 1 falls B � R

Zur VereinfachungderNotationschreibenwir in derRegel a
�
f � z� statta

�
f � z� .� TEST � Γ̃, wobeiΓ̃ �:� ta : a 	 Γ � undta

�
f � z�3� 1 g.d.w. f

�
z��� a.

Die Turing-Basismaschinenunterscheidensich durchdie Bandalphabeteundden
Typ derzuberechnendenFunktionen(StelligkeitsowieEin- undAusgabealphabet).Ei-
neTuringmaschineist solcheineBasismaschinemit zugeḧorigem(deterministischem)
Programm.

4.2 DEFINITION. EineTuringmaschine(TM) M � �
B � P� ist eineTuring-Basismaschi-

neB zusammenmit einemB-ProgrammP.

Die im letztenAbschnitt für beliebigemathematischeMaschinenM eingef̈uhrten
Begriffe könnenwir nun auf die Turingmaschinenanwenden.Insbesondereerhalten
wir:

4.3 DEFINITION. Eine(partielle)Funktionϕ heißt(partiell) Turing-berechenbar, falls
es eine TuringmaschineM gibt, die ϕ berechnet.Entsprechendist eine SpracheL
Turing-entscheidbar (Turing-aufz̈ahlbar), wenn es eine TuringmaschineM gibt, die
cL (χL) berechnet.



4 TURINGMASCHINEN 28

Wir erweiterndieseDefinition auf FunktionenundTeilmengenvon ; , indemwir
die Zahl n mit ihrer (hier etwasmodifizierten)UnärdarstellungUn

�
n�"� 1n< 1 iden-

tifizieren. Mit F
�
TM � bezeichnenwir die Mengeder partiell Turing-berechenbaren

Funktionenauf ; :

F
/ n0 � TM �3�.� ϕ : ; n � ; : ϕ partiell Turing-berechenbar�

F
�
TM ���>= n? 0 F

/ n0 � TM �
Dawir im FolgendenhäufigFunktionenaufdennaẗurlichenZahlenbetrachten,führen
wir folgendeAbkürzungenein:

n : � Un
�
n� und @n : � n1bn2 ����� bnk für @n � �

n1 �������A� nk �B�
Die obengegebeneformaleDefinition von TM-Konfigurationenist rechtunhandlich.
Eine Konfigurationc � �

s� � f � z�C� einerTuringmaschineM � �
B � P� stellenwir daher

anschaulichdurch ����� b# m ����� b# 1b0D
s

b1 ����� bn �����
oderdasWort

b# m ����� b# 1sb0b1 ����� bn

dar, wobeib# m ����� bn denrelevantenTeil desBandesbeschreibt,d.h.Arbeitsfeld(mar-
kiert durchdendarunterbzw. davor geschriebenenProgrammzustand)unddietats̈achli-
cheInschritftumfasst.Genauer:f

�
z % l �3� bl für , m ( l ( n und f

�
z % l �E� b für alle

anderenl . (LetztereDarstellungzeigt,dassTM-KonfigurationenalsWörter überdem
AlphabetΓ � ZP beschriebenwerdenkönnen.Hierbei müssenwir allerdingsdavon
ausgehen,dass(durcheventuellesUmbenennenderProgrammzustände)Γ F ZP � /0.)

4.4 BEISPIEL . Eine TuringmaschineM � �
B � P� zur Berechnungder Summezwei-

er naẗurlicher Zahlenkannwie folgt definiertwerden.Als Basismaschinewählt man
TB

� � 1 ���C� 1 ���C� b � 1 ��� 2� .DasProgrammP hatdenKonfigurationen-̈Ubergang����� bD
0

1m< 1b1n< 1b ����� �� ����� bD
e

1m< n< 1b �����
zu bewirken,wobei0 derStart-unde der Stoppzustandist. HierzuverschmilztP die
beiden1-Blöcke,indemesdastrennendeBlank durcheine1 ersetzt,undstreichtdann
dieerstenbeidenEinsen:

P �.� � 0 � R� 1��� � 1 � R� 2�B� � 2 � tb � 1 � 3�B� � 3 � 1 � 4�B� � 4 � L � 5�B� � 5 � tb � 4 � 6�B��
6 � R� 7�B� � 7 � b � 8��� � 8 � R� 9�B� � 9 � b � 10��� (4.1)

Im Startzustand0 geht man also auf die erste1 der erstenEingabe.Im Zustand1
und2 durchl̈auftmandieseEingabe,indemmandenLese-Schreibkopfsukzessive um
ein Feld nachrechtsverlegt (Zustand1) unddanachprüft, ob mansich nochauf der
erstenEingabebefindet(Zustand2). DasBlank zwischendenEingabenerreichtman
im Zustand3 undersetztesdurcheine1. Im Zustand4 und5 läuftmanauf dasBlank
vor dererstenEingabezurück,dasmanim Zustand6 erreicht.Im Zustand7 – 9 ersetzt
mandieerstenbeidenEinsendesverschmolzenen1-BlockdurchBlanksundstopptim
Zustand10 vor diesemBlock.
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Man geht allgemeindavon aus,dassalle Algorithmen– bei geeigneterDarstel-
lungvon Ein- undAusgabendurchWörter– durchTuringmaschinensimuliertwerden
können.Insbesondereliefern daherdieseMaschineneine FormalisierungdesBere-
chenbarkeitsbegriffs überdennaẗurlichenZahlen(oderüberWörtern).DieseAnnahme
ist alsChurchscheTheseoderChurch-Turing-Thesebekannt:

Church-Turing-These: Eine (partielle) Funktion f : ; n � ; ist genau
dannim intuitivenSinne(partiell)berechenbar, wennsie(partiell)Turing-
berechenbarist.

DieseTheseist kein mathematischerSatzund damit auchnicht (im mathematischen
Sinn) beweisbar:Hier wird ein intuitives Konzepteinem präzisenmathematischen
Konzeptgegen̈ubergestellt.Man kannjedochguteArgumenteangeben,die esglaub-
haftmachen,dassderintuitiveBerechenbarkeitsbegriff durchdieTuring-Berechenbar-
keitad̈aquatformalisiertwird. Hier ist zun̈achstdieErfahrungstatsachezunennen,dass
sichkein Algorithmusbislangeinerkanonischen̈Ubersetzungin eineTuringmaschine
widersetzte.Weiter habensich sehrunterschiedlicheAnsätze,denBerechenbarkeits-
begriff zu formalisieren,zu demAnsatzvon Turing äquivalenterwiesen.

Wir werdenhierzu in denfolgendenAbschnitteneinigeBeispielebetrachten.In
dennächstenbeidenAbschnittenführenwir zun̈achstVariantendesTuringmaschinen-
Konzeptsein, die zu demGrundkonzepẗaquivalentsindunddamitdessenRobustheit
demonstrieren.


