4. Turingmaschinen

DerVorschlagAlgorithmendurchAngabegeeigneteMaschinerzuformalisieren,
gehtauf den EnglischenMathematikerA.M. Turing (1937) zuriick. Dieserliel3 sich
bei seinenUberlegungendavon leiten, wie ein MenscheinenAlgorithmus ausfihrt.
Er beobachtetedassdie elementarerSchritte, wennman sie nur fein genugzerlegt,
beiallen Algorithmengleichsindund auseinfacherZeichenmanipulationebestehen.
Ausgefihrt werdendieseauf einemBlatt Papier lassensich aberauchlinearisieren,
sodasalsSpeichermediumeinin FelderaufgeteiltedBandausreichtwobeijedesFeld
einesder benutztenSymboleaufnehmerkann. Formal gesehenbestehtdie gespei-
cherteZwischeninformatioralsoauseinemWort UbereinemfestenAlphabet.Da wir
uns bei Ein- und Ausgabenauf Worter beschankenkodnnen,emibt sich hiermit die
folgendeintuitive Beschreiling einer Turing-Basismaschineur Berechnungeinern-
stelligenFunktionf : (Z*)" — T*:

Der Speitier der Maschinebestehtaus einemnach beidenSeitenunbeschiink-
ten (Turing-) Band dasin unendlichviele Felder eingeteiltist. Jeded-eld kanneinen
BuchstaberausdemBandalphabef” der MaschineaufnehmenDabeisind zu jedem
Zeitpunkt nur endlich viele Felderbelegt. Der Zugriff auf das Speicherbanerfolgt
durcheinenLese-Skreibkopfvon der GrofReeinesFeldes DasFeld, auf dasder Kopf
zeigt, heildtdasArbeitsfeld DiesesFeld kanneingeleserund neubeschriftetwerden.
Weiterkannder Kopf um ein Feld nachlinks oderrechtsverlegt werden.Durch Wie-
derholungdieserelementarerOperationerkannalsojede StelledesBandesbesucht,
die dort stehendénformationgeleserundgegebenenfallersetzibdererganztwerden.

Die Eingabeerfolgtdadurchdasglie n Eingabevorterjeweilsdurcheinleeres~eld
getrenntauf dasansonsteteereBand geschriebenverden.(Dies erfordertnatirlich,
dass> C T gilt.) DerLese-Schreibkopivird auf dasleereFeld vor dererstenEingabe
gesetztDie Ausgabeerfolgt entsprechendNach Beendigungler Rechnungwird das
langsteNort, dasnurausBuchstabemusT bestehtinddirektrechtsandasArbeitsfeld
anschlietausggeben(T C ).

In der folgendenDefinition formalisierenwir diesesKonzeptals Mathematische
Maschine wobei Folgendeszu beachterist: Wir erweiterndasBandalphabetim ein
Symbolb (Blank oderLeerzeiber), dasin leereFeldergeschriebenvird. Die Felder
desArbeitshandesummeriererwir mit ganzerZahlen,sodas®ineendlicheBandin-
schrift als Funktion f : Z — I' aufgefasstverdenkann,wobei f(z) die Inschrift des
Feldesz ist. Die Endlichkeitsbedingng bedeutedann,dassf(z) = b fir fastalle —
d.h. alle bis auf endlichviele — z € Z. DasLesenmodellierenwir durch Tests.Eine
elementar@perationbestehiausdemNeube-(d.h. Uber) druckendesArbeitsfeldes
odereinerKopfbevegung.

4.1 DEFINITION. SeienX, T,I" Alphabetemit ZUT C I', wobeib der ersteBuch-
stabevon I seiunddieserin £ und T nicht vorkomme,und sein > 1. Die Turing-
Basismasginemit Bandalphabel zurBerddnungn-stelligerFunktionervonX* nach
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T* ist die mathematischBasismaschine

TB(Z,T,I,n)= (I,0,S in,out OPER, TEST)

wobei
o | = (X"
e O=T"*

e S=BI x Z wobei
Bl={f:Z—T|f(z2)=bfurfastalleze Z}
Furs= (f,2) € Sist f die Bandinsarift undz die PositiondesArbeitsfeldesler
Speicherbelgungs.

e in: (X*)" — Bl x Z ist gegebendurch in(wy, ..., wn) = (fw,,_w,,0), wobei
fwy,..wn (2) = Wim(p), falls z= zi";‘ll(|wi| +1)+p+Imitl<m<nund0<
P < |Wml|; und fw,_w,(2) = b sonst.

e out: Bl xZ — T* istgegeberdurchout(f,z) = f(z+1)...f(z+m—1), wobei
mdiekleinsteZahl > 1ist, sodassf (z+m) ¢ T.

e OPER =T U{R/L,S}, wobeil = {a: a€ '}. Hierbeiist (furae ) a(f,z) =
(f(az),2) wobei

fon(X) = a fallsx=z
@2 =1 f(x) sonst

und(furBe {R L,S})istB(f,z) = (f,Z) wobei

z—1 fallsB=L
Z=Xz falsB=S
z+1 fallsB=R
Zur Vereinfachungler Notationschreiberwir in derRegel a(f, 2) statta(f, z).
o TEST =I, wobeil = {ta: ac '} undta(f,2) = 1g.dw f(z) = a

Die Turing-Basismaschineuanterscheidesich durchdie Bandalphabeteind den
Typ derzuberechnendelRunktionen(Stelligkeitsowie Ein- undAusgabealphabetiti-
ne Turingmaschinést solcheineBasismaschinmit zugeldrigem(deterministischem)
Programm.

4.2 DEFINITION. EineTuringmastine(TM) M = (B, P) ist eineTuring-Basismaschi-
ne B zusammemit einemB-ProgrammnP.

Die im letztenAbschnittfur beliebigemathematisch&laschinenM eingetihrten
Begriffe konnenwir nun auf die Turingmaschineranwendeninsbesondererhalten
wir:

4.3 DEFINITION. Eine(partielle)Funktiond heil3t(partiell) Turing-beredenbar falls
es eine TuringmaschineM gibt, die ¢ berechnetEntsprechendst eine SprachelL
Turing-entsbeidbar (Turing-aufzhlbar), wenn es eine TuringmaschineM gibt, die
cL (XL) berechnet.
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Wir erweiterndieseDefinition auf Funktionenund Teilmengervon N, indemwir
die Zahl n mit ihrer (hier etwasmodifizierten)UnardarstellungJn(n) = 1" iden-
tifizieren. Mit F(TM) bezeichnerwir die Mengeder partiell Turing-berechenbaren
FunktionenaufIN:

FN(TM) = {¢ : N" - N : ¢ partiell Turing-berechenbar
F(TM) = Unso F™W(TM)

Dawir im Folgenderhaufig Funktionenauf dennailrlichenZahlenbetrachtenfiihren
wir folgendeAbkurzungerein:

n:= uUn(n) undn:= n,bn,...bn furfi= (ng,...,ny).

Die obengegebendormale Definition von TM-Konfigurationenist rechtunhandlich.
Eine Konfigurationc = (s, (f, 2)) einerTuringmaschineM = (B, P) stellenwir daher
anschaulicldurch

1

S

oderdasWort

dar, wobeib_p,...b, denrelevantenTeil desBandesheschreibtd.h. Arbeitsfeld(mar
kiert durchdendaruntetbzw. davor geschriebeneRrogrammzustandinddie tatsachli-
chelnschritftumfasstGenauerf (z+1) = b fur—-m< 1 <nundf(z+1)=bfiralle
andererl. (LetztereDarstellungzeigt, dassTM-Konfigurationerals Worter iberdem
Alphabetl” U Zp beschrieberwerdenkonnen.Hierbei miussenwir allerdingsdavon
ausgehemdass(durcheventuelledUmbenennerier Programmzuginde)r N Zp = 0.)

4.4 BEISPIEL. Eine TuringmaschineM = (B, P) zur Berechnungder Summezwei-
er natirlicher Zahlenkannwie folgt definiertwerden.Als Basismaschingvahlt man
TB({1}, {1}, {b,1},2). DasProgrammnP hatdenKonfigurationentbergang

o b1™lpt™ly A p1™™lp

b &

zu bewirken, wobei O der Start-und e der Stoppzustandst. Hierzu verschmilztP die
beidenl-Blocke,indemesdastrennendeéBlank durcheinel ersetztundstreichtdann
die erstenbeidenEinsen:

P = {(0’ R’ 1)7 (1’ RJ 2)7 (Z’th 17 3)’ (37 174)7 (4’ LJ 5)7 (5’tb7 47 6)’
(6,R 7),(7,b,8),(8,R 9),(9,b,10)} (4.1)

Im Startzustand geht man also auf die erstel der erstenEingabe.Im Zustandl

und2 durchiuft mandieseEingabe jndemmandenLese-Schreibkop§ukzessie um

ein Feld nachrechtsverlegt (Zustandl) und danachprift, ob mansich nochauf der
erstenEingabebefindet(Zustand?). DasBlank zwischendenEingabererreichtman
im Zustand3 undersetztesdurcheinel. Im Zustandd und5 lauft manaufdasBlank

vor derersterEingabezuriick,dasmanim Zustandb erreicht.Im Zustand7 —9 ersetzt
mandie ersterbeidenEinsendesverschmolzenef-Block durchBlanksundstopptim

Zustandl0 vor diesemBlock.
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Man gehtallgemeindavon aus,dassalle Algorithmen— bei geeigneteDarstel-
lung von Ein- und AusgaberdurchWorter— durchTuringmaschinesimuliertwerden
konnen.Insbesonderdiefern daherdieseMaschineneine Formalisierungdes Bere-
chenbarkeitshgriffs UberdennatirlichenZahlen(oderiberWortern).DieseAnnahme
ist als Churchsde TheseoderChurch-Turing-Thesebekannt:

Church-Turing-These: Eine (partielle) Funktion f : N" — I ist genau
dannim intuitivenSinne(partiell) berechenbawennsie (partiell) Turing-
berechenbaist.

DieseTheseist kein mathematischeBatzund damit auchnicht (im mathematischen
Sinn) beweisbar: Hier wird ein intuitives Konzepteinem prazisenmathematischen
Konzeptgagerilbegestellt. Man kannjedochgute Argumenteangebendie esglaub-
haftmachendasglerintuitive Berechenbarkeitsiyeff durchdie Turing-Berechenbar-
keitadaquatformalisiertwird. Hierist zuréchstdie Erfahrungstatsact®i nennendass
sichkein AlgorithmusbislangeinerkanonischertJbersetzungn eineTuringmaschine
widersetzte Weiter habensich sehrunterschiedlichéAnsatze,den Berechenbarkeits-
bagriff zu formalisierenzu demAnsatzvon Turing aquivalenterwiesen.

Wir werdenhierzuin denfolgendenAbschnitteneinige Beispielebetrachtenln
dennachsterbeidenAbschnitterfihrenwir zunachstvariantendesTuringmaschinen-
Konzeptsein, die zu demGrundkonzeptquivalentsind und damit desserRohustheit
demonstrieren.



