
2. Algorithmen: Berechenbarkeit,
Entscheidbarkeit und Aufzählbarkeit

Ein Algorithmus(Rechenvorschrift) ist eineVorschriftzur LösungeinesProblems.
Solchein Problemwird i. Allg. unendlichviele InstanzenhabenundderAlgorithmus
wird typischerweisezu einer gegebenenEingabedie zugeḧorige Instanzlösen.Die
ProblemekönnendabeiEntscheidungsproblemeoderBerechnungsproblemesein.D.h.
die Aufgabekannsein,für die Eingabefestzustellen,ob sieeinegewisseEigenschaft
hat (Bsp.: Primzahltest),oderdie Eingabein eineAusgabezu transformieren(Bsp.:
Addition zweierZahlen).

In diesemAbschnittwollen wir kurz die wesentlichenEigenschaftenund Typen
vonAlgorithmenuntersuchen,umdannin dennächstenbeidenAbschnittendenAlgo-
rithmusbegriff zu formalisieren.

Zu denAnforderungenanAlgorithmengeḧoren:

1. Die BeschreibungdesAlgorithmusist endlich.(Finitheit)

2. DasErgebnisdesAlgorithmushängtnur von denEingabenundnicht von äuße-
ren Einflüssenab: Wird der Algorithmusmehrfachin der gleichenAnfangssi-
tutationgestartet,liefert er stetsdasgleicheErgebnis.(Determiniertheit)

3. Die AusführungdesAlgorithmusbestehtauseinerFolge elementarerSchritte,
dieeffektiv ( � tats̈achlich)ausf̈uhrbarsind.(Effektivität)

Die AusführungeinesAlgorithmusdarfhierbeikeinebesondereIntelligenzoderKrea-
tivitätdesRechnendenvoraussetzen,sondernsiemussreinmechanisch,d.h.im Prinzip
voneinergeeignetenMaschinedurchf̈uhrbarsein.Diessetztvoraus,dassin deneinzel-
nenSchrittennur elementare Operationenauszuf̈uhrensind,die auseinergegebenen
endlichenMengevon Operationenstammen,die lokal alsoinsbesonderein endlicher
Zeit mit endlichemSpeicherbedarfausgef̈uhrtwerdenkönnen.JededieserOperationen
beschreibteineeindeutigeAbbildung, sodasseineeindeutigeFestlegungder Schritt-
folgeeineindeutigesEin-/AusgabeverhaltenunddamitdieDeterminiertheitgarantiert.
Ein Algorithmus,dessenSchrittfolge(durch die Eingabe)festgelegt ist, heißtdeter-
ministisch. Wird ein Schritt nachdemanderenausgef̈uhrt, so sprichtmanvon einem
sequentiellenAlgorithmus.

Bei nicht-sequentiellen,d.h.parallelenoderverteiltenAlgorithmenkönnenmehre-
reSchrittegleichzeitigausgef̈uhrtwerden,wozudannallerdingszurAusführungmeh-
rereRechnendeherangezogenwerdenmüssen.DurchParallelitätkanndieAusführung
der Aufgabenbeschleunigtwerden,es werdenjedochkeine neuenProblemklassen
hierdurchlösbar, dajederparalleleAlgorithmusin einensequentiellenAlgorithmusmit
demselbenEin-/Ausgabeverhalten̈uberf̈uhrtwerdenkann.Bei nicht-deterministischen
Algorithmenkönnenfür einenSchrittmehrereOperationenzurAuswahlstehen.Wird
dieseWahlzufällig durchgef̈uhrt, sprichtmanvon probabilistischenAlgorithmen. So-
langederAlgorithmustrotz dieserMehrdeutigkeitendeterminiertist, könnenwir ihn
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einfachdeterministischsimulieren,indemwir jeweilsdieerstm̈oglicheOperationaus-
führen.Sinnvoll werdennichtdeterministischeundprobabilistischeAlgorithmenin der
Regel dahernur dann,wenn man die Forderungder Determiniertheitaufgibt. Man
mussdannallerdingsfestlegen,welchesderErgebnissedasrichtigeseinsoll. Bei pro-
babilistischenAlgorithmengehtdasz.B. übereineMehrheitsentscheidung,während
sonstbei nichtdeterministischenAlgorithmenmit JA/NEIN-Antworten dasJA meist
als dominierendangesehenwird, alsodie richtige Antwort ist, falls mindestenseine
mögliche Schrittfolgezu diesemErgebnisführt. Man kann auchhier wiederumdas
Verfahrendurcheinenklassischen,d.h.deterministischenundsequentiellenAlgorith-
mussimulieren,indemmanallemöglichenRechnungennacheinanderausf̈uhrt.

Die obigenÜberlegungenzeigen,dasswir unsbeiUntersuchungenzurReichweite
deralgorithmischenMethodeaufdieUntersuchungklassischer(d.h.deterministischer,
sequentieller)Algorithmenbeschr̈ankenkönnen.Interessantwerdendie anderenMo-
delleerstbei FragenderKomplexität,diewir jedocherstsp̈aterbehandelnwerden.

Im Folgendenwerdenalsozun̈achstalle Algorithmenals sequentiellund– wenn
nichtexplizit andersfestgelegt – alsdeterministischangenommen.

Als Nächsteswollen wir unsdie Aufgaben,die ein Algorithmuslösensoll, näher
ansehen.Wir werdendiesein drei Gruppeneinteilenunddadurchdrei entsprechende
Typenvon Algorithmenerhalten,nämlich Berechnungsverfahren, Entscheidungsver-
fahrenundAufz̈ahlungsverfahren.

Die erstetypischeAufgabefür einenAlgorithmusist die BerechnungeinerFunk-
tion. WohlbekannteBeispielehierfür sind der Schulalgorithmuszur Addition zweier
naẗurlicherZahlen

���
: �����	�
��� undderEuklidischeAlgorithmuszurBestimmung

desgrößtengemeinsamenTeilers
�
ggT : �
���	����� . SolcheAlgorithmennennenwir

Berechnungsverfahren (BV) undwir sagen,dasseineFunktion f : I � O berechenbar
ist, fallseseinBerechnungsverfahrenfür f gibt.HierbeimüssendieEin- undAusgaben
Datensein,d.h.endlicheBeschreibungenvon Objekten.Somussmanbeachten,dass
zahlentheoretischeAlgorithmennicht auf denZahlenselbst,sondernauf derenDar-
stellungenoperieren.So ist dero.g.Additionsalgorithmusfür die Dezimaldarstellung
entworfenund ist für die Unärdarstellungungeeignet.(Hier erḧalt man die Summe
zweierZahlendurchderenVerkettung.)1 Da Wörter ein universellesBeschreibungs-
mittel bieten,gehenwir davon aus,dassDatenstetsWörter sind.Wir betrachtenalso
nurdieFragederBerechenbarkeitvon Wortfunktionen f : Σ ��� T � undmehrstelligen
Wortfunktionen f : Σ �1 ��������� Σ �n � T � , wobeiwir unsin denfolgendenÜberlegun-
genmeistaufdenFall 1-stelligerFunktionenbeschr̈anken.(Die Verallgemeinerungauf
mehrstelligeFunktionenist in derRegeleinfachundeineguteÜbung!)

EineFunktion f : �	��� nennenwir alsoberechenbar, wenndiezugeḧorigeAbbil-
dungderUnärdarstellungen( f̂ : � 1 ������� 1 ��� mit f̂

�
Un
�
n��� � Un

�
f
�
n��� ) berechenbar

ist. (DaesBerechnungsverfahrenzumÜbersetzenderZahldarstellungengibt, könnten
wir hier genausogutdie Binär- oderDezimaldarstellungwählen.)

EinemBerechnungsverfahren� siehtmani. Allg. nichtan,ob esfür eineEingabe
tats̈achlich eine Ausgabeliefert. Wir erläuterndies an einemBeispiel. Bekanntlich
kannmaneffektiv feststellen,obeineZahleinePrimzahlist (

”
SiebdesEratosthenes“ ).

Hierauslässtsich ein Berechnungsverfahrengewinnen,daszu jederZahl n  1 die
kleinstePrimzahlnpz

�
n� , die  2n

�
1 ist, berechnet:

1Bei der Vorschriftzumg.g.T. wird dieseAbhängigkeitnicht unmittelbarklar. Diesestützt sich jedoch
auf andereAlgorithmen (Multiplikation, Division) ab, die wiederumauf die Addition zurückgreifen.Die
Beobachtung,dassnur die Algorithmenfür einigeGrundfunktionendarstellungsabḧangig sind, führt zum
KonzeptdesDatentyps. Dort nimmt manzu der ObjektmengegewisseGrundfunktionenhinzu und kann
dannvonderkonkretenDarstellungabstrahieren(s.Vorlesung

”
Informatik1“ ).
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Eingabe(n)
p: = 2n+1;
while p ist keine Primzahl do p: = p+2;
Ausgabe(p)

Da esunendlichviele Primzahlengibt, wird die while-Schleifeschließlichverlassen
und p � npz

�
n� ausgegeben.Ersetztmandiewhile-Schleifedurch

while (p oder p+2 ist keine Primzahl) do p: = p+2;

soerḧalt maneinVerfahrenzur BerechnungdeskleinstenPrimzahl-Zwillingoberhalb
von 2n. Hier weiß manallerdingsnicht, ob esunendlichviele solcheZwillinge gibt,
alsofür jedeEingaben diewhile-SchleifeverlassenundeineAusgabegeliefertwird.

Wir sagen,dassderAlgorithmus ! beiEingabex terminiert, falls erbeiEingabex
eineAusgabeliefert. DerAlgorithmus ! ist total, falls erbei jederEingabeterminiert.

Wir werdensp̈atersehen,dassdie Frageder TerminierungeinesAlgorithmusein
grunds̈atzlichesProblemist, dasselbstnicht algorithmischentschiedenwerdenkann
(
”
UnlösbarkeitdesHalteproblems“ ). Für einesystematischeBetrachtungderalgorith-

mischenBerechenbarkeitkönnenwir unsdahernichtauftotaleFunktionenbeschr̈anken,
sondernmüssenpartielleFunktionenbetrachten.

EinepartielleFunktionϕ : I � O auf I ist eineFunktion,derenDefinitionsbereich
Db
�
ϕ � in I undderenWertebereichWb

�
ϕ � in O enthaltenist. Dabeiist

Db
�
ϕ � � � x " I : ϕ

�
x� ist definiert�

Wb
�
ϕ � � � ϕ � x� : x " Db

�
ϕ ���

Ist ϕ
�
x� definiert,sosagenwir auch,dassϕ

�
x� konvergiert undschreibenϕ

�
x�$# ; an-

dernfallsdivergiert ϕ
�
x� : ϕ

�
x��% . Ist Db

�
ϕ � � I , soheißtϕ total. Mit ϕ

�
x� � y bezeich-

nenwir, dassϕ
�
x� definiertist unddenWert y annimmt.Die Gleichheitϕ

�
x� � ψ

�
y�

bedeutet,dassentwederϕ
�
x� undψ

�
y� beideundefiniertsindoderbeidedefiniertsind

unddenselbenWertannehmen.Gilt ϕ
�
x� � ψ

�
x� für allex " I , soschreibenwir ϕ � ψ.

In derRegelwerdenwir kleinegriechischeBuchstaben(insbesondereφ & ψ) für partielle
undkleinelateinischeBuchstaben(insbesonderef & g & h) für totaleFunktionenverwen-
den.Wir sagen,dassϕ partiell berechenbarist, wenneseinBerechnungsverfahrenfür
ϕ gibt. Für totalesϕ sindalsoBerechenbarkeitundpartielleBerechenbarkeitidentisch.

Die zwei weiterenTypen von Algorithmen, die wir betrachten,charakterisieren
Mengen.Da wir generellnur WörteralsDatenbetrachten,sinddiesealsoDarstellun-
genvon Sprachen.

Ein Entscheidungsverfahren (EV) ' für eineSpracheL ( Σ � ist ein Algorithmus,
der bei EingabeeinesWortesx " Σ � feststellt,ob dieseszu L geḧort (Ausgabe:JA)
odernicht (Ausgabe:NEIN). Wir sagenentsprechend,dass' dieEingabex akzeptiert
bzw. verwirft. Ein Beispielfür einEV ist derobenbereitsangesprochenePrimzahltest.
ManchmalbetrachtetmanauchpartielleEntscheidungsverfahren(PEV) für eineSpra-
cheL, die bei Eingabex im positivenFalle wiederummit JA antworten,im negativen
Falle entwederwiederummit NEIN antwortenoderaberkeineAntwort liefern, d.h.
nich terminieren.Gibt esein (partielles)Entscheidungsverfahrenfür eineSprache,so
heißtdiese(partiell) entscheidbar.

Ein Aufz̈ahlungsverfahren (AV) ! für eine SpracheL ( Σ � ist ein Algorithmus,
der (ohneEingabe)die Elementevon L in beliebigerReihenfolgeund eventuellmit
Wiederholungenausgibt.Erfolgt die Ausgabein der richtigenReihenfolgebzgl. der
Längen-lexikographischenOrdnung,so heißt dasVerfahrenmonoton. Entsprechend
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heißtL (monoton)aufz̈ahlbar,2 wennesein (monotones)Aufzählungsverfahrenfür L
gibt.

ZwischenBerechnungsverfahren,EntscheidungsverfahrenundAufzählungsverfah-
rengibt esengeZusammenḧange,diesichin denBeziehungenzwischendenabgeleite-
tenBegriffenderBerechenbarkeit,EntscheidbarkeitundAufzählbarkeitwiderspiegeln.
Im Folgendengebenwir diewichtigstenBeziehungenan.

Für alle dieseUntersuchungenist eswesentlich,dassdie Abwicklung einesAlgo-
rithmusauseinerFolge endlicherSchrittebesteht.Wir könnendaherjedenAlgorith-
mus ! mit einemSchrittz̈ahlerausstattenund effektiv feststellen,wasder Algorith-
musinnerhalbeinervorgegebenenSchrittzahlgeleistethat. Insbesonderesindfür ein
Berechnungs-(oder(partielles)Entscheidungs-)verfahren� undein Aufzählungsver-
fahren! folgendeMengenentscheidbar:

� � x & wn � : � terminiertbeiEingabex in ) n Schritten�
� � x & y& wn � : � terminiertbeiEingabex in ) n Schrittenundgibt y aus�
� � x & wn � : ! gibt innerhalbdererstenn Schrittex aus�

DieseBeobachtungwird in den folgendenÜberlegungenan vielen Stellen implizit
verwendet.

Wie manleicht sieht,kannmanein EV ' für eineSpracheL ( Σ � stetsin ein AV! für L umformen: ! gehthierbeialle Wörter w von Σ � der Reihenach(bzgl. ) l l )
durch,testetmit Hilfe von ' für jedesw, ob w " L gilt undgibt im positivenFall w
aus.DiesesVerfahrenist sogarmonoton,weshalbwir gezeigthaben:

2.1 LEMMA . JedeentscheidbareSpracheist monotonaufz̈ahlbar, also insbesondere
aufz̈ahlbar. *

Für monotoneAufzählungengilt auchdie Umkehrung.Der Beweis benutztdie
folgendeBeobachtung.

2.2 LEMMA . JedeendlicheMengeL ist entscheidbar.

BEWEIS. Ein EV für L benutzteine(endliche)Tabellemit denElementenvon L. Die
Eingabew wird mit denEinträgenderTabelleverglichen.Wird eineÜbereinstimmung
gefunden,wird akzeptiert,sonstverworfen. *
2.3 SATZ. + EineSpracheL ist genaudannentscheidbar, wennsiemonotonaufz̈ahlbar
ist.

BEWEIS. WegenLemma2.1gen̈ugtesauseinemmonotonenAV ! für L einEV ' für
L abzuleiten.Dabeidürfen wir wegenLemma2.2 davon ausgehen,dassL unendlich
ist.DasVerfahren' arbeitetbeiEingabex wie folgt: Essimuliert ! bisdieseserstmals
einWort y mit x , l l y ausgibt.Ist x beidenvon ! zuvor ausgegebenenWörtern,sogibt' JA aus,sonstNEIN. *

2Man beachtedenUnterschiedzwischen
”
abz̈ahlbar“ und

”
aufz̈ahlbar“ . Offensichtlichist jedeaufz̈ahl-

bareMengeabz̈ahlbar,dieUmkehrunggilt i. Allg. abernicht (s.weiterunten).AbzählbarkeiteinerMengeM
bedeutetanschaulich,dassdieElementevonM in (i. Allg. unendliche)Listenformgebrachtwerdenkönnen.
Aufzählbarkeitbedeutet,dassmansolcheineListe effektiv beschreibenkann.
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Wir werdensp̈atermit Hilfe der FormalisierungdesAlgorithmenbegriffs zeigen,
dassin Satz2.3 die ForderungderMonotonieder Aufzählungwesentlichist: Es gibt
aufz̈ahlbareMengen,die nicht entscheidbarsind.Sind jedocheineMengeL und ihr
Komplementbeideaufz̈ahlbar, so ist die MengeL entscheidbar, wie wir alsNächstes
zeigenwerden.Wir beobachtenhierzuzun̈achst:

2.4 LEMMA . Eine SpracheL ist genaudannentscheidbar, wennihr KomplementL
entscheidbarist.

BEWEIS. Aus einemEV für L (L) erḧalt manein EV für L (L), indemmanJA- und
NEIN-Antwortenvertauscht. *
2.5 SATZ. EineSpracheL ( Σ � ist genaudannentscheidbar, wennL undL aufz̈ahlbar
sind.

BEWEIS. Aus denLemmata2.1 und 2.4 folgt, dassdie Entscheidbarkeitvon L die
AufzählbarkeitvonL undL impliziert.FürdieUmkehrungseien! und !�- Aufzählungs-
verfahrenfür L bzw. L. Da für jedesWort x " Σ � entwederx " L oder x " L, wird x
entwedervon ! odervon !�- ausgegeben.Damit ergibt sichfolgendeIdeefür ein EV' für L: Bei Eingabex, lässt' die Verfahren! und !.- parallellaufen,bis einesder
Verfahrenx ausgibt.Gibt ! x aus,sogibt ' JA aus;sonstNEIN. *

Ähnlich könnenwir zeigen,dassjedeaufz̈ahlbareMengeL partiellentscheidbarist.
HierzusimuliertdasPEV / für L bei Eingabex ein AV ! für L, bis diesesx ausgibt,
undterminiertdannmit AusgabeJA. (Wird x nicht aufgez̈ahlt, terminiert / nicht,was
ja beix 0" L zulässigist.)

2.6 LEMMA . Jedeaufz̈ahlbareSpracheist partiellentscheidbar. *
Hier gilt wiederumauchdieUmkehrung:

2.7 LEMMA . Jedepartiell entscheidbareSpracheL ( Σ � ist aufz̈ahlbar.

BEWEIS. Aus einemPEV / für L erhaltenwir ein AV ! für L wie folgt. ! führt die
folgendenSchrittfolgen! n für allen ".� induktiv aus.Dabeiist jedeFolge ! n endlich,
so dassalle ! n tats̈achlichdurchlaufenwerden.In der Schrittfolge ! n wird für jedes
dererstenn Wörterwi, 0 ) i , n, derReihenachdasPEV / für Eingabewi maximaln
Schrittesimuliert.Akzeptiert / wi innerhalbdieserSchrittzahl,sowird wi ausgegeben.

Es ist klar, dass! nur Wörter, die von / akzeptiertwerden,d.h.die in L liegen,
ausgibt.D.h. für die von ! aufgez̈ahlteSpracheL

� !1� gilt L
� !1�2( L. Zum Nachweis

derUmkehrungseix " L. Danngibt esn & m "3� , sodassx � wn und / gibt x innerhalb
der erstenm Schritteaus.Für jedesk  n

�
1 & m gibt ! k dannaberx aus,weshalb

x " L
� ! k �4( L

� !1� gilt. *
2.8 SATZ. Eine SpracheL ist genaudannaufz̈ahlbar, wennsie partiell entscheidbar
ist. *

Der Begriff der Aufzählbarkeitlässtsich schließlichauf dender Entscheidbarkeit
zurückführen.Hierzu stellt manaufz̈ahlbareMengenals Projektionen(mehrstelliger)
entscheidbarerMengendar. Hierbeiheißteinen-stelligeMengeA ( In die Projektion
der

�
n
�

1� -stelligenMengeB ( In5 1, falls6�7
x " In

� 7
x " A 8 9 y " I

��� 7
x & y�:" B�;�=<
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2.9 SATZ. EineSpracheL ( Σ � ist genaudannaufz̈ahlbar, wennsieProjektioneiner
entscheidbarenSpracheL ->( Σ �2� Σ � ist.

BEWEISIDEE.
” ? “ Für einAV ! vonL definiertman

L - � � � x & wn � : ! zählt x innerhalbdererstenn Schritteauf�
” @ “ Ist L die ProjektionderentscheidbarenMengeL - , soerḧalt manein PEV für L,
indemmanbei Eingabex mit Hilfe einesEV für L - induktiv für n � 0 & 1 &�<�<�< prüft, ob�
x & wn �4" L gilt, undakzeptiert,sobaldsolcheinwn gefundenwird. *

Satz2.9erlaubteineaufz̈ahlbareMengeL alsein unbeschränktesSuchproblemzu
verstehen,dessenLösungsraumentscheidbar ist, d.h. bei dem die Korrektheiteiner
möglichenLösungeffektiv überpr̈ufbar ist. (Hierbei lässtsichdie Größeeinermögli-
chenLösungi. Allg. nichteffektiv beschr̈anken.SieheÜbungen.)

Mit Hilfe dercharakteristischenFunktioneinerMengekönnenwir die Entscheid-
barkeitaufdieBerechenbarkeitzurückführen.Für dieUmkehrungmüssenwir dieGra-
pheneinerFunktionbetrachten.

Für eineMengeM ( I ist die charakteristische FunktioncM : I � Σ2 von M defi-
niertdurch

cM
�
x� �BA 1 falls x " M

0 sonst

Mitunterbetrachtenwir auchdiepartiellecharakteristischeFunktionχM : I � Σ1, die
durch

χM
�
x� �CA 1 falls x " M% sonst

definiertist. DerGraphGϕ einer(partiellen)Funktionϕ : I � O ist dieMenge

Gϕ
� � � x & ϕ � x��� : x " Db

�
ϕ ���D( I � O

2.10 SATZ. EineSpracheL ist genaudannentscheidbar, wennihre charakteristische
FunktioncL berechenbarist.

BEWEIS. Ersetztmanin einemEV für L die JA- undNEIN-Antwortendurch1 bzw.
0, soerḧalt maneinBV für cL (undumgekehrt). *

Entsprechendkannmandie AufzählbarkeiteinerMengedurchdie partielleBere-
chenbarkeitihrer partiellencharakteristischenFunktionbeschreiben.Hierzuzeigtman
zun̈achst,dassderDefinitionsbereicheinerpartiell berechenbarenFunktionaufz̈ahlbar
ist.

2.11 LEMMA . Für partiell berechenbaresϕ : Σ �4� T � ist Db
�
ϕ � aufz̈ahlbar.

BEWEIS. Für einBV � vonϕ ist die Menge

D � � � x & wn � : Bei Eingabex terminiert � in ) n Schritten.�
entscheidbarundDb

�
ϕ � ist dieProjektionvon D. *
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2.12 SATZ. EineSpracheL ist genaudannaufz̈ahlbar, wennihre partiellecharakteri-
sitischeFunktionpartiell berechenbarist.

BEWEIS. Ist L aufz̈ahlbarund ! einAufzählungsverfahren,soerḧalt maneinBerech-
nungsverfahren� für χL wie folgt: Bei Eingabex simuliert �C! bis diesesx ausgibt.� terminiertdannmit Ausgabe1. Wird x von ! nieausgegeben,terminiert � nicht.

Da L � Db
�
χL � folgt dieUmkehrungausLemma2.11. *

Da L geradederDefinitionsbereichderpartiellencharakteristischenFunktionvon
L ist, ergibt sichunmittelbarausLemma2.11undSatz2.12derfolgendeweitereZu-
sammenhangzwischenAufzählbarkeitund(partieller)Berechenbarkeit.

2.13 KOROLLAR. EineSpracheist genaudannaufz̈ahlbar, wennsiederDefinitions-
bereicheinerpartiell berechenbarenFunktionist. *

In dennächstenbeidenSätzencharakterisierenwir die totalebzw. partielleBere-
chenbarkeitmit Hilfe derEntscheidbarkeitbzw. Aufzählbarkeit.

2.14 SATZ. Eine totaleFunktion f : Σ �E� T � ist genaudannberechenbar, wennihr
GraphG f ( Σ � � T � entscheidbarist.

BEWEIS.
” ? “ Aus einemBV � für f erḧalt manein EV ' für G f wie folgt: Bei

Eingabe
�
x & y� berechnet' durchSimulationvon � denWert f

�
x� undakzeptiertg.d.w.

f
�
x� � y.

” @ “ Aus einemEV ' für G f erḧalt man ein BV � für f wie folgt. Bei Eingabe
x, simulieresukzessive ' für Eingabe

�
x & wi � für wachsendesi � 0 & 1 &�<�<�< bis ' diese

Eingabeerstmalsakzeptiert.Gebedanndasentsprechendewi aus. *
2.15 SATZ. EinepartielleFunktionϕ : Σ �2� T � ist genaudannpartiell berechenbar,
wennihr GraphGϕ ( Σ �2� T � aufz̈ahlbarist.

BEWEIS.
” ? “ Wie im BeweisderentsprechendenAussagevon Satz2.14erḧalt man

auseinemBV � für ϕ ein partiellesEV für G f . Die Behauptungfolgt dannmit Satz
2.8.

” @ “ Aus einemAV ! für Gϕ erḧalt manein BV � für ϕ wie folgt: Bei Eingabex
simuliere ! bis erstmalsein Paar

�
x & y� mit 1. Komponentex ausgegebenwird. Gebe

danndaszugeḧorige y aus.(Wird solch ein Paar
�
x & y� nie aufgez̈ahlt, terminiert �

nicht.) *
(Die Sätze2.14 und 2.15 zeigen,dassfür Graphentotaler Funktionendie Ent-

scheidbarkeitund Aufzählbarkeitgleichwertigsind. Für beliebigeMengegilt dies–
wie obenbereitserwähnt– jedochnicht.)

Zuletzt charakterisierenwir noch die Aufzählbarkeitdurch die Berechenbarkeit.
Hierzudefinierenwir zun̈achst:EineAufz̈ahlungsfunktionf für eineMengeL ( Σ � ist
einetotaleberechenbareFunktion f : �F� Σ � mit Wb

�
f � � L.

2.16 SATZ. Eine nichtleereMengeL ( Σ � ist genaudannaufz̈ahlbar, wennsie eine
Aufzählungsfunktionbesitzt.Ist L unendlich,kanndieseinjektiv gewählt werden.
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BEWEIS.
” ? “ Ist L endlich,etwaL � � v0 &�<�<�<G& vn � , soist f mit f

�
m� � vm für m ) n

und f
�
m� � vn für m H n eineAufzählungsfunktionvon L. Für unendlichesL wählt

man f
�
n� alsdas

�
n
�

1� -teWort, daseinAufzählungsverfahrenfür L ausgibt.

” @ “ Ist f Aufzählungsfunktionvon L, soerḧalt maneinAufzählungsverfahrenfür L,
indemman f sukzessive für alle n  0 berechnetund f

�
n� ausgibt. *

Da die monotonaufz̈ahlbarenMengengeradedie entscheidbarenMengensind,
erḧaltmananalogeineBeschreibungderEntscheidbarkeiẗubermonotoneAufzählungs-
funktionen.Dabeiist f : Σ �I� T � schwach J strengK monoton, falls6

x & y " Σ � � x , l l y ? f
�
x�4) l l f

�
y��J f � x�L, l l f

�
y��KG�M<

2.17 SATZ. EinenichtleereMengeL ( Σ � ist genaudannentscheidbar, wennsieeine
schwachmonotoneAufzählungsfunktionbesitzt.Ist L unendlich,kann diesestreng
monotongewählt werden. *

Die obennachgewiesenenBeziehungenzwischendenBegriffen Berechenbarkeit,
Entscheidbarkeitund Aufzählbarkeitzeigen,dassman dieseBegriffe wechselseitig
aufeinanderzurückführenkann.Wir werdendies bei der FormalisierungdesAlgo-
rithmenbegriffs benutzenundnur denBegriff desBerechnungsverfahrensformalisie-
ren. Hierzu werdenwir zun̈achstim nächstenAbschnittdasallgemeineKonzeptei-
ner mathematischenMaschinezur Beschreibung desschematischenAblaufs von Al-
gorithmeneinführen.Durch geeigneteWahl der Grundoperationenwerdenwir dann
im übern̈achstenAbschnitteinenkonkretenTypusmathematischerMaschinenange-
ben,der als ad̈aquateFormalisierungdesintuitiven Algorithmenbegriffes allgemein
akzeptiertist.


