2. Algorithmen: Berechenbarkeit,
Entscheidbarkeit und Aufzahlbarkeit

Ein Algorithmus(Redtervorsdirift) ist eineVorschriftzur LosungeinesProblems.
Solchein Problemwird i. Allg. unendlichviele Instanzerhabenund der Algorithmus
wird typischerweisezu einer gegebenerEingabedie zugeldrige Instanzldsen.Die
ProblemekonnendabeiEntshieidungspoblemeoderBeredinungspoblemesein.D.h.
die Aufgabekannsein,fur die Eingabefestzustellenpb sie eine gewvisseEigenschaft
hat (Bsp.: Primzahltest) pderdie Eingabein eine Ausgabezu transformierenBsp.:
Addition zweierZahlen).

In diesemAbschnittwollen wir kurz die wesentlicherEigenschafterund Typen
von Algorithmenuntersucherym dannin dennachsterbeidenAbschnittendenAlgo-
rithmusberiff zuformalisieren.

Zu denAnforderungeran Algorithmengetoren:

1. Die BeschreibngdesAlgorithmusist endlich.(Finitheit)

2. DasErgebnisdesAlgorithmushangtnur von denEingaberundnicht von aulie-
ren Einflussenab: Wird der Algorithmus mehrfachin der gleichenAnfangssi-
tutationgestartetliefert er stetsdasgleicheErgebnis(Determiniertheit)

3. Die AusfuhrungdesAlgorithmusbestehtauseinerFolge elementarefSchritte,
die effektiv (= tatsachlich)austihrbarsind. (Effektivitat)

Die AusfuihrungeinesAlgorithmusdarfhierbeikeinebesonderéntelligenzoderKrea-
tivitatdesRechnendewmoraussetzersonderrsiemussrein mechanischd.h.im Prinzip
voneinergeeigneteMaschinedurchiuhrbarsein.Diessetztvoraus dassn deneinzel-
nen Schrittennur elementag Operationenauszuiihrensind, die auseinergegebenen
endlichenMengevon Operationerstammengie lokal alsoinsbesonderé endlicher
Zeit mit endlichenSpeicherbedadusgefihrtwerdenkdnnenJededieserOperationen
beschreibeine eindeutigeAbbildung, sodassine eindeutigeFestlgung der Schritt-
folge eineindeutigeg&in-/Ausgabgerhalterunddamitdie Determiniertheigarantiert.
Ein Algorithmus, desserSchrittfolge (durch die Eingabe)festgel@t ist, heil3tdeter
ministisd. Wird ein Schritt nachdem andererausgeiihrt, so sprichtmanvon einem
sequentiellerlgorithmus

Bei nicht-sequentiellerd.h. parallelenoderverteiltenAlgorithmenkdnnenmehre-
re Schrittegleichzeitigausgefihrt werdenwozudannallerdingszur Ausfuhrungmeh-
rereRechnendéerangezogewerdenmissenDurchParallelitatkanndie Ausfuhrung
der Aufgabenbeschleunigwerden,es werdenjedochkeine neuenProblemklassen
hierdurchdsbaydajederparalleleAlgorithmusin einensequentiellelgorithmusmit
demselbertin-/Ausgabgerhalteniberfihrtwerdenkann.Bei nicht-deterministischen
Algorithmenkonnenfir einenSchrittmehrereOperationereur AuswahlstehenWird
dieseWahl zufallig durchgetihrt, sprichtmanvon probabilististhenAlgorithmen So-
langeder Algorithmustrotz dieserMehrdeutigkeiterdeterminiertist, kbnnenwir ihn
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einfachdeterministisctsimulierenjndemwir jeweils die erstnogliche Operationaus-
fuhren.Sinnvoll werdennichtdeterministischand probabilistischeAlgorithmenin der
Regel dahernur dann,wenn man die Forderungder Determiniertheitaufgibt. Man

mussdannallerdingsfestlegen,welchesder Ergebnissalasrichtige seinsoll. Bei pro-

babilistischenAlgorithmengehtdasz.B. Uiber eine Mehrheitsentscheidungyahrend
sonstbei nichtdeterministischeAlgorithmen mit JA/NEIN-Antworten dasJA meist
als dominierendangesehemwird, alsodie richtige Antwort ist, falls mindestensine
mogliche Schrittfolge zu diesemErgebnisfuhrt. Man kann auch hier wiederumdas
Verfahrendurcheinenklassischend.h. deterministischemnd sequentiellerAlgorith-

mussimulierenindemmanalle moglichenRechnungemacheinandeausfihrt.

Die obigenUberlegungerzeigen dasswir unsbei Untersuchungenur Reichweite
deralgorithmischemethodeaufdie Untersuchungilassische(d.h.deterministischer
sequentiellerplgorithmenbeschankenkonnen.Interessantverdendie andererMo-
delleerstbei Fragender Komplexitat, die wir jedocherstspaterbehandelwerden.

Im Folgendernwerdenalso zurachstalle Algorithmenals sequentiellund — wenn
nichtexplizit anderdestgelgt — alsdeterministisctangenommen.

Als Nachstesvollen wir unsdie Aufgaben,die ein Algorithmuslosensoll, naher
ansehenWir werdendiesein drei Gruppeneinteilenund dadurchdrei entsprechende
Typenvon Algorithmen erhalten,namlich Beredinungsverfalen, Entstieidungsver
fahrenund Aufzahlungsverfahen

Die erstetypischeAufgabefir einenAlgorithmusist die Berechnungeiner Funk-
tion. WohlbekannteBeispielehierfur sind der Schulalgorithmusur Addition zweier
natirlicherZahlen(+ : N x N — N) undderEuklidischeAlgorithmuszur Bestimmung
desgroRtengemeinsamefieilers(ggT : N x N — N). SolcheAlgorithmennennerwir
Berednungsverfalen (BV) undwir sagendasseineFunktionf : | — O beredenbar
ist, falls eseinBerechnungsarfahrerfir f gibt. Hierbeimiisserdie Ein- undAusgaben
Datensein,d.h. endlicheBeschreibingenvon Objekten.So mussmanbeachtendass
zahlentheoretischalgorithmen nicht auf den Zahlenselbst,sondernauf derenDar
stellungenoperierenSoist dero.g. Additionsalgorihmusfir die Dezimaldarstellung
entworfenund ist fur die Unardarstellungungeeignet(Hier ertélt man die Summe
zweier ZahlendurchderenVerkettung.y Da Worter ein universellesBeschreibings-
mittel bieten,gehenwir davon aus,dassDatenstetsWorter sind. Wir betrachteralso
nurdie FragederBerechenbarkeiton Wortfunktionenf : ¥* — T* undmehrstelligen
Wortfunktionenf : Z] x --- x 2 — T*, wobeiwir unsin denfolgendenUberlegun-
genmeistaufdenFall 1-stelligerFunktionerbeschanken (Die Verallgemeinerunguf
mehrstelligeFunktionerist in der Regel einfachundeineguteUbung!)

EineFunktionf : N — NN nennerwir alsoberedenbar wenndie zugeldrige Abbil-
dungderUnardarstellungetf : {1}* — {1}* mit f(Un(n)) = Un(f(n))) berechenbar
ist. (DaesBerechnungsrfahrerzumUbersetzemler Zahldarstellungegibt, konnten
wir hier genausautdie Binar oderDezimaldarstellungvahlen.)

EinemBerechnungssrfahrens siehtmani. Allg. nichtan,ob esfirr eineEingabe
tatsachlich eine Ausgabeliefert. Wir erlauterndies an einem Beispiel. Bekanntlich
kannmaneffektiv feststellenpb eineZahl einePrimzahlist (,SiebdesEratosthenés.
Hierauslasstsich ein Berechnungserfahrengewinnen, daszu jeder Zahl n > 1 die
kleinstePrimzahinpzn), die > 2n+ 1 ist, berechnet:

1Bei der Vorschriftzumg.g.T. wird dieseAbhangigkeitnicht unmittelbarklar. Diesestiitzt sich jedoch
auf andereAlgorithmen (Multiplikation, Division) ab, die wiederumauf die Addition zuriickgreifen.Die
Beobachtungdassnur die Algorithmenfir einige Grundfunktionendarstellungsabéigig sind, fuhrt zum
KonzeptdesDatentyps Dort nimmt man zu der Objektmengegewisse Grundfunktionerhinzu und kann
dannvon derkonkretenDarstellungabstrahiereifs. Vorlesung, Informatik 1).
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Ei ngabe(n)
p: = 2n+1;
while p ist keine Prinzahl do p: = p+2;
Ausgabe( p)

Da esunendlichviele Primzahlengibt, wird die while-Schleifeschlie3lichverlassen
und p = npz(n) ausggeben Ersetztmandie while-Schleifedurch

while (p oder p+2 ist keine Prinzahl) do p: = p+2;

soerhalt manein Verfahrerzur BerechnungleskleinstenPrimzahl-Zwillingoberhalb
von 2n. Hier weifld manallerdingsnicht, ob esunendlichviele solcheZwillinge gibt,
alsofur jedeEingaben die while-Schleifeverlasserundeine Ausgabegeliefertwird.

Wir sagendassderAlgorithmus 4 bei Eingabex terminiert falls er bei Eingabex
eineAusgabdiefert. Der Algorithmus .4 ist total, falls er bei jederEingabeterminiert.

Wir werdenspatersehendassdie Frageder TerminierungeinesAlgorithmusein
grundsitzlichesProblemist, dasselbstnicht algorithmischentschiedemnwerdenkann
(-UnldsbarkeidesHalteproblem?). Fur einesystematisch8etrachtungleralgorith-
mischerBerechenbarkekdnnenwir unsdahemichtauftotaleFunktionerbeschéanken,
sondermrmisserpartielleFunktionenbetrachten.

Einepartielle Funktiond : | — O aufl ist eineFunktion,derenDefinitionsbereich
Db(¢) in | undderenWertebereichWb(¢) in O enthalterist. Dabeiist

Db(¢)
Wh(¢)

{xel: ¢(x) istdefiniert
{6(x): xc Db(¢)}

Ist ¢(x) definiert,sosagernwir auch,dassp(x) korvemiert und schreibenp(x) |; an-
dernfallsdivemiert ¢(x) : ¢(x)1. IstDb(¢) = I, soheil3td total. Mit (x) =y bezeich-
nenwir, dassp(x) definiertist unddenWerty annimmt.Die Gleichheit¢(x) = Y(y)
bedeutetdassentwedeip(x) undy(y) beideundefiniertsind oderbeidedefiniertsind
unddenselbeiertannehmenGilt ¢(x) = Y(x) furallex € I, soschreiberwir ¢ = .
In derRegelwerdenwir kleinegriechischéBuchstaberfinsbesondere, g) fur partielle
undkleinelateinischeBuchstaberfinsbesonderé, g, h) fur totale Funktionerverwen-
den.Wir sagendassp partiell berechenbarist, wennesein Berechnungserfahrerfir
¢ gibt. Fur totales$ sindalsoBerechenbarkeitndpartielleBerechenbarkeitientisch.

Die zwei weiteren Typenvon Algorithmen, die wir betrachtencharakterisieren
Mengen.Dawir generellnur Worter als Datenbetrachtensind diesealsoDarstellun-
genvon Sprachen.

Ein Entsheidungsverfaten (EV) £ fur eineSprachd. C Z* ist ein Algorithmus,
der bei EingabeeinesWortesx € * feststellt,ob dieseszu L gehirt (Ausgabe:JA)
odernicht (AusgabeNEIN). Wir sagerentsprechendjassZ die Eingabex akzeptiert
bzw verwirft. Ein Beispielfur ein EV ist derobenbereitsangesprochenerimzahltest.
Manchmabetrachtemanauchpartielle Entsteidungsverfalen (PEV) fiir eineSpra-
chel, die bei Eingabex im positivenFalle wiederummit JA antwortenjm negativen
Falle entwedemwiederummit NEIN antwortenoderaberkeine Antwort liefern, d.h.
nich terminieren.Gibt esein (partielles)Entscheidungsarfahrenfir eine Spracheso
hei3tdiese(partiell) entsteidbar.

Ein Aufzahlungsverfahen (AV) 4 fur eine Sprachel C >* ist ein Algorithmus,
der (ohneEingabe)die Elementevon L in beliebigerReihenfolgeund eventuell mit
Wiederholungerausgibt.Erfolgt die Ausgabein der richtigen Reihenfolgebzgl. der
Langen-lgikographischerOrdnung,so heifdt das Verfahrenmonoton Entsprechend

Il
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heiRtL (monotonjaufzihlbar,?> wennesein (monotones)ufzahlungserfahrenfiir L
gibt.

ZwischenBerechnungssrfahrenEntscheidungsrfahrerund Aufzahlungserfah-
rengibtesengeZusammenénge die sichin denBeziehungerwischerdenabgeleite-
tenBegriffenderBerechenbarkeiEntscheidbarkeitnd Aufzahlbarkeitwiderspigeln.
Im Folgendergeberwir die wichtigstenBeziehungemn.

Fur alle dieseUntersuchungeist eswesentlich dassdie Abwicklung einesAlgo-
rithmusauseinerFolge endlicherSchrittebesteht Wir konnendaherjedenAlgorith-
mus 4 mit einem Schrittzahler ausstatterund effektiv feststellenwasder Algorith-
musinnerhalbeinervorgegebenerschrittzahlgeleistethat. Insbesondersind fur ein
Berechnungsfoder(partielles)Entscheidungs-grfahren® und ein Aufzahlungser
fahrenZ folgendeMengenentscheidbar:

{(x,wn) : B terminiertbei Eingabex in < n Schritter}
{(X,y,wWn) : B terminiertbei Eingabex in < n Schrittenundgibty aug
{(x,wn) : 4 gibtinnerhalbdererstenn Schrittex aus

Diese Beobachtungwird in den folgendenUberlegungenan vielen Stellenimplizit
verwendet.

Wie manleichtsieht,kannmanein EV E fur eineSprachd. C Z* stetsin ein AV
A fur L umformen: 4 gehthierbeialle Worter w von 2* der Reihenach(bzgl. <))
durch,testetmit Hilfe von £ fur jedesw, ob w € L gilt und gibt im positivenFall w
aus.DiesesVerfahrenist sogarmonoton weshalbwir gezeigthaben:

2.1 LEMMA. Jedeentscheidbar&pracheast monotonaufzhlbar alsoinsbesondere
aufzhlbar O

Fur monotoneAufzahlungengilt auchdie Umkehrung.Der Beweis benutztdie
folgendeBeobachtung.

2.2 LEMMA. JedeendlicheMengel ist entscheidbar

BEwEIs. Ein EV furL benutzteine(endliche)Tabellemit denElementernvon L. Die
Eingabew wird mit denEintragender Tabelleverglichen.Wird eineUbereinstimmung
gefundenwird akzeptiertsonstverworfen. O

2.3 SATzZ. t EineSpraché. ist genaudannentscheidbawennsiemonotoraufzihlbar
ist.

BEWEIS. WegenLemma2.1geriigtesauseinemmonotonerAV A4 furL einEV £ fur
L abzuleitenDabeidurfen wir wegenLemmaz2.2 davon ausgehengassL unendlich
ist. DasVerfahren arbeitetbei Eingabex wie folgt: Essimuliert4 bis dieseserstmals
einWorty mit X < y ausgibtistx beidenvon 4 zuwor ausggebeneWortern,sogibt
E JA aus,sonstNEIN. O

2Man beachtedenUnterschiedzwischen,abzhlbat  und,aufzihlbat . Offensichtlichist jedeaufzahl-
bareMengeabzhlbar die Umkehrunggilt i. Allg. abemicht(s.weiterunten).AbzahlbarkeitinerMengeM
bedeutetinschaulichdassdie Elementevon M in (i. Allg. unendlichelistenformgebrachtverdenkdnnen.
AufzahlbarkeitbedeutetdassmansolcheineListe effektiv beschreibeikann.
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Wir werdenspatermit Hilfe der FormalisierungdesAlgorithmenberiffs zeigen,
dassin Satz2.3 die Forderungder Monotonieder Aufzahlungwesentlichist: Es gibt
aufAhlbareMengen,die nicht entscheidbasind. Sind jedocheine MengeL und ihr
Komplementbeideaufzahlbar soist die MengeL entscheidbamwie wir als Nachstes
zeigenwerden Wir beobachtehierzuzurachst:

2.4 LEMMA. Eine Sprachel ist genaudannentscheidbawennihr Komplement.
entscheidbaist.

BEWEIS. AuseinemEV fur L (L) ernéalt manein EV fur L (L), indemmanJA- und
NEIN-Antwortenvertauscht. O

2.5 SATZz. EineSpracha. C $* istgenaudannentscheidbawennL undL aufzihlbar
sind.

BEWEIS. Aus denlLemmata2.1 und 2.4 folgt, dassdie Entscheidbarkeivon L die
Aufzahlbarkeitvon L undL impliziert. Fur die Umkehrungseienq und 4’ Aufzahlungs-
verfahrenfur L bzw L. Da fur jedesWort x € ¥* entwederx € L oderx € L, wird X
entwedewnon 4 odervon A4’ ausggeben.Damit emibt sichfolgendeldeefiir ein EV
 fur L: Bei Eingabex, lasstE die Verfahreng und 4’ parallellaufen, bis einesder
Verfahrenx ausgibt Gibt 4 x aus,sogibt £ JA aus;sonstNEIN. |

Ahnlich kbdnnenwir zeigendasgedeaufzhlbareMengel partiell entscheidbaist.
HierzusimuliertdasPEV 2 fur L bei Eingabex ein AV 4 fur L, bis diesesx ausgibt,
undterminiertdannmit AusgabelA. (Wird x nicht aufgezhlt, terminiert? nicht, was
jabeix ¢ L zulassigist.)

2.6 LEMMA. JedeaufzhlbareSprachest partiell entscheidbar a

Hier gilt wiederumauchdie Umkehrung:
2.7 LEMMA. Jedepartiell entscheidbar8prachd. C ¥* ist aufzahlbar

BEWEIS. AuseinemPEV 2 fur L erhalterwir ein AV 4 fur L wie folgt. 4 fuhrtdie
folgendenSchrittfolgen4, fur alle n € N induktiv aus.Dabeiist jedeFolge 4, endlich,
sodassalle 4, tatsachlichdurchlauferwerden.ln der Schrittfolge 4, wird fur jedes
dererstem Worterw;, 0 < i < n, derReihenachdasPEV 2 fir Eingabew; maximaln
Schrittesimuliert. Akzeptiert? w; innerhalbdieserSchrittzahl sowird w; ausggeben.
Esist klar, dassA4 nur Worter, die von P akzeptiertwerden,d.h.die in L liegen,
ausgibt.D.h. fur die von 2 aufgedhlte Sprachd.(4) gilt L(4) C L. Zum Nachweis
derUmkehrungseix € L. Danngibt esn,me N, sodassx = w,, und? gibt x innerhalb
der erstenm Schritteaus.Fur jedesk > n+ 1, m gibt 4, dannaberx aus,weshalb
x € L(A) C L(A) qilt. ]

2.8 SATz. Eine Sprachd. ist genaudannaufzZhlbar wenn sie partiell entscheidbar
ist. O

Der Begriff der Aufzahlbarkeitlasstsich schlie3lichauf dender Entscheidbarkeit
zurickfuhren.Hierzu stellt manaufzihlbareMengenals Projektionenmehrstelliger)
entscheidbarevlengendar. Hierbeihei3teinen-stelligeMengeA C 1" die Projektion
der (n+ 1)-stelligenMengeB C ™1, falls

VRelh(XeA & Jyel ((Ry) e B)).
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2.9 SATz. Eine Sprachd. C 2* st genaudannaufzihlbar wennsie Projektioneiner
entscheidbareBprachd.’ C =* x Z* ist.

“

BEWEISIDEE. ,=" FlreinAV 4 vonL definiertman

L' = {(x,wn) : 4 zahltx innerhalbdererstem Schritteauf}

»<" IstL die ProjektionderentscheidbareMengel’, so ertalt manein PEV fiir L,
indemmanbei Eingabex mit Hilfe einesEV fur L' induktiv furn= 0,1, ... prift, ob
(X, wn) € L gilt, undakzeptiertsobaldsolchein w, gefunderwird. ]

Satz2.9erlaubteineaufzahlbareMengel alsein unbesbranktesSudproblemzu
verstehendesserL dsungsraunentsteidbarist, d.h. bei dem die Korrektheiteiner
moglichenLosungeffektiv Uberpiifbarist. (Hierbeilasstsich die GroReeinermogli-
chenLosungi. Allg. nichteffektiv beschanken SieheUbungen.)

Mit Hilfe der charakteristischeRunktioneinerMengekonnenwir die Entscheid-
barkeitauf die Berechenbarkeiuriickfiihren.Fir die Umkehrungmisserwir die Gra-
pheneinerFunktionbetrachten.

Fur eineMengeM C | ist die charakterististie Funktioncy : | — % von M defi-
niertdurch

X) = 1 fallsxeM
M) =1 0 sonst

Mitunter betrachterwir auchdie partielle charakterististie Funktionym : | — Z1, die
durch

|1 fallsxeM
Xm(x) _{ +  sonst

definiertist. Der Graph G, einer(partiellen)Funktion¢ : I — O ist die Menge
Go = {(x 9(X) : xE Db($)} C 1xO

2.10 SATz. Eine Sprachd. ist genaudannentscheidbamwennihre charakteristische
Funktionc_ berechenbaist.

BEWEIS. Ersetztmanin einemEV fir L die JA- und NEIN-Antwortendurch1 bzw.
0, soerhalt manein BV fur c. (undumgekehrt). O

Entsprechentannmandie AufzahlbarkeiteinerMengedurchdie partielleBere-
chenbarkeithrer partiellencharakteristischeRunktionbeschreiberHierzuzeigtman
zurachstdassderDefinitionsbereickeinerpartiell berechenbarelrunktionaufzahlbar
ist.

2.11 LeEMMA. Fir partiellberechenbares: * — T* istDb(¢) aufzihlbar
BEWwEIS. FireinBV B von¢ istdie Menge
D = {(x,wn) : BeiEingabex terminiertBin < n Schritten}

entscheidbannd Db(¢) ist die Projektionvon D. ]
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2.12 SATz. EineSpraché. ist genaudannaufzihlbar wennihre partiellecharakteri-
sitischeFunktionpartiell berechenbaist.

BEWEIS. IstL aufzihlbarund .4 ein Aufzahlungserfahrensoerhélt manein Berech-

nungswerfahrens fur x_ wie folgt: Bei Eingabex simuliert B 4 bis diesesx ausgibt.

B terminiertdannmit Ausgabel. Wird x von 4 nie ausggeben terminiert3 nicht.
Dal = Db(x_) folgt die UmkehrungausLemma2.11. O

Da L geradeder Definitionsbereictder partiellencharakteristischefRunktionvon
L ist, emgibt sichunmittelbarausLemma2.11und Satz2.12 derfolgendeweitereZu-
sammenhangwischenAufzahlbarkeitund (partieller)Berechenbarkeit.

2.13 KOROLLAR. Eine Sprachdst genaudannaufzhlbar wennsie der Definitions-
bereicheinerpartiell berechenbareRunktionist. a

In dennachsterbeidenSatzencharakterisieremvir die totalebzw partielle Bere-
chenbarkeimit Hilfe derEntscheidbarkeivzw. Aufzahlbarkeit.

2.14 SATZ. EinetotaleFunktionf : ¥* — T* ist genaudannberechenbamwennihr
GraphGs C 2* x T* entscheidbaist.

BEWEIS. ,=" AuseinemBV B fur f erhalt manein EV ‘£ fur Gs wie folgt: Bei

Eingabe(x, y) berechnef durchSimulationvon B denWert f (x) undakzeptierg.d.w

f(x)=y.

»<" AuseinemEV E fur Gs errélt manein BV B fur f wie folgt. Bei Eingabe
X, simulieresukzessie £ fur Eingabe(x, w;) fur wachsendes= 0,1, ... bis £ diese
Eingabeerstmalsakzeptiert Gebedanndasentsprechende; aus. O

2.15 SATz. EinepatrtielleFunktion¢ : ¥* — T* ist genaudannpartiell berechenbar
wennihr GraphGy C * x T* aufzahlbarist.

BEWEIS. ,=“ Wie im Beweisderentsprechendefussageson Satz2.14erhalt man
auseinemBV B fur ¢ ein partiellesEV fur Gs. Die Behauptundolgt dannmit Satz
2.8.

<" AuseinemAV A4 fur Gy erhalt manein BV 3B fir ¢ wie folgt: Bei Eingabex
simuliere 4 bis erstmalsein Paar (x,y) mit 1. Komponentex ausggebenwird. Gebe
danndaszugefdrige y aus.(Wird solch ein Paar (x,y) nie aufge&hlt, terminiert B

nicht.) a

(Die Satze?2.14 und 2.15 zeigen,dassfur Graphentotaler Funktionendie Ent-
scheidbarkeiund Aufzahlbarkeitgleichwertigsind. Fur beliebigeMengegilt dies—
wie obenbereitserwahnt— jedochnicht.)

Zuletzt charakterisiererwir noch die Aufzahlbarkeitdurch die Berechenbarkeit.
Hierzudefiniererwir zunachst:Eine Aufzihlungsfunktiorf fur eineMengelL C X* ist
einetotaleberechenbarBunktionf : N — >* mit Wb(f) = L.

2.16 SATz. EinenichtleereMengel C %* ist genaudannaufzhlbar wennsie eine
Aufzahlungsfunktiorbesitzt.Ist L unendlichkanndieseinjektiv gevéhit werden.
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Bewels. ,=" IstL endlich,etwal = {vo,...,Vn}, soist f mit f(m) = vy furm<n
und f(m) = v, fur m > n eine Aufzahlungsfunktiorvon L. Fur unendliched. wahit
man f (n) alsdas(n+ 1)-te Wort, dasein Aufzahlungserfahrerfir L ausgibt.

»<" Ist f AufzahlungsfunktiorvonL, soerhalt manein Aufzahlungserfahrerfir L,
indemmanf sukzessie fur allen > 0 berechnetind f (n) ausgibt. m]

Da die monotonaufZihlbarenMengengeradedie entscheidbareiengensind,
erhaltmananalogeineBeschreibingderEntscheidbarkeiibermonotoneAufzahlungs-
funktionen.Dabeiist f : Z* — T* schwad [strend monotonfalls

xyeZ(x<ny = ) <i f(y) [f(x) <u fy)])-

2.17 SATz. EinenichtleereMengel C X* ist genaudannentscheidbamwennsieeine
schwachmonotoneAufzéahlungsfunktionbesitzt. Ist L unendlich,kann diesestreng
monotongewnahlt werden. |

Die obennachgwiesenerBeziehungerzwischendenBegriffen Berechenbarkeit,
Entscheidbarkeitind Aufzahlbarkeitzeigen,dassman diese Begriffe wechselseitig
aufeinanderzurickfuhrenkann. Wir werdendies bei der Formalisierungdes Algo-
rithmenbg@riffs benutzerund nur denBegriff desBerechnungsrfahrendormalisie-
ren. Hierzu werdenwir zurachstim nachstenAbschnittdasallgemeineKonzeptei-
ner mathematischeMaschinezur Beschreibng desschematischeAblaufs von Al-
gorithmeneinfuhren.Durch geeignetéNahl der Grundoperationemwerdenwir dann
im UberrachstenAbschnitteinenkonkretenTypus mathematischeMaschinenange-
ben, der als adaquateFormalisierungdesintuitiven Algorithmenbagriffes allgemein
akzeptierist.



