
1. Alphabete,Wörter, Sprachen

In diesemParagraphenführenwir die Grundobjektesowohl für die Berechenbar-
keitstheoriewie auchdie TheorieFormalerSprachenein. Sprachenwerdenhier als
Mengenvon WörternübereinemfestenAlphabetaufgefasst.ZugleichwerdenWörter
alsEin- undAusgabedatenvon Algorithmendienen.

1.1 DEFINITION. Ein Alphabet
�
Σ ����� ist eineendliche,nichtleereMengeΣ zusam-

menmit einertotalenOrdnung � auf Σ. Die Elementevon Σ heißendie Buchstaben
(Symbole)desAlphabets.

Gebenwir ein Alphabet
�
Σ ����� durchAuflisten der Buchstabenan,so geschiehtdies

immerbez̈uglich derzugrundegelegtenOrdnung:Für Σ ��� a0 �
	�	
	�� an 
 gilt a0 � a1 ��
�
� � an. Entsprechendlassenwir in derBezeichnungeinesAlphabetesdieOrdnung�
weg, falls dieseimplizit bekanntoder(andieserStelle)unwesentlichist.

Ein Alphabetmit n Buchstabenheißtn-äresAlphabetundwird mit Σn bezeichnet.
InsbesonderesindΣ1 ��� 1 
 undΣ2 ��� 0 � 1 
 dasunäre bzw. binäreAlphabet.

1.2 DEFINITION. Ein Wort überdemAlphabet
�
Σ ����� ist eineendlicheFolge überΣ,

d.h. eineendlicheFolgevon BuchstabenausΣ. Die Mengealler Wörter überΣ wird
mit Σ � bezeichnet.

Formal ist eineendlicheFolgew überΣ eineAbbildung

w : � 0 �
	
	�	�� n � 1 
�� Σ (1.1)

von einemAnfangssẗuck der naẗurlichenZahlenin die MengeΣ. Hierbei lassenwir
auchdasleereAnfangssẗuck /0, daswir auchmit � 0 �
	�	
	���� 1 
 bezeichnen,zu.Die ein-
deutigbestimmteFolge w : /0 � Σ wird die leere Folge oderdasleere Wort genannt
undmit λ bezeichnet.Mit Σ ��� Σ ����� λ 
 bezeichnenwir die Mengeder nichtleeren
WörterüberΣ.

NichtleereWörter w gebenwir üblicherweisedurchAuflisten der Buchstabenin
derReihenfolgeihrer Vorkommenin w an.Soschreibenwir für dasWort w aus(1.1)
w � w

�
0��	�	
	 w �

n � 1� (falls n � 1).
Die Länge �w � einesWortesw ist die Anzahl der Vorkommenvon Buchstabenin

w, d.h. � w ��� n für dasWort w aus(1.1). Insbesonderegilt � λ ��� 0 und (für n � 1)
�w �

0��	
	
	 w �
n � 1� �
� n.

Die MengederWörterderLängen überdemAlphabetΣ bezeichnenwir mit Σ ! n �
� w " Σ � : � w �
� n 
 . Σ # n undΣ $ n sindentsprechenddieMengenderWörterderLänge%

n bzw. � n. Manbeachte,dassesfür k-äresAlphabetΣk kn Wörterw � b1 	
	�	 bn der
Längen gibt, damanfür jedenBuchstabenbm in w k Wahlmöglichkeitenhat.Formal
beweistman

&
Σ ! n

k
& � kn (1.2)
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durchInduktionnachn. (Hier bezeichnet
&
M

&
die Kardinalität (Mächtigkeit)von M.)

Insbesonderegelten:
&
Σ ! 1

k
& � &

Σk
& � k (1.3)

(Im Folgendenidentifizierenwir Σ ! 1
k mit Σk, indemwir das1-buchstabigeWort a mit

demBuchstabena identifizieren.)
&
Σ ! n

1
& � 1 und

&
Σ # n

1
& � n ' 1 (1.4)

&
Σ ! n

2
& � 2n und

&
Σ # n

2
& �

n

∑
m! 0

&
Σ ! m

2
& �

n

∑
m! 0

2m � 2n� 1 � 1 (1.5)

Währendalsofür dasunäreAlphabetdieAnzahlallerWörterbis zurLängen linearin
n wächst,ist diesesWachstumfür dasbinäreAlphabetexponentiell.LetzeresWachs-
tumsverhaltengilt für alle Alphabetemit mindestens2 Buchstaben(s. Übungen).

Die grundlegendeOperationauf Wörtern ist die Verkettungoder Konkatenation( , anschaulichdas Hintereinanderschreibender Wörter. Für nichtleereWörter u �
a1 	
	
	 am undv � b1 	
	
	 bn gilt u ( v � a1 	
	
	 amb1 	
	
	 bn währenddieKonkatenationeines
beliebigenWortesw mit demleerenWort diesesunver̈andertlässt,d.h.w ( λ � λ ( w �
w (stattv ( w schreibenwir meisteinfachvw). Verkettenwir ein Wort mit sichselbst,
so sprechenwir von der IterationdesWortes.Formal ist die n-fache Iteration von w
(n � 0) induktiv durch

w0 � λ
wn� 1 � wnw

definiert.Wir sagenv ist ein (echtes) Anfangssẗuck von w, wennsichw alsVerkettung
von v mit einem(nichtleeren)Wort darstellenlässt:

v ) w * + x " Σ � �
vx � w�

v , w * + x " Σ � � vx � w�-* v ) w . v � w	
Ähnlich ist v einTeilwort von w, falls w � �

x ( v� ( y für geeignetesx � y " Σ � .
Häufig ist eshilfreich die Wörter überdemk-ärenAlphabetΣk ��� a1 �
	�	
	�� ak 
 mit

denKnotendesunendlichen,vollständigenundgeordnetenk-ärenBaumeszu indenti-
fizieren.Hierzumarkiertmandie k Kantenvon einemKnotenzu seinenSöhnenvon
links nachrechtsmit denBuchstabena1 �
	
	
	/� ak. Ein Knotenwird dannmit demWort
identifiziert,mit demderWeg von derWurzelzudemKnotenbeschriftetist.

In denfolgendenAbbildungenhabenwir (für denFall k � 2 bzwk � 1) dieKnoten,
diedasWort 010bzw000repr̈asentieren,hervorgehoben:

0

0 0

0 0 0 0

010 201030301030
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0
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Allgemeinentsprechendie WörterderLängen denKnotenderTiefe n, insbeson-
deredieWurzeldemleerenWort. Die KnotendesvollständigenBinärbaumsderTiefe
n repr̈asentierenalso Σ # n

2 , die Blätter desselbenΣ ! n
2 . Sagenwir, dassein Knoten v

oberhalbeinesKnotensw liegt, falls v aufdemWeg von derWurzelλ zu demKnoten
w liegt, soliegt v genaudannoberhalbvon w, wennv Anfangssẗuckvon w ist.

Die MengeΣ � derWörter überdemAlphabetΣ zusammenmit derKonkatenation( : Σ �54 Σ � � Σ � bildeteineHalbgruppe
�
Σ ��� ( � mit Eins. D.h. ( ist assoziativ

6
x � y� z " Σ � �7� x ( y� ( z � x ( �

y ( z�7�
undfür dasleereWort λ gilt

6
x " Σ � � λ ( x � x ( λ � x�8	

Mannenntλ dasEinselementoderneutraleElementvon
�
Σ ��� ( � . WegenderAssoziati-

vitätvon ( könnenwir Klammernweglassen.
Einemit derKonkatenationvertr̈aglicheAbbildungnenntmanHomomorphismus.

Formal:Ein Homomorphismush ist eineAbbildungh : Σ � � T � sodass
6
x � y " Σ � � h � x ( y�9� h

�
x� ( h

�
y���:	

JederHomomorphismush ist bereitsdurchsein Verhaltenauf denBuchstaben(d.h.
Wörtern der Länge1) bestimmtund jede Abbildung h : Σ � T � lässtsich in ein-
deutigerWeisein einenHomomorphismusfortsetzen.(Mansagt,dass

�
Σ ��� ( � die freie

HalbgruppeüberΣ ist).

1.3 LEMMA . Zu jederAbbildungh0 : Σ � T � gibt esgenaueinenHomomorphismus
h : Σ � � T � mit h

�
a��� h0

�
a� für alle a " Σ.

BEWEISIDEE. Der gesuchteHomomorphismusist durchh
�
λ ��� λ und

h
�
w
�
0��	
	�	 w �

n�7��� h0
�
w
�
0��� h0

�
w
�
1�7��	�	
	 h0

�
w
�
n���

für Wörterw mit � w ��� n ' 1 � 1 definiert. ;
Als nächstesführenwir eineWohlordnung � auf der MengeΣ � der Wörter über

demAlphabetΣ ein.HierzuwerdenWörterzun̈achstnachihrerLängeangeordnetund
dannWörtergleicherLängemit Hilfe derAnordnungvonΣ lexikographischgeordnet.
Wir führenzun̈achstalsHilfsbegriff diepartiellelexikographischeOrdnungein.

1.4 DEFINITION. Die partielle lexikographischeOrdnung � l ex auf derMengeΣ � der
WörterüberdemAlphabet

�
Σ ����� ist definiertdurch

v � l ex w * + x � y� z " Σ � + a � b " Σ
�
a � b& v � xay& w � xbz�8	

Wie bei Ordnungsrelationen̈ublich betrachtenwir nebenjeder strikten Ordnung <
immer auchdie zugeḧorige schwacheOrdnung = , bei der zus̈atzlich jedesWort mit
sichvergleichbarist, d.h.hier

v
%

l ex w * v � l ex w oderv � w	
Identifizierenwir wie obenbeschriebenWörtermit denKnoteneinesBaumes,sobe-
deutetv � l ex w, dassderKnotenv links desKnotensw liegt.
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1.5 LEMMA . Die partiellelexikographischeOrdnung
%

l ex ist einepartielleOrdnung
(Halbordnung)aufΣ � , d.h.esgilt:

(i)
6
w " Σ � � w %

l ex w� (Reflexivität)

(ii)
6
u � v� w " Σ � � u %

l ex v& v
%

l ex w > u
%

l ex w� (Transitivität)

(iii)
6
v� w " Σ � � v %

l ex w& w
%

l ex v > v � w� (Antisymmetrie)

BEWEIS. (i) gilt nachDefinition.ZumNachweisvon(ii) nehmenwir an,dassu
%

l ex v
undv

%
l ex w gelte.Wir habenu

%
l ex w nachzuweisen.Gilt u � v oderv � w sogilt dies

nachAnnahme.O.B.d.A.könnenwir alsovon u � l ex v undv � l ex w ausgehen.D.h. es
gibt ZerlegungenderWörteru � v� w

u � xay� v � xbz � x? a? y?@� w � x? b? z?
wobei x � y� z� x? � y? � z? " Σ � , a � b � a? � b? " Σ, a � b und a? � b? gilt. Hierauserḧalt man
Zerlegungenvonu undw, dieu � l ex w bezeugen,durchUnterscheidungderfolgenden
3 Fälle. Ist � x �A�B� x? � , so ist (wegen xbz � x? a? y? ) xb Anfangssẗuck von x? und damit
u � xayundw � xbz? ? für geeignetesz? ? . Ist � x ���C� x? � , so ist x � x? unddamitu � xay
und w � xb? z? wobei a � b � a? � b? , also a � b? . Ist schließlich � x �EDB� x? � , so gilt
symmetrischzumerstenFall, dassu � x? a? z? ? ? undw � x? b? z? für geeignetesz? ? ? " Σ � .

Teil (iii) zeigenwir indirekt. Wir gehenvon der Widerspruchsannahmeaus,dass
v
%

l ex w undw
%

l ex v aberv F� w. Danngilt v � l ex w undw � l ex v, weshalbesZerle-
gungen

v � xay � x? b? y? und w � xbz � x? a? z?
vonv undw mit x � y� z� x? � y? � z? " Σ � , a � b � a? � b? " Σ, a � b unda? � b? gibt. Esfolgt, dass
x � x? oderx ) x? oderx? ) x. Ist x � x? , so gilt a � b? undb � a? , alsoa � a wegen
a � b � a? � b? � a. DieswidersprichtderWahlvon � alsOrdnungaufΣ. Ist x ) x? , so
gilt xa , x? undxb , x? alsoa � b im Widerspruchzu a � b. Entsprechendimpliziert
x? ) x dassa? � b? im Widerspruchzua? � b? . ;

Die Relation
%

l ex ist keinetotaleOrdnung,d.h.erfüllt dieForderung
6
v� w " Σ � �

v
%

l ex w oderw
%

l ex v� (Konnexität)

nicht.Wie manleichteinsiehtwird dieseForderunggenaudannverletzt,wennv echtes
Teilwort von w (oder umgekehrt)ist (d.h. die Knoten v und w auf demselbenPfad
liegen):

�
v ) w oderw ) v�G* �

v F% l ex w & w F% l ex v� (1.6)

InsbesonderesindWörtergleicherLängealsostetsbez̈uglich
%

l ex vergleichbar:

1.6 LEMMA . Die Einschr̈ankungvon
%

l ex aufΣ ! n für festesn ist einetotaleOrdnung
aufΣ ! n. ;

Man kann � l ex zu einertotalenOrdnung < auf Σ � fortsetzen,indemmandieTeil-
wortbeziehungalsweiteresOrdnungskriteriumhinzunimmt,also

v < w : * v � l ex w oderv ) w
* v � l ex w oder H v F% l ex w& w F% l ex v& � v �8�I�w � J
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festlegt. Diese– auchtotale lexikographische Ordnunggenannte– Ordnung,der die
lexikographischeOrdnungalsHauptordnungskriteriumzugrundeliegt und,wenndiese
versagt,die Wortlängeals Nebenordnungskriteriumdient, ist die in Lexika benutzte
Ordnung.Sie hat jedochdenNachteil,dasssie keineNummerierungder Wörter lie-
fert (d.h. – formal –

�
Σ � ��<�� nicht isomorphzu

�LK ����� ist; s.u.).Z.B. gilt für denFall
desbinärenAlphabetesΣ � Σ2, dass0n < 1 für alle n � 0 gilt, also � w : w < 1 

unendlichist. DiesenMangelbeseitigtdie längen-lexikographischeOrdnung,bei der
dieOrdnungskriterienvertauscht,d.h.dieLängedasprimäreunddie lexikographische
Ordnungdassekund̈areOrdnungsmerkmalsind.

1.7 DEFINITION. Die längen-lexikographischeOrdnung� l l aufΣ � ist definiertdurch

v � l l w *M� v ���N� w � oder H�� v �
�I�w � & v � l ex wJ7	
Beispielsweisegilt für dasunäreAlphabetΣ1 �N� 1 


λ
� � 10 �O� l l 1

� � 11 �5� l l 12 � l l 13 � l l 14 � l l 	
	
	
undfür dasbinäreAlphabetΣ2 ��� 0 � 1 


λ � l l 0 � l l 1 � l l 00 � l l 01 � l l 10 � l l 11 � l l 000 � l l 001 � l l 	
	
	
1.8 SATZ.

�LK ����� ist isomorphzu
�
Σ ����� l l � , d.h.esgibt eineBijektion f :

K � Σ � , die
ordnungserhaltendist, d.h.

m � n * f
�
m�5� l l f

�
n�

erfüllt
�
m� n " K � .

Zum BeweisvonSatz1.8zeigenwir zun̈achstdiebeidenfolgendenLemmata.

1.9 LEMMA . Die längen-lexikographischeOrdnung
%

l l auf Σ � ist eine totale Ord-
nung,d.h.

%
l l ist reflexiv, transitiv, antisymmetrischundkonvex.

BEWEIS. Diesergibt sichleichtausderDefinitionvon
%

l l mit Lemma1.6. ;
1.10 LEMMA . JedesWort w " Σ � besitztgenaueinendirektenNachfolgerN

�
w� bzgl.%

l l und jedesnichtleereWort w " Σ � besitztgenaueinendirektenVorgängerV
�
w�

bzgl.
%

l l , d.h.

w � l l N
�
w� &

6
v
�
w � l l v > N

�
w� % l l v� (1.7)

V
�
w�5� l l w &

6
v
�
v � l l w > v

%
l l V

�
w��� (1.8)

BEWEIS. Wir definierenN
�
w� und V

�
w� und überlassendenNachweisder Eigen-

schaften(1.7)und(1.8)alsÜbung.
Ist Σ � Σ1, sodefiniertmanN

�
1n �P� 1n� 1 undV

�
1n� 1 �P� 1n für n � 0. Ist Σ � Σk �

� a0 ��	
	
	�� ak Q 1 
 k-är mit k � 2, so unterscheidetmanfolgendeFälle bei der Definition
von N

�
w� undV

�
w� , wobein ���w � dieLängevon w sei.

Ist w � �
ak Q 1 � n (d.h. dasbzgl.

%
l ex größteWort in Σ ! n), so setztman N

�
w�O��

a0 � n� 1 (d.h.wähltN
�
w� alsdasbzgl.

%
l ex kleinsteWort derLängen ' 1).Andernfalls

wählt manN
�
w� als dendirektenNachfolgervon w bzgl.

%
l ex in Σ ! n, d.h. N

�
w� ist

dasbzgl.
%

l ex kleinsteWort in � v " Σ ! n : w � l ex v 
 . (Man beachtehierbei,dassjede
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nichtleereendlichetotal geordneteMengeein kleinstesElementbesitzt.Explizit kann
man N

�
w� wie folgt bestimmen:Ist w � ai0 	
	
	 ainR 1 F� �

ak Q 1 � n, so wählt man m �
n maximalmit aim F� ak Q 1 und setztN

�
w�9� ai0 	
	�	 aimR 1aim� 1a0 	
	�	 a0.) Entsprechend

definiertmanfür w mit �w ��� n D 0 : V
�7�

a0 � n ��� �
ak Q 1 � nQ 1 undsetztV

�
w�S� wQ sonst,

wobeiwQ derdirekteVorgängervon w bzgl.
%

l ex in Σ ! n ist. ;
BEWEIS SATZ 1.8. Die Funktion f wird unterVerwendungvonLemma1.10induktiv
durch f

�
0��� λ und f

�
n ' 1��� N

�
f
�
n��� definiert.WegenLemma1.9und(1.7)gilt

n � m * f
�
n�5� l l f

�
m�

(Induktionnachk � m � n) unddamitauch,dassf injektiv ist. Die Surjektivitätvon f
siehtmanwie folgt. Als Widerspruchsannahmegehenwir davon aus,dasseseinWort
w gibt, dasnicht im Bild von f liegt. Da � v : v

%
l l w 
�T Σ #VUw U endlichist, gibt esein%

l l -kleinstessolchesw, etwaw0. Wegen f
�
0�9� λ ist w0 F� λ, d.h.V

�
w0 � ist definiert

undV
�
w0 �5� l l w0. WegenderMinimalit ätvon w0 gibt esalsoeinn mit f

�
n��� V

�
w0 � .

Also f
�
n ' 1�P� N

�
V
�
w0 �7��� w0. Widerspruch! ;

Satz1.8erlaubtunsdieWörterin Σ � gem̈aß
%

l l durchzunummerieren.Wir bezeich-

nenmit wW Σ X $PYn das
�
n ' 1� -te Wort in Σ � bzgl.

%
l l , d.h.wW Σ X $PYn � f

�
n� für f ausSatz

1.8 (und wir schreibenwn stattwW Σ X $PYn , wenndaszugrundegelegte Alphabetbekannt
ist). Weiterkönnenwir wn mit n identifizieren,d.h.wn alsDarstellungvonn auffassen.
WegendieserMöglichkeitundzurVereinfachungderSchreibweisewerdenwir in den
folgendenAbschnittenmeist

%
statt

%
l l schreiben.Für dasunäreAlphabetstimmtwn

mit der üblichenUnärdarstellungUn
�
n�Z� 1n von n überein.Für dasbinäreAlpha-

betΣ2 ��� 0 � 1 
 stimmt jedochwn nicht mit der üblichenBinärzahldarstellungBin
�
n�

überein(da führendeNullen in einemWort hier keinenEinflussauf denZahlwertdes
Worteshaben).Esgilt jedochBin

�
n ' 1�O� 1wn (s. Übungen).Hierbei ist Bin

�
0�5� 0

undBin
�
n� für eineZahl n � 1 wie folgt definiert:Ist n � ∑k

m! 0 im � 2m mit im "[� 0 � 1 

und ik � 1, soist Bin

�
n��� ikik Q 1 	
	
	 i0.

Nach der ausf̈uhrlichenBehandlungvon Wörtern kommenwir nun zum Begriff
derSprache,diewir hier alsbeliebigeMengevonWörternübereinemfestenAlphabet
auffassen.

1.11 DEFINITION. EineSpracheL überdemAlphabetΣ ist eineTeilmengevon Σ � .
Zur Bezeichnungvon Buchstaben,WörternundSprachenwerdenwir unsan fol-

gendeRegelnhalten.KleineBuchstabena � b � cvomAnfangdesAlphabetsreservieren
wir für Buchstaben,kleineBuchstabenu � v� w� x � y� zvom EndedesAlphabetsfür Wör-
ter. Sprachenbezeichnenwir mit großen(kursiven) BuchstabenA � B � C �
	
	7	 , Mengen
von Sprachen,die wir auchkurz Klassennennen,mit großen(normalen)Buchstaben
A � B � C ��	
	
	 . Kleine Buchstabenk � l � m� n ausder Mitte desAlphabetswerdenin der
Regel naẗurlicheZahlenbeschreiben.

Die MengeallerSprachen̈uberΣ ist diePotenzmengevon Σ � undwird mit

POWER
�
Σ � ���N� L : L T Σ � 


bezeichnet.
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Da SprachenMengensind,könnenwir die üblichenmengentheoretischenOpera-
tionenverwenden

�
L � L1 � L2 T Σ ��� :

L1 \ L2 �N� x " Σ � : x " L1 oderx " L2 
 (Vereinigung)
L1 ] L2 �N� x " Σ � : x " L1 & x " L2 
 (Durchschnitt)
L �N� x " Σ � : x F" L 
 (Komplement)
L1 � L2 �N� x " Σ � : x " L1 & x F" L2 
 (Dif ferenz)
L1 ^ L2 � �

L1 � L2 � \ �
L2 � L1 � (SymmetrischeDif ferenz)

Danebenbetrachtenwir die durchVerkettungund IterationinduziertenSprachopera-
tionen:

L1L2 � � xy : x " L1 & y " L2 

Ln � � x1 	
	
	 xn : xi " L 
 �

d.h.L0 �_� λ 
 � L1 � L � L2 � LL �
	
	�	L�
L � � � x1 	
	
	 xn : n � 0& xi " L 
 �a` nb 0Ln

L � � � x1 	
	
	 xn : n � 1& xi " L 
 �a` nb 1Ln

Hierbeischreibenwir aL statt � a 
 L.
Die Kardinalität oderMächtigkeiteinerMengeM wird mit

&
M

&
bezeichnet.Für

endlichesM ist
&
M

&
geradedie AnzahlderElementevon M. Allgemeinsagtmanfür

MengenM und M ? , dassM und M ? gleichmächtig sind – und schreibt
&
M

& � &
M ? &

–, wennes eineBijektion von M auf M ? gibt. Entsprechendbedeutet
&
M

& % &
M ? & ,

dasseseineinjektiveFunktion f : M � M ? gibt. In derMengenlehrezeigtman,dass&
M

& � &
M ? & g.d.w.

&
M

& % &
M ? & und

&
M ? & % &

M
&

gilt. M istabz̈ahlbarunendlich, falls&
M

& � &cKd&
.M ist (höchstens) abz̈ahlbar, wenn

&
M

& % &cKd&
, d.h.wennM endlichoder

abz̈ahlbarunendlichist. Offensichtlichist jedeTeilmengeeiner abz̈ahlbarenMenge
selbstwiederabz̈ahlbar.

1.12 LEMMA . Für jedesAlphabetΣ gilt:

(i) JedeSpracheL überΣ ist abz̈ahlbar.

(ii) Die MengeallerSprachen̈uberΣ ist nichtabz̈ahlbar.

BEWEIS. DaL T Σ � folgt (i) ausSatz1.8,wo insbesonderegezeigtwurde,dass
&
Σ � & �&
Kd&

. Teil (ii) zeigtmanmit einemaufCantorzurückgehendenDiagonalisierungsargu-
ment.Offensichtlichist POWER

�
Σ ��� unendlich,weshalbes zu zeigengen̈ugt, dass

POWER
�
Σ � � nicht abz̈ahlbarunendlichist. Wir gehenvon

&
POWER

�
Σ � � & � &cKd&

alsWiderspruchsannahmeaus.Danngibt eseineBijektion f :
K � POWER

�
Σ �
� , d.h.

POWER
�
Σ �
�S�a� Ln : n " K 
 ,wobeiLn � f

�
n� . MandefiniertnuneineSpracheL T Σ �

durch

wn " L : * wn F" Ln

für allen � 0. Diese
”
Diagonale“ L unterscheidetsichvon dern-tenSpracheLn in dem

n-tenWort wn, ist alsonicht in � Ln : n " K 
 , d.h.

L " POWER
�
Σ � ���e� Ln : n " K 
 	

Widerspruch. ;
MankannweiteTeilederVorlesungalseineEinführungin dieTheoriederDarstel-

lung von Sprachenauffassen.Hierbei ist eineDarstellungeinerSpracheein endliche,
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eindeutigeBeschreibungderselben.EndlicheSprachenkannmantrivialerweisedurch
Auflistenaller ihrerElementedarstellen.Z.B.

L1 �-� 0 � 2 � 4 � 6 � 8 � 10 � 12� 14� 16 � 18� 20� 22� 24
 	
SolchesdirektesAuflistenkannjedochsehrlänglichunddamitumsẗandlichsein,so-
dassandereDarstellungenmituntervorzuziehensind.So ist z.B. die alternative Dar-
stellung

L1 ��� x " K
: x

%
24 & x gerade


kompakterund mehr instruktiv. Hierbei handeltessich um eineexplizite Definition
von L1 mit Hilfe einfachermathematischerBegriffe.

Bei unendlichenSprachenmussmanstetsauf AlternativenzumAuflistenzurück-
greifen.DabeikönnenDarstellungenein und derselbenSprachesehrunterschiedlich
sein(wie dasBeispielobenschonzeigt).Nebenexpliziten Darstellungensindhierbei
auchimplizite Darstellungen(d.h.induktiveCharakterisierungen)interessant.Ein Bei-
spiel:
Die Sprache

L2 ��� w " Σ �2 : #0
�
w��� #1

�
w� 


kannauchauf folgenderekursive( � induktive)Art charakterisiertwerden:L2 ist die
kleinsteSpracheL T Σ � mit folgenden3 Eigenschaften:

(i) λ " L

(ii) Geḧort w zuL, soauch0w1 und1w0.

(iii) Geḧorenv undw zuL, soauchvw.

Man beschreibthier also L2, indem man zun̈achsteineeinfacheTeilsprachevon L2

(hier � λ 
fT L2 gem̈aß(i)) unddannAbschlusseigenschaftenvon L2 (hier (ii) und(iii))
angibt(Beweis:s. Übungen).

DieseIdeewird unssowohl beiGrammatikenzurBeschreibungvonSprachenwie-
derbegegnen(hierwerdendieGrundannahmen((i)) durchAxiomeunddieAbschlussei-
genschaften((ii), (iii)) durchRegelnmodelliert)alsauchbei induktivenCharakterisie-
rungenvon Algorithmen.AlgorithmenselbstsindweitereDarstellungsm̈oglichkeiten.
Sowird durchdenfolgendenAlgorithmus,der die SpracheL2 erkennt,dieseendlich
undeindeutigbeschrieben:

Bei Eingabew " Σ �2:
LegeeinenZählern anundinitialisierediesen(n : � 0).
Danngehew von links nachrechtsBuchstabefür Buchstabedurch
und inkrementieredabeidenZähler (n : � n ' 1) beim LeseneinerNull
unddekrementiere(n : � n � 1) beimLeseneinerEins.
Ist n � 0 nachvollständigemEinlesenvon w, soakzeptiere,
sonstverwerfe.

Mansprichthierauchvon einemEntscheidungsverfahrenfür L2. Eineanderealgorith-
mischeCharakterisierungder SpracheL2 kannmandurchein Aufzählungsverfahren
für L2 geben(s. Übungen).Ein Aufzählungsverfahrenfür eineSpracheL gibt diezu L
geḧorendenWörter (in beliebigerReihenfolge)aus.Wir werdenauf dieseverschiede-
nenAlgorithmentypenim nächstenAbschnittnähereingehen.
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Untersuchenwerdenwir meistnichteinzelneDarstellungen,sondernDarstellungs-
weisen.Eine Darstellungsweiseg ist eineKlassevon Darstellungeneineseinheitli-
chenTypszurBeschreibungvonSprachen̈uberfestemAlphabet.O.B.d.A.könnenwir
davon ausgehen,dassDarstellungendurchendlicheTexte gegeben,alsoWörter über
einemgeeignetenAlphabetsind.Bei DarstellungendesgleichenTypsdürftedanndas
Alphabetstetsdasselbesein,weshalbeineDarstellungsweiseg selbstwiederumeine
SprachëubereinemgeeignetenAlphabetist. Mit Lemma1.12folgt, dassdie Klasse

L
� gh����� L �

D � : D "ig & D stelltL
�
D � dar


derin g darstellbarenSprachenabz̈ahlbarist, alsoeineDarstellungsweisenie dieBe-
schreibungallerSprachen̈ubereinemgegebenenAlphabeterlaubt.

In der Praxisergebensichdamit zwei konkurrierendeAnforderungenan Darstel-
lungsweisen:

- Mächtigkeitder Darstellungsweise:EinemöglichstgroßeKlassevon Sprachen
soll darstellbarsein.

- Güteder Darstellungsweise:DenDarstellungensoll möglichstviel Information
überdiedargestellteSpracheeffektiv undmöglichsteffizient entnehmbarsein.

Wie wir sehenwerden,wird die MächtigkeiteinerDarstellungsweisestetsauf Kosten
derenGüte (und umgekehrt)gehen.TypischeMerkmalefür die Güte einerDarstel-
lungsweiseg (für Sprachen̈uberdemAlphabetΣ) sinddieKomplexitätderfolgenden
Probleme:

- Wortproblemfür g : Stellefür gegebenesD "dg undw " Σ � fest,obw in dervon
D dargestelltenSpracheL

�
D � liegt.

- Äquivalenzproblemfür g : Stellefür gegebeneDarstellungenD � D ? "jg fest,ob
diesedieselbeSprachebeschreiben,d.h.L

�
D ��� L

�
D ? � gilt.

Ähnlich betrachtetman dasKorrektheitsproblem(
”
Ist L

�
D �k� L?“ für vorgegebenes

L), Leerheitsproblem (
”
Ist L

�
D �l� /0?“ ), Endlichkeitsproblem(

”
Ist L

�
D � endlich?“ ),

Durchschnittsproblem(
”
Ist L

�
D � ] L

�
D ? ��� /0?“ ) etc.Man sagt,dasssolcheinProblem

lösbarist, falls eseinenAlgorithmuszur BeantwortungderzugeḧorigenFragegibt.


