6. Abstrakte Komplexitatsmalde

In diesem Abschnittifhren wir den Begriff eines abstrakten Kompléximalles
ein. Hierzu gehen wir axiomatisch vor: wir beobachten einige grundlegende Eigen-
schaften, die alle natlichen Komplexiatsmafie haben, und legen diese der Definition
eines abstrakten Komple&tsmales zugrunde. Aus diesen Grundeigenschaften wer-
den wir dann weitere Eigenschaften der abstrakten Kompksxita3e ableiten, womit
wir diese Eigenschaften zugleiciirfdie uns interessierenden konkreten Kompéesit
malfie erhalten.

Einem konkreten Komplexatsmal liegt in der Regel ein universelles Rechnermo-
dell (in unserem Fall verschiedenen Typen von Turingmaschinen) zugrunde zusammen
mit einer zugebrigen Kostenfunktion, wie Rechenzeit oder Speicherplatzbedarf. Die
Universaliit des Rechnermodells bedeutet, dass sich alle partiell rekursiven Funktio-
nen (eines gegebenen Typs) berechnene lassateliGiert man die Rechner des zu-
grundegelegten Modells, so @hman eine Standardadéfizlung -oder wie wir auch
sagen- ®delnummerierung der partiell rekursiven Funktionen (des ziuggdn Typs)

im Sinne von Definition 5.6. (Im vorhergehenden Abschnitt haben wir dies am Beispiel
der normierten det. k-Band-Turingmaschinen gesehen.) In einem abstrakten Komple-
xitatsmal Bnnen wir daher das zugrundeliegende Rechnermodell durch @elG
nummerierungd darstellen, wobei dann derte Zweig ¢ der e-ten Maschine des
Modells entspricht und gerade die von dieser Maschine berechnete partielle Funktion
ist.

Die Ublichen Kostenfunktionen haben die Eigenschaft, dass die Kostefimer{
minierende Rechnungen definiert sind, die Kosten (uniform) partiell berechenbar sind
und dass man entscheiden kann, ob die Kosten einer Rechnung eine vorgegétene H
haben. lbr Rechenzeit und Platzbedarf einer Turingmaschinkaben wir diese Ei-
genschaften in Lemma 3.2 und 3.7 nachgewiesen, wo wir gezeigt habetinuag)
undspace (x) genau dann definiert sind, wenesy (x) definiert ist, d.hM bei Ein-
gabex terminiert, und dass die Graphen viimey und space rekursiv sind, also
Fragen der Formtfmey (x) = n?” bzw. “space;(x) = n?” effektiv beantwortet wer-
den lonnen. Bei der Definition eines abstrakten KompksitnalRes tragen wir diesen
Eigenschaften der Kostenfunktionen Rechnung, indem wir @ele®ummerierung
eine partiell rekursive Kostenfunktiof® mit Werten aus den néatlichen Zahlen zu-
ordnen, deren Definitionsbereich mit dem dérd&Inummerierungbereinstimmt und
deren Graph rekursiv ist. Interpretiert man dann dd¢an Zweig®, von @ als die
Kostenfunktion dee-ten¢. berechnenden Maschine, so stellt dies gerade sicher, dass
diese Kostenfunktion die gémschten Eigenschaften hat.

Da wir uns bei den konkreten Kompleiismalen im Wesentlichen auf die Analyse
der (1-dimensionalen) rekursiven Birsprachen bescimken, werden wir hier entspre-
chend nur O-1-wertige 1-stellige partiell rekursive Wortfunktiofdeer dem biéren
Alphabet betrachten, und die (rekursiven) &isprachen durch ihre (total rekursiven)
charakteristischen Funktionen répentieren, d.h. eine Spradhe >3 mit der Funkti-
onc : 25 — X indentifizieren, wobeg, (x) = 1 fallsx € L undc,(x) =0 fallsx ¢ L.
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Da eine Sprache genau dann entscheidbar (rekursiv) ist, wenn ihre charakteristische
Funktion berechenbar (rekursiv) ist, ist diese Identifizierung von Sprachen und 0-1-
wertigen Funktion z@ssig. (Wir lbnnen uns aber nicht von vornherein auf die totalen
0-1-wertigen rekursiven Funktionen, d.h. auf die Klasse der rekursiven Sprachen be-
schianken, da - wie wir im vorhergehenden Abschnitt gesehen haben - diese Klasse
keine universellen Funktionen besitzt, in anderen Worten, universelle Rechnermodelle
immer Maschinen umfassen, die nicht total sind.) In diesem Abschnitt werden wir auch
verschiedentlich die Identifizierung von tidichen Zahlen und Biarwodrtern durch In-
terpretation deg¢n+ 1)-ten Bir&rwortesz, als Zahln (und umgekehrt) vornehmen.

6.1 DEFINITION. Einabstraktes Komplexitsma{AKM) K = (¢, P) besteht aus ei-
ner Gdelnummerierung der Klasse PFREK ; der 1-stelligen 0-1-wertigen partiell
rekursiven Wortfunktioneiiber dem biéren Alphabek, zusammen mit einer partiell
rekursiven Funktiom : (23)? — N, wobei

Db(®) = Db(¢) (6.1)

und
Graph(®) = {(e,x,y) : d(e,x) =y} ist rekursiv (6.2)

gelten. Die Funktiort nennt man diKosten- oder Schrittzahlfunkticses Komple-
xitatsmaRes& und dere-ten Zweigd, von ® die Kosten- oder Schrittzahlfunktiates
e-ten Zweigeshe von ¢.

Ist die Kostenfunktionde an der Stellex undefiniert, so interpertieren wir dies
s0, dass die Kosten zur Berechnung ¥ei(x) unendlich hoch sind (da die Rechnung
nicht terminiert), weshalb wifg(x) T mit Pe(x) = o0 in Grossenvergleichen identifi-
zieren. Man beachte, dass wegen (6.2) Fragen der Fogtx) = n?”, “®¢(X) < n?”,
“dg(X) > n?" u.s.w. effektive beantwortet werdediknen, was wir im folgenderélufig
verwenden werden.

Wie schon in der Einleitung ausggirt, sind die von uns betrachteten konkreten
Komplexitatsmalelfr Turingmaschinen Beispiele von abstrakten Kompédzinalien.
Hierbei lassen wir jetzt auch nichtdeterministische Turingmaschivierur Berech-
nung von partiellen 0-1-wertigen Funktionen zu, wobei wir festlegen,r@ag$x) = 1,
falls zumindest eine Rechnung das Ergebnis 1 liefert, desg(x) = 0, falls alle
Rechnungen das Ergebnis 0 liefern, und da&sg (x) T sonst. Diese Festlegung ist
so gevahlt, dass die nd. Berechnung der charakteristischen Funigtiemer Sprache
L gerade der nd. Erkennung der Sprathentspricht, wenn wir die Ausgabe 1 mit ei-
nem Endzustand und die die Ausgabe 0 mit einem Stoppzustand, der nicht Endzustand
ist, gleichsetzen.

6.2 SATZ. Sei M einer der friiher eingefiihrten Turingmaschinentypen zur Berech-
nung von partiellen Funktionen des Typs ) : 25 — %5, sei” M die Gédelnummer einer
Maschine M vom Typ M bzgl. einer Godelisierung von M und sei ¢ definiert durch

resu(x) fallse="M"
plex) = { M
T sonst.

Dann ist ¢ eine Standardaufzihlung von PFREKy_1, und fiir die durch

timeu(x) fallse="M"

T sonst

o2 (e,x) = {
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und
— M
Ds(ex) = {spacm (x) fallse="M

) sonst

definierten partiellen Funktionen ®t und ®s sind die Paare (¢, P1) und (¢, Ds) ab-
strakte KomplexittsmaBe.

BEWEISIDEE. Aus unserer Analyse der verschiedenen Turingmaschinentypen folgt,
dass die Turingmaschinen des Typ6 ein universelles Berechnungsmodell zur Be-
rechnung von Funktionen des Typs 5 — %5 sind. Wegen der Effektivitt der Gde-
lisierung von M ist ¢ daher eine berechenbare schwach universelle Funkiion f
PFREKy_1, also nach Churchscher These univerdallPFREK_1. Zum Nachweis,
dass¢ eine Standardaufihlung von PFREK 1 ist, genigt es also zu einer gegebe-
nen partiell rekursiven Funktiody : =5 x ¥ — 3 eine rekursiveJbersetzungsfunk-
tion h von Y nach¢ anzugeben. Wegen der Universaivon M kdnne wir eine Ma-
schineM diesen Typs angeben, die die mit Hilfe der Paarfunktion kodierte Version
W € PFREKy_1 von g, i/ (1¥0ex) = (e, x), berechnet. Da wir audl effektiv eine
MaschineMe zur Berechnung desten Zweigeslie(x) = W/ (1/¥0ex) von g angeben
kdnnen (vgl. den Beweis von Korollar 5.7), folgt wegen der Effelditviter Gdelisie-
rung und mit Churchscher These, dass die Funkii@h= "M, rekursiv ist, und nach
Definition gilt geradepe = ¢pe). Dass die Funktione@r und ®s partiell rekursiv sind
und die Eigenschaften (6.1) und (6.2) haben, folgt unmittelbar aus Lemma 3.2 und 3.7.
O

Weitere AKMs erlalt man durch Betrachtung anderer universeller Berechnungs-
modelle, wie z.B. Registermaschinen, und deren Zeit- und Platzbedarf. Neben Rechen-
zeit und Speicherbedarf kann man aber auch andere Kostenfunktionen betrachten. So
erflullt z.B. fur det. 1-Band-Turingmaschinen die sog. Umkehrkompaéxit.h. die An-
zahl der Richtungswechsel des Lese-Schreib-Kopfes in einer terminierenden Rechnung
die Anforderungen an eine abstrakte Kostenfunktidbung!). Kein AKM erhalten wir
jedoch, wenn wir stets das Ergebnis einer terminierenden Rechnung als deren Kosten
definieren, d.h(¢,$) fur eine Gdelnummerierung betrachten, alsd® = ¢ wahlen.

Dann ist® zwar partiell rekursiv und (6.1) trivialerweise @lit. Aus der Unentscheid-
barkeit des Halteproblems folgt jedoch, dass der Graph eidelelBummerierung
nicht rekursiv ist, die Eigenschaft (6.2) von Kostenfunktionen hier also nicht zutrifft
(Ubung!). Ordnen wir einer &delnummerierung die Kostenfunktiond(e,x) = |X|

zu, bzgl. der die Kosten einer Rechnung gerade die ZirggghEingaberdnge ist, so
ist ® wiederum patrtiell (sogar total) rekursiv und offensichtlich (6.2)iktrfDie Forde-
rung (6.1) wird aber nicht €iiflt (da Gddelnummerierungen echt partielle Funktionen
sind), sodass auch hier kein AKM vorliegt.

Neben den oben aufdgdirten nalrlichen Beispielen von AKMs &nnen wir auch
“pathologische” AKMs konstruieren. Zum Beispiel kann man zu jeder total rekursi-
ven Funktionf : 25 — X, ein AKM (¢’,®’) angeben, das die Berechnung vioaum
“Nulltarif” erlaubt, d.h. in dem es einen Indexgibt, sodasg, = f und ®/(x) =0
fur alle x gilt. Hierzu geht man von einem beliebigen AK\, ®) aus, vahlt einen
d-Indexefir f, setztd’ = ¢ und definiertd durch

O (vx) = 0 fallsv=-e
’ ®(v,x) sonst.
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Dieses Beispiel zeigt, dass Ergebnisgedinzelne AKMs i.a. nicht sehr interessant
sind, da die betreffenden AKMs déiblichen Vorstellungen eines Komplexismafes

nicht entsprechen @ssen. Wir werden daher nur an Ergebnissen interessiert sein, die
fur alle AKMs gelten, da diese dann insbesondénedie uns interessierenden konkre-

ten Komplexiitsmalie gelten. Interessanterweise lassen sich jedoch gewisse Ergebnis-
se fir einzelne AKMs - mit Hilfe der unten gezeigten rekursiven Vergleichbarkeit aller
AKMs - auf alle AKMsiibetragen, sodass sich manchmal die Analyse geeignétdrew

ter pathologischer AKMs durchaus lohnen kann. Bevor wir auf diesésd?hen aher
eingehen werdeniihren wir noch die zu einem AKM géhenden (worst-case-) Kom-
plexitatsklassen ein, die wir albstrakte Komplexéttsklassetbezeichnen.

6.3 DEFINITION. Sei(¢,®P) ein AKM und seis: N — N eine total rekursive Funktion.
Die (¢, d)-Komplexiaitsklasse mit Schranke (oder Namef)ss die Klasse

Cip.0)(S(M) = {AC 55 : Fe(0e = Ca & VX(Pe(x) < S([X)))}-

Ist S= {s:: > 0} eine uniform rekursive Familie von Schrankenfunktionen, so nennt

man
Cio.0)(S) = |JCp.0)(se(n))

e>0

eineallgemeing(¢, ®)-Komplexittsklasse

Man beachte, dass eine abstrakte Komp#tgklasse nur aus rekursiven Sprachen
besteht, also stets £)(s(n)) in REK enthalten ist. Weiter sieht man leicht ein, dass

die von uns eingéihrten konkreten Turingmaschinen-Kompléxiklassen Beispiele
fur abstrakte Komplexdtsklassen sind.

6.4 KOROLLAR. Die Komplexititsklassen DTIME (t(n)), NTIME 4 (t(n)),
DSPACEy) (t(n)) und NSPACEy (t(n)) sind abstrakte Komplexitéitsklassen. Entspre-
chend sind die Klassen PTIME, NPTIME, u.s.w. allgemeine abstrakte Konplexitéts-
klassen.

Bewels. Dies folgt unmittelbar aus Satz 6.2.aMen wir z.B.(¢,®P) als das ab-
strakte Komplex#étsmal3, das wir erhalten, wenn wir det. on-line TMs zur Berechnung
1-stelliger partieller Funktionendglelisieren und deren Rechenzeit betrachten, so gilt
gerade G o)(t(n)) = DTIME(t(n)). O

Nachdem wir die Grundkonzepte der abstrakten Komgiéstiheorie eingéhrt ha-
ben und gesehen haben, dass die von uns untersuchten konkreten Kditgotex®@e
und -klassen abstrakte Komplextismafie und -klassen sind, wollen wir nun einige
grundlegende Eigenschaften dieser Konzepte zusammenstellen. Als erstes stellen wir
den schon angesprochenen VergleichbarkeitsgatxKMs vor.

6.5 SATZ. (VERGLEICHBARKEITSSATZ) Seien (¢, ®) und (Y, W) AKMs und sei h:
35 — %3 eine rekursive Ubersetzungsfunktion der Gédelnummerierung ¢ in die Godel-
nummerierung Y (d.h. e = Yn(e) ). Dann gibt es eine streng monotone total rekursive
Funktion g : 25 x N — N, sodass

YeX (De(X) < (% Pnie) (X)) & Whe)(X) < g(x, Pe(X)) (6.3)
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gilt?
BEwEIls. Wir definieren die Hilfsfunktiorg’ : 25 x 5 x N — N durch

g/(e X I’]) _ (De(X) + Lph(e) (X) falls (De(x) =n oderlph<e>(x) —-n
o 0 sonst
und setzen
g(x,n) =maxd (ey,m):ey<x&m<n}+x4n.

Um zu zeigen, dasg total und rekursiv ist, gdigt es diese Eigenschafteir fy/
nachzuweisen. Ung'(e,x,n) | zu zeigen, knnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass
®e(x) = n oder W (x) = n gilt. Da ¢pe = Ype) folgt aus (6.1), dass in diesem Fall
sowohl dg(x) als auchWy e (x) definiert sind und damit aucf(e, x,n). Dassg’ be-
rechenbar - also nach Churchscher These rekursiv - ist, sieht man wie folgt. Gegeben
eine Eingabége, x,n) konnen wir wegen der Berechenbarkeit vordd, und W sowie
der Entscheidbarkeit der Graphen der beiden letzten Funktionen (vgl. (6.2)) effektiv
entscheiden, ob der erste Fall in der Definition gfe,x, n) vorliegt, und in diesem
Fall ®¢(X) + Whe)(X) berechnen.

Die strenge Monotonie vogfolgt unmittelbar aus der Definition vamn Gilt x < X/
undn < n', so folgtg(x,n) < g(x,n’) aus der Tatsache, das die Maximumbildung im
Falle vong(X,n’) Uiber eine Obermenge der im Falle vofx, n) verwendeten Menge
erfolgt. Dass, falls zu#zlichx < X' odern < ' gilt, auchg(x,n) < g(x,n’) gilt, folgt
aus der Tasache, dass in der Definition gau dem gebildeten Maximum die Summe
der beiden Eingaben addiert wird (wobei das Eingabewais die zugebrige Zahl
interpretiert wird).

Zum Nachweis von (6.3) seigegeben. Es géigt dann die beiden Ungleichungen
in (6.3) fur Worter x mit e < x nachzuweisen, wobei wir 0.B.d.A. davon ausgehen
kdnnen, das®e(x) oderWy (X) definiertist - und damit, wie oben beobachtet, in der
Tat beide Terme. Es gilt dann nach Definition \gin

g'(e X Pe(X)) = g'(€.X, Whie) (X)) = Pe(X) + Wh(e) (%)
Da wegere < x nach Definition vorg
g (e.x,De(x)) < g(X, Pe(X)) & g'(,X, Phie) (X)) < G(X, Whee) (X))

folgt hieraus unmittelbar die Behauptung. O

Als eine erste Anwendung des Vergleichbarkeitssatzes zeigen wir, dass rign bez
lich eines jeden AKM zur Berechnung einer gegebenen total rekursiven Funktion ein
beliebig ineffizientes Programm schreiben kann.

6.6 ATZ. (VERZOGERUNGSSAT) Seien (U, W) ein AKM, sei f eine total rekursive
Funktion aus PFREKy_1, und seit eine rekursive Schrankenfunktiont : 5 — N. Dann
gibt es einen P-Index e von f (d.h. f = Yg), sodass We(X) > t(X) fiir fast alle X gilt.

IHierbei ist der Wert eines Funktionsterms undefiniert (d.h. unendlich), falls der Term einen Teilterm
enthalt, dessen Wert undefiniert (d.h. unendlich) ist. Diese Konvention werden wir generell verwenden, wes-
halb z.B. fir undefiniertes)(x) der Termy(x) — W(x) ebenfalls undefiniert (und nicht etwa 0) ist.
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BEwEIS. Sei(¢,P) das AKM, das man durch @glelisierung der deterministischen
Mehrband-Turingmaschinen und deren Rechenzeiienmd seh eineUbersetzungs-
funktion von¢$ nachy. Weiter sei nach dem Vergleichbarkeitssgteine streng mo-
notone rekursive Funktioniif die (6.3) gilt. Wir kbnnen dann eine Turingmaschilie
angeben, dig berechnet und zur Berechnung vbfx) mindesteng(x,t(x)) Schritte
berbtigt. Hierzu verbraucht die Maschifé bei Eingabex zurachst mit einer sinnlo-
sen Aufgabe - z.B. berechnigt die Urérdarstellung vorg(x,t(x)) auf irgendwelchen
Hilfsbandern, was wegen der Rekursitivong undt mdglich ist aber bereits zum
Schreiben der Ausgahigberg(x,t(x)) Schritte erfordert - und simuliert dann eine be-
liebige Turingmaschine zur Berechnung vbnFir die Gddelnummere von M gilt
dannge = f und ®P(x) > g(x,t(x)) fur alle Eingaberx. Dah ¢ nachy libersetzt, gilt
deshalbppe = f und wegen (6.3)

9%, t(X) < Pe(X) < (X, Whie) (X)),

woraus mit der strengen Monotonie vgabert(x) < Wy (x) folgt. Dery-Indexh(e)
hat also die geiinschten Eigenschaften. O

Der Vergleichbarkeitssatasst sich auf Komplexatsklassen wie folgibertragen:

6.7 KOROLLAR. (VERGLEICHBARKEITSSATZ IR KOMPLEXITATSKLASSEN) Sei-
en (¢, ®) und (Y, W) AKMs. Dann gibt es eine rekursive Funktion g* : N — N, sodass
fiir alle rekursiven Schrankenfunktionen s: N — N mit s(n) > n die (¢, ®)-Komplexi-
titsklasse mit Schranke S in der (Y, W)-Komplexititsklasse mit Schranke g* o S enthal-
ten ist, d.h.

Cip.0)(S(N)) € Cryw) (g7 (s(n)))- (6.4)

BewEls. Seih eineUbersetzungsfunktion vop nachy und seig eine streng mono-
tone rekursive Funktion, die (6.3) atft. Wir behaupten, dass die durch

g'(n) = maxg(x,n) : x| < n}

definierte rekursive Funktiog die gewilnschte Eigenschaft hat. Sei atswit s(n) > n
gegeben. Zum Nachweis von (6.4) se¢ine Sprache aus der Klassg &) (s(n)). Wir
mussen zeigen, dagsauch in der Klasse  y)(g*(s(n))) liegt. Nach Annahme gibt
es einenp-Index e von ca, sodassPe(x) < s(|x|) fur fast allex gilt. Fir deny-Index
h(e) vonca gilt dann fur fast alle Eingaber

Whie) () < 9(X, Pe(X)) < g(%,(|X])) < g*(s(|x])),

wobei die erste Ungleichung wegen (6.3), die zweite wegen der Monotonig vod
Pe(x) < s(|x|) und die dritte weges(n) > n nach Definition vorg* gilt. Offensichtlich
impliziert dies, das# in Cy ) (g*(s(n))) liegt. O

Korollar 6.7 besagt, dass wir die Komplexisklassenifr verschiedenen Komple-
xitatsmalRle effektiv vergleicherbknen. So folgt z.B. dass es eine Funktion g gibt,
sodassiir alle Schrankem(n) > n, NTIME(t(n)) in DTIME(g(t(n))) enthalten ist.
Auf die noch weitgehend offenen Frage, wie grol3 diese Funkfggin muss, werden
wir spater zutickkommen.

Als nachstes wollen wir zeigen, dass esilgich jeden AKM rekursive Mengen
gibt, deren Komplexit beliebig hoch ist:
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6.8 SATZ. Sei (¢, P) ein AKM und sei S eine total rekursive Schrankenfunktionen
s: N — N. Dann gibt es eine total rekursive Funktion f € PFREKy_1, sodass fiir jeden
¢-Index e von f gilt, dass ®e(X) > S(|X|) fiir unendlich viele Worter X.

BEWEIS. Wir definieren eine total rekursive Funktidnmit den geviinschten Eigen-
schaften mit Hilfe eines Diagonalarguments. Die gesuchte Funktion muss die Anfor-
derungen

Ae: f=de= I"%(De(X) > s(|X]))

fur alle d-Indizese erfullen. Die Grundiberlegung, die uns erlaubt diese Anforderun-
gen zu erfillen ist die folgende: Diagonalisieren wir gegigan einer Stelle, indem

wir f(x) = 1— ¢e(X) setzen, so sichert dids# ¢pe und damit die Erifillung von4e. Da

wir gleichzeitig die Funktionf total rekursiv machen @issen, knnen wir jedoch nur

an solchen Steller diagonalisieren,ifr die wir effektiv erkennenénnen, dasge(x)
definiert (und damit der Wert vafe(X) effektiv angebbar) ist. Wie die Unentscheidbar-
keit des Halteproblems zeigtyknen wir letzteres i.a. jedoch nicht erkennen. \B&dn
dieses Dilemma, indem wir beobachten, dass wir nicht in jedem Fall die Anforderung
4. durch Diagonalisierung diflen miissen, sondern nur im Fall, da®g(x) < s(|x|)

fur fast allex gilt, also die Rechnung vofe(x) fur fast alle Eingeber zu schnell ist.
Solchex konnen wir jedoch wegen (6.2) effektiv erkennen und - wegen (6.1) - wissen
wir, dassde(x) fur solchex definiert ist. Wir lonnen also gerade die Eingaberdie

der Konklusion vonZ, nicht geriigen, zur Diagonalisierung und damit zur Zérsing

der PAmisse vorde verwenden.

Um Konflikte zwischen den einzelnen Anforderungen zu vermeiden, zerlegen wir
die Menge der Biarworter effektiv in unendlich viele unendliche Teilmendgenund
reservieren die \@fter dere-ten Teilmenge iir die Erfullung dere-ten Anforderung.
Hierzu bietet es sich an, die Eingaben vioals kodierte Paarge, x) aufzufassen und

f = de = VX(Pe((€, X)) > s(|(€,X)]))

sicherzustellen. Erweist sichirf eine Eingabée, x) die Berechnung vole({e,x)) als
zu schnell, d.h. giltbs({e,x)) < s(|(e,X)|), so kdnnen wir dies, wie gerade gesehen,
(wegen (6.2)) erkennen und (wegen (6.1)) dann durch die Festlegyag)) =1—
de({e x)) gegend an dieser Stelle effektiv diagonalisieren.

Formal ist die Funktiorf wie folgt definiert.

1- falls @ <
f((e,x) = {0 b(e (ex)) falls De((ex)) < s(|(ex)])
sonst.
Dassf die gewinschten Eigenschaften hat, ergibt sich aus unseren oben angestellten
Uberlegungen. A

Dieser Satdlber schwerdsbare Problemeéisst sich wie folgt verséhfen: In je-
dem AKM konnen wir zu jeder rekursiven Schranke eine Sprache angeben, deren Er-
kennung @r fast alle Eingaben (nicht nurifr unendlich viele Eingaben) mit Kosten
oberhalb dieser Schranke verbunden ist.

6.9 ATZ. Sei (¢, D) ein AKM und sei s eine total rekursive Schrankenfunktionen
s: N — N. Dann gibt es eine total rekursive Funktion f € PFREKy_1, sodass fiir jeden
®-Index e von f gilt, dass ®e(X) > S(|X|) fiir fast alle Worter X.
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BEWEIS. Im Vergleich zum Satz 6.8 muss die Funktibnun die verscérften Anfor-
derungen

AL f = o= WX(De(x) > S(X))

erfullen. D.h., fallse eind-Index vonf ist, musgbe nunfastiiberallkomplex sein und
nicht - wie in Satz 6.8 - nur aufnendlich vielerEingaben.

Grundstzlich verfolgen wir zur Eidllung von 4, die gleiche Strategie wie zur
Erfullung von 4, im Beweis von Satz 6.8: Giltlfr eine Eingabex die Forderung
®e(x) > s(|x|) nicht, so kbnnen wir dies wegen (6.2) effektiv erkennen und wissen (we-
gen (6.1)), dasée(x) definiert ist, weshalb wir durch die Festleguhx) = 1 — ¢e(X)
gegend, diagonalisieren und dami;, erfilllen kdnnen.

Da wir nun schon diagonalisiereniissen, wen®e(X) < s(|x|) unendlich oft gilt,
kdnnen wir den einzelnen Anforderungen jedoch nicht mehr wie im Beweis von Satz
6.8 disjunkte Eingabenbereiche vdnzuordnen. Dadurch kann es nun zu Konflik-
ten zwischen den einzelnen Anforderungen kommémlith dann, wennifr eine
Eingabex Indizese und € existieren, sodas®e(x) < s(|x|) und P (x) < s(|x|) gilt
und ¢e(X) # g (X). Wir kdnnen dann nur gegen einen der beiden Indizes an die-
ser Stelle diagonalisieren, da z.B. das Setzen Mo = 1 — ¢e(X) impliziert, dass
f(x) = ¢ (x) gilt. Wir mussenir diese Konflikte eine fairedsung finden, die verhin-
dert, dass im Konfliktfallimmer gegen einen Index entschieden wird und damit, obwohl
®e(x) < s(|x|) unendlich oft gilt (und damit die Konklusion vaf nicht erfillt ist)
keine dieser Diagonalisierungschancen ergriffen wird (déersse von4,, also nicht
zersbrt und damit4, insgesamt nicht eilt wird). Eine solche faire bisung erhilt
man, indem man im Konfliktfall Anforderungen mit kleinerem Index den Vorzug gibt:
Kommt nramlich eine Anforderung bei der Diagonalisierung an der Stefiem Zuge,
so ist diese Anforderung eiriiff alle mal erfillt und muss im folgenden nicht mehr
beachtet werden. Da edrfeinen gegebenen Indexur endlich viele kleinere Indizes
gibt, kann eine Diagonalisierungschanée £, durch diese Konflikbbsungsstrategie
also nur endlich oft zu nichte gemacht werden. Da die Anforder@hgedoch eine
Diagonalisierung nur dann erforderlich macht, weabyix) < s(|x|) unendlich oft gilt,
also unendlich viele Diagonalisierungschancen vorliegen, verhindert die Strategie die
Erfillung der Anforderungd;, nicht.

Im folgenden beschreiben wir die Definition der Funktioformal. Die Definition
erfolgt induktiv in Stufen, wobei wir in Stufe nicht nur den Wert vorf (z,) festle-
gen sondern auch definieren, was es bedeutet, dass eine Anford&rbeg Stufen
Beachtung verlangt bzw. findet.

Beschreibung von Stufe Bie Anforderung4/ fordert Beachtung bei Stufe falls
e < n (wir fassen den Index hier als Zahl auf),4} bei keiner der vorhergehenden
Stufen Beachtung gefunden hat, und

Pe(zn) < S(|zn) (6.5)

gilt. Fordert bei Stufen eine Anforderung Beachtung, scatden wir das kleinste,
sodass?; Beachtung fordert, setzen

f(z0) =1—de(zn) (6.6)

und sagen, dasg, bei Stufe n Beachtung findefordert keine der Anforderungen
Beachtung, so setzen wiKz,) = 0. (In diesem Fall ist es nur wichtig, dass wWifz,)
irgendwie effektiv festlegen, der géhlte Wert spielt hierbei keine Rolle.)
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Um zu zeigen, daskdie gewvilnschten Eigenschaften hat, beobachten wiazhat,
dassf total und berechenbar, also nach Churchscher These total rekursiv ist. Die Tota-
litat vonf folgt aus (6.1) und (6.2), da wit(z,) nur dann geraf (6.6) festlegen, wenn
(6.5) gilt, also®(z,) und damit auchp(z,) definiert ist. Zum Nachweis der Berechen-
barkeit vonf gerigt es induktiv zu zeigen, dass jede Stufger Konstruktion effektiv
ausgefihrt werden kann. Um diesif Stufen zu zeigen, gehen wir nach Induktions-
voraussetzung davon aus, dass die Stufen Gy—.] bereits effektiv ausgéhrt und
damit auch die Werte vof(z), ..., f(z,—1) berechnet wurden und bekannt ist, welche
Anforderungen bei diesen Stufen Beachtung gefunden haben. Mit letzterer Informa-
tion reduziert sich die Frage, ob die AnforderuAg bei Stufen Beachtung fordert,
auf die Uberpiifung, obe < n und (6.5) gelten. \&thrend sich ersteres offensichtlich
entscheidendsst, ist letzteres wegen (6.2) entscheidbar.iDaine Anforderung,,
die Beachtung forderthe(z,) wegen (6.5) und (6.1) definiert istpknen wir hiermit
schlieBlichf (z,) berechnen.

Es bleibt zu zeigen, dass jede Anforderutfgerfullt wird. Hierzu beobachten wir,
dass eine Anforderung/ hochstens einmal Beachtung findet, da eine Anforderung,
sobald sie Beachtung gefunden hat, keine Beachtung mehr fordert. Weiter ist eine
Anforderung4,, die bei einer Stufen Beachtung findet eiiflt, da nach Konstrukti-
onde(zn) # f(zn) gilt.

Gehen wir also von der Widerspruchsannahme aus, dass die Anford@funcht
erfullt ist. Dann gilt

f = e & 3°N(Pe(20) < S(|z0])), (6.7)

und, wie wir gerade beobachtet haben, findgnie Beachtung. Es folgt, dag¥ bei
unendlich vielen Stufen Beachtung fordernmlich bei allen Stufem mit e < n und
®e(zy) < 5(|z]). Daa, aber nie Beachtung findet, muss nach Definition bei jeder dieser
Stufen eine Anforderungt, mit € < e Beachtung finden. Da es nur endlich viele
mit € < e gibt und da jede Anforderung hochstens einmal Beachtung findet, ist dies
jedoch nicht naglich.

Die Konstruktion einer Funktion oder Menge in Stufen (d.h. induktive Definition),
bei der eine unendliche Liste von Anforderungen durch Diagonalisierung illeerf
ist und bei der man fyliche Konflikte zwischen Anforderungen daduréist, dass
man Anforderungen, dieifiher in der Liste stehen (also kleineren Index haben), bevor-
zugt nennt man eifrioritatsargumentDie Prioritatsmethode ist eine grundlegende
Diagonalisierungstechnik in der Berechenbarkeitstheorie. O

Durch eine Verfeinerung des vorhergehenden Beweiesdn wir ein weiteres
Beispiel eines allgemein anzutreffenderaRbmens vorstellen amlich dasSpeed-up-
Theoremdas besagt, dass es Sprachen gibt, die keine optimalen Entscheidungsverfah-
ren besitzen. In der Tat kann man zu jeder streng monotonen rekursiven Fugktion
-egal wie schnell diese achst; z.Bg(n) = 2" oderg(n) = 22", usw.- eine Sprachk
angeben, sodass es zu jeder Masclhihalie L entscheidet, eine Maschiné’ gibt,
die L ebenfalls entscheidet, unidrffast alle Eingaben die Kosten der utigpglichen
MaschineM um den Faktog hdher liegen als die Kosten der neuen Mascitigd.h.
q)FM“\ > g(q)l‘M/‘l) fU)

6.10 SATZ. (BESCHLEUNIGUNGSSATZ Sei (¢,P) ein AKM und seien 9: N — N
und h: N — N total rekursive Funktionen, wobei g streng monoton sei. Dann gibt es
eine total rekursive Funktion f € PFREKy_1, sodass

Velbe— f = Wx(®e(x) > h(|X])). 6.8)



6 ABSTRAKTE KOMPLEXITATSMASSE 56

und

Velbe = f = 3¢(e = & VX(g(Pe (X)) < Pe(x))] (6.9)
gelten.

Der Beschleunigungssatz ist - wie die meisten hier vorgestellten Ergeliitiese
AKMs - eher theoretischer Natur. Das Speed-Ugfdmen trifft auf nairliche Spra-
cheni.a. nicht zu. Hierzu beachte man auch, dass Sprachen, die einen hohen Speed-up
zulassen, selbst sehr komplex seiaigsen. Erlaubt z.B. eine nichtriviale Spra¢hei-
ne einfach exponentielle Beschleunigung, 8arken die Kosten einer Maschivg die
L entscheidet, nicht durch eine endliche Iteration der Exponentialfunktion thedthr
werden (s. auch digbungen hierzu).

BEWEISSKIZzZE. Wir skizzieren den Beweis. Zachst beobachten wir, dass es wegen
des Vergleichbarkeitssatzes gigh, den Satzifr ein spezielles AKM zu beweisen (s.
Ubungen). Wir tun dies hieiif die Platzkomplexit deterministischer off-line 1-Band-
Turingmaschinen und gehen im folgenden davon aus,(dady das zugebirige AKM
sei. Weiter beobachten wir, dass eine Véagerung des Beschleunigungsfakipzi
einer Verschrfung des Satzesilfirt, weshalb wir 0.B.d.A. davon ausgehénfén, dass
g(n) > h(n) undg(n) > 2" stets gilt.

Um die gevilnschte Funktiorf zu definieren, definieren wir zashst eine uniform
rekursive Familie{se(n) : € > 0} von geeigneten Schrankenfunktionein, die

ven(ss(n) = g(ser1(n)) (6.10)

gilt, d.h. die die Eigenschaft haben, dass die Schranken mit wachsendenelsidex
zessive um den Faktarkleiner werden, und konstruieréndann so, dass es die Be-
dingungen
Ve(f = dpe = VX(DPe(X) > se(|X]))) (6.112)
und .
Vel (f = dpe & VX(Pe (X) < so([x))) (6.12)
erfullt.
Dies gerligt, um (6.9) zu eifllen: Gilt ¢ = f, so gilt (wegen (6.11)¥(|X|) <
®e(x) fastuberall, vahrend es (wegen (6.12) angewandtetfl) einend-Indexe’ von
f mit Py (X) < sey1(]X|) gibt, woraus (wegen (6.10) und der strengen Monotonigyon

9(Pe (X)) < 9(Ser1([X])) = se(|X]) < g(Pe(X))

fur fast allex folgt. Da wir die Funktioners, so wahlen werden, dass

vevn(g(n) < se(n)) (6.13)

gilt, stellt (6.11) zuatzlich sicher, dass wegéain) < g(n) auch (6.8) ellt ist.

Die Schrankerss(n) definieren wir durch geeignete Iteration der Funktiprgei
die k-te Iteration ¢ (n) von g(n) induktiv durchg®(n) = n und g¢*1(n) = g(g¥(n))
gegeben. Dann definieren vei(n) durch

Se(n) =g" (), (6.14)

wobei wir negative Werte von — e als 0 interpretieren. Offensichtlich impliziert dies
(6.10), dag"¢(n) = g(g"~ Y (n)) fure < n.
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Um nun eine rekursive Funktioh zu definieren, die die Bedingung (6.11)dHf,
variieren wir den Beweis von Satz 6.9. Es fghdie dort betrachteten Anforderungen
4[, durch die Anforderungen

21 f = o= WX(De(X) > Sel[X]))

zu ersetzen. Die-te Stufe der Konstruktion sieht also nun wie folgt aus:

Beschreibung von Stufe Bie Anforderung4; fordert Beachtung bei Stufe falls
e <n, 4; bei keiner der vorhergehenden Stufen Beachtung gefunden hat, und

Pe(zn) < sel(znl) (6.15)

gilt. Fordert bei Stufen eine Anforderung Beachtung, scatden wir das kleinste,
sodass?; Beachtung fordert, setzen

f(z1) = 1—e(zn) (6.16)

und sagen, dasg; bei Stufe n Beachtung finddtordert keine der Anforderungen
Beachtung, so setzen wi(z,) = 0.

Wie im Beweis von Satz 6.9 zeigt man dann, dasskursiv ist und alle Anforde-
rungen erllt sind, weshalb (6.11) gilt.

Es bleibt zu zeigen, dassirfdie so definierte Funktior die Bedingung (6.12)
ebenfalls eillt ist. Hierbei benutzen wir, dass wir die Platzkomplékitetermini-
stischer 1-Band-TMs als Kostenm&f, @) zugrundegelegt haben. Weiter setzen wir
voraus, dass die Funktianneben der bereits gemachten Annalg(® > 2" noch die
Eigenschaft hat, dass die Berechnung gm nicht mehr Platz alg(n) erfordert. Wir
kdnnen dies 0.B.d.A. annehmen, da man zu jeder rekursiven Furtkéome gbssere
rekursive Funktiorg* mit dieser Eigenschatft finden kann. (Hierzu betrachtet man eine
1-Band-Turingmaschinil, die bei Eingabe die Urérdarstellung vog(|x|) berechnet
und auf eine Spur ihres Bandes schreibt, dabei adlerend der Rechnung benutzten
Felder markiert, und anschlielend (ohne&mtiche Felder zu benutzen) die Anzahl
g*(|x|) der benutzten Felder ausgibt. Dabénlgt die Rechnung vol nur von der
Eingabernge ab. Offensichtlich hat dagh(n) die gewiinschten Eigenschaften.)

Nach diesen Varberlegungen analysieren wir den Platzbedarf einer Turingmaschi-
neM zur Berechnung vorf, die wir durch geeignete Formalisierung der Konstruktion
von f erhalten. Wegen des Bandreduktionssatzes spielt dabei die AnzahiddeB
der Maschine keine Rolle, und wegen der Annalgtr® > 2" kdnnen wir den Platz-
bedarf einfacher Teilrechnungen vernagddigen.

Bei Eingabex = z, berechnetM ausx die Zahln (Platzbedarf vernachssigbar)
und simuliert dann die erstent 1 Stufen der Konstruktion. Zur Ausifirung der Stufe
n muss die Maschine sich aus den vorhergehenden Stufen lediglich merken, welche
Anforderungen dort Beachtung fanden. (Der Platz zum Speichern dieser Information
ist wiederum vernachksigbar.) Da der Platz, der bei einer Stufe verwendet wird, bei
der rachsten Stufe wiederverwendet werden kanniigeas den Platzbedarf der Stufe
n fur sich zu analysieren. Hierimsen wir zuachst bestimmen, welche Anforderun-
genA4; Beachtung fordern, wobei es wiederum gigt) den Platzbedarfif festese zu
bestimmen. Den Aufwand zur Beantwortung der Fragéeb n gilt und ob.4; bei ei-
ner friuheren Stufe Beachtung fandjrknen wir vernacfilssigen. Die Komplexitt die-
ser Frage wird als durch den Aufwand zur Beantwortung von (6.15) bestimmt. Dieser
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Platzbedarf ist durcke(|z,|) beschankt: Wie unsere Vidiberlegungen gezeigt haben,
kdnnen wirss(|zy|) innerhalb der Platzschrankg(|z,|) berechnen. Ohne zaizlichen
Platzbedarf knnen wir dann das Intervah-ss(|z|), se(|zn|)] auf dem Arbeitsband der
e-ten Maschine markieren undigen, ob die Berechnung var(z,) mit diesem Platz
auskommt, also (6.15) gilt. Da nur Anforderungdgmit e < n Beachtung fordern
konnen, kann der Platzbedarf zur Bestimmung des Ired@er Anforderung, die bei
Stufen Beachtung findet (bzw. zur Feststellung, dass solclediitht existiert) also
nach oben durch

max{so(|za|), -, s(|zl) } (6.17)

abgeschtzt werden. Mit dieser Information kann man dann (wegen (6.15)) den Wert
von f(z,) gemaf (6.16) mit Platzschranlg(|z,|) berechnen, wobes der Index der
Anforderung ist, die Beachtung findet. Da auch hiéhgr verwendeter Platz wieder-
verwendet werden kannpknen wir die Platzkomplext zur Berechnung voii(z,)
insgesamt durch (6.17) besanhken. Wegen (6.103afit diese Schranke jedoch gerade
mit so(|zn|) zusammen, die Maschi ist alsosy(n)-platzbesctinkt.

Durch Betrachtung geeigneter Varianten dieser Turingmasdilingdnnen wir
(6.12) nun beweisen. Zu gegebenemissen wir eine Variant®e von M angeben,
deren Platzbedarfii. durchse(n) beschankt ist: Rir die Gddelnummere’ von Me
gilt dann®y (x) < se(|x|) f.U. Wir erhaltenM, dadurch, dass wir die kleinste Stufe
ne festhalten, nach der keine Anforderudg mit € < e mehr Beachtung findet. (Da
jede Anforderung tichstens einmal Beachtung findet und es nur endlich @etait
€ < egibt, muss diese Stufe existieren!) Wir versorgnmit der Informationne, den
Werten vonf fur die endlich vielen Eingabezy mit n < ne und der Liste der Anforde-
rungen, die bis einschlieBlich Stufig Beachtung finden. (Diese endliche Information
wird in die Zustinde vonMe kodiert.) Rir Eingabenz, mit n < ne benutzt danrie
diese Information, unf(z,) mit vernachissigbarem Platzbedarf zu berechneir. F
Eingaberz, mit n > ng simuliertM, die MaschineM ab Stufens + 1 bis Stufen (un-
ter Verwendung der in den Zastden gespeicherten relevanten Information, welche
Anforderungen bei den Stufen n, Beachtung fanden), ignoriert aber bei déver-
prufung, welche Anforderungen Beachtung fordern, die erstémforderungend;
mit € < e. Da nach Wahl vom, diese Anforderungen nach Stufgkeine Beachtung
mehr fordern (da andernfalls, wegen der Mininilieine dieser Anforderungen auch
Beachtung finden iwrde, was nach Wahl vong jedoch nicht der Fall ist ), ist diese
Uberpiifung ramlich iiberflissig. Hierdurch entfallen bei der Platzbedarfbestimmung
in (6.17) die erstere Eintrageso(|zn|), ---» Se—1(]zn|) und wir erhalten daher mit (6.15)
die obere Platzschranke

max{Se(|zn|), s Sn(|zn]) } = Se(|zn])

zur Ausfihrung von Stufe und damit die geiinschte Platzschranlsg(n) fur Me. O

Die Existenz schweidlsbarer Probleme in allen AKMs zeigt, dass sich jede Kom-
plexitatsklasse @ )(s(n)) durch Vergdsserung der Schrankenfunktion zu einer echt
grosseren Komplexittsklasse G )(S'(n)) erweitern &sst: Hierzu \ihlt man nach
Satz 6.8 eine totale Funktiohc PFREKy_1, die nicht in G, 4)(s(n)) liegt, zusam-
men mit einemp-Index e von f und setzts'(n) = s(n) + max Pe(X) : |X| = n}. Der
folgendelLiickensatzeigt jedoch, dass es keine rekursive Funktiagibt, sodass die
Vergrosserung einer jeden Schrargkem den Faktog (d.h. derUbergang vors zu
gos) zu einer echt grsseren Komplexitsklasse ithrt (selbst wenn wir hierbei nur
Schrankers betrachten, die oberhalb einer vorgegebenen Schranke liegen). Der Grund
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hierfar ist, dass die Kostenfunktionen nicht dicht in den partiell rekursiven Funktionen
liegen, sondern esif jedes rekursiveg Folgen von Intervallen derdngeg gibt, die
keine Kostenfunktionen enthalten.

6.11 \7Z. (LUCKENSATZ) Sei K = (¢, D) ein AKM und seien g: N — N und h :
N — N total rekursive Funktionen, wobei g(n) > n fiir alle Zahlen n gelte. Dann gibt
es eine total rekursive Funktion f : N — N mit f > h und

Velvx(@e(x) < g(F([X]))) = V(Pe(x) < (IX]))] (6.18)

D.h. keine Funktion k : 5 — N mit Werten in der Intervallfolge (f(|x|),9(f(|x|))] (d.h.
f(IX) < k(|x]) < 9(f(|x])) fiir fast alle Bindrworter X) ist eine Schrittzahlfunktion ®¢
bzgl. K, weshalb insbesondere

Cip.0)(f(M) = Cip,0)(9(f(N))) (6.19)

gilt.

BEwEIS. Wir definieren die gesuchte Funktidninduktiv. Um (6.18) zu eiillen,
stellen wir sicher, dassif jede Zahih keine der ersten+ 1 Schrittzahlfunktionem,
fur Eingaben dieserdnge Werte in dem Intervallf (n),g(f (n))] annimmt, d.h.

Ve < nWX[|x] =n= (Pe(x) < f(n) Vv g(f(n)) < Pe(X))] (6.20)

fur allen € N gilt (wobei wir hier und im folgenden den Indexals natirliche Zahl
auffassen, indem wir das Binwort z,, mit der Zahlm identifizieren). Dies sichert,
dass die-te Kostenfunktiord fir allen Eingaben deren lange mindestersist, das
Intervall (f(|x]),9(f(]x|))] meidet, was offensichtlich (6.18) impliziert.

Um (6.20) zu erdillen, beobachten wir, dass €% fiede Zahln nur endlich viele
Werte d¢(x) mit e < nund|x| = n gibt, da es nun+ 1 natirliche Zahlen< nund 2!
Binarworter der langen gibt. Die Menge

Dn = {®e(x):e<n& |x| =Nn& De(x) |}

ist also endlich, und wenn wi(n) als das Maximum vom, wahlen undf (n) wie-
derum als das Maximum vai(n) undh(n) wahlen (um der Forderunfyn) > h(n) zu
gerigen), so ist (6.20) offensichtlich étft. (Fur die betroffenere undx gilt namlich
fur ®g(x) |, dassbe(x) < f(n), und fir de(X) 7 interpretieren wir dies al®e(x) = oo,
weshalb in diesem Fafj( f (n)) < ®e(X) gilt.)

Die derart definierte Funktiofi ist jedoch nicht rekursiv, da wir nicht entscheiden
konnen, welchabe(x) definiert sind, und daher das Maximuhin) von D, nicht be-
rechnen Bnnen. Die angestelltddberlegungen zeigen jedoch, dassiggéde Zahh
Wertemmit m > h(n) gibt, fur die

Ye< n¥X[|x| =n= (Pe(X) <mV g(m) < Pg(X))] (6.21)

gilt, und zur Erfillung von (6.20) geiagt es einen dieser Werta als Funktionswert
f(n) zu wahlen.

Wegen der Rekursiviit des Graphen der Kostenfunktidn kdnnen wir jedoch
fur ein gegebenem entscheiden, ob es (6.21) @, da wir hierzu nur dir endlich
viele e undx entscheiden filssen, obiir das gegeben® und das hieraus -wegen der
Rekursivitit vong- berechenbarg(m) eine der beiden Beziehungér(x) < m oder
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g(m) < de(x) gilt. Folglich kbnnen wir auch das kleinsta oberhalb vonh(n) mit
dieser Eigenschaft finden, indem wir sukzessiwenfi= h(n), m=h(n) + 1, ... testen,
ob (6.21) gilt. Die durch

f(n) =min{m: m>h(n) &ve < nVx[|x =n=- (Pe(x) <mV g(m) < de(x))]}
definierte Funktiorf ist daher rekursiv und hat die géwschten Eigenschaften. O

Wenden wir den Lickensatz auf die Zeitkomple#it deterministischer Turingma-
schinen an und @hlenh(n) = n? und g(n) = 2", so sehen wir, dass es hyperlineare
rekursive Zeitschranken t(n) gibt, sodass

DTIME t(n)) = DTIME (2(")

gilt. Wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden, kann solch eine gré@ke.dort
jedoch nicht @ir natirliche Schranken(n) auftreten, weshalb derlickensatz weniger
von praktischer Bedeutung als von theoretischem Interesse ist, indem er ein prinzipiell
bestehendes Rhomen aufzeigt, dem man bei praktischen Anwendungen jedoch nicht
begegnet. Beim Beweis allgemeineit&iber ein Komplexétsmall muss man diese
Phanomene jedoch biécksichtigen und in der Regel durch geeignete Zusatzannahmen
eliminieren.

Mit Hilfe des Vergleichbarkeitssatze®inen wir eine weiter interessante Folge-
rung aus dem lickensatz ziehen.

6.12 KOROLLAR. Seien (¢, ®) und (P, W) AKMs, sodass fiir jede rekursive Schranke
s:N—N
Cip.0)(S(N)) € Cryw)(s(n)) (6.22)

gilt. 2 Dann gibt es zu jeder rekursive Funktion h: N — N eine rekursive Schranke
9 :N — N mith<d, sodass

Cip.0)(S () = Cryw)(s(n)) (6.23)

gilt.

BEwEIS. Nach dem Vergleichbarkeitssairr fKkomplexitatsklassen (Korollar 6.7 mit
vertauschten Rollen vofd, ®) und (Y, ¥)) gibt es eine rekursive Funktiagf, sodass
fur alle rekursiven Schrankesn) oberhalb vorh (wobei wir 0.B.d.A. davon ausgehen,
dassh(n) > n)

Ciyp.w)(s(n) € Cp.a)(g°(s(N))) (6.24)
gilt. Andererseits liefert eine Anwendung deédkensatzes auf das M&, %) und
die Funktiong = g* eine Funktionf > h mit

Clypw) (f(N) = Cyw) (g (F(n))).
Setzen wir diese$ in (6.24) ein, erhalten wir also

Ciyw) (9 (F(M)) € Cp.0 (g (F(M))).

2Diese Zusatzannahme ist nicht notwendig. @iest sich mit Hilfe eines simultanenitkensatzesif
zwei AKMs (¢, @) und (g, W) eliminieren.
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Da die Umkehrung nach Annahme (6.22) allgemein gilt, folgt hieraus, dass (6123) f
s(n) =g*(f(n)) erfulltist. O

Da jede deterministische Zeitklasse in der korrespondierenden nichtdeterministi-
schen Zeitklasse enthalten ist, impliziert Korollar 6.12, dass es zu jeder rekursiven
Zeitschranke(n) eine Schrank€(n) mitt <t’ gibt, sodass

DTIME (t'(n)) = NTIME(t'(n))

gilt. Ebenso sieht man, dass man zu jeder rekursiven Zeitschtémkeine Schranke
t’'(n) mitt <t’ erhalt, fur die

DTIME(t'(n)) = DTIME (t'(n))

gilt, der quadratische Zeitverlust bei der Simulation einer Mehrband-TM durch eine 1-
Band-TM, den wir @ir lineare Zeitschranken nachgewiesen haben, also nicht bei jeder
Zeitschranke auftritt. Die Schrankgiin), die wir hier erhalten sind jedoch alles andere
als natirlich, und die Frage, ob diese Gleichheiten auighiriteressanteif die Praxis
relevante Schranken zu erzielen sind, ist ein offenens Problem.

Wir beschlie3en unseren Exkurs in die abstrakte Komgiestiieorie mit der Beob-
achtung, dass sich allgemeine Komplaisklassen als einfache Kompléx#gklassen
beschreiben lassen, falls die Folge der Schrankenfunktionen streng monoton ist.

6.13 SATZ. (VEREINIGUNGSSAT? Sei (¢, P) ein AKM und sei S= {S.: > 0} eine
uniform rekursive Familie von Schrankenfunktionen, wobei

Se(N) < Sey1(n) (6.25)

fiir alle e,n € N gelte. Dann gibt es eine rekursive Schrankenfunktion s: N — N mit
Cp,0)(s(n) = C(y,0)(S) (6.26)

BEWEIS. Bevor wir die Funktions formal definieren, beschreiben wir Zirhst die
Ideen, die der Definition zugrundeliegen.
Definieren wir dieDiagonale$: N — N von S durch

so istsrekursiv und @ir jedese gilt (wegen (6.25)y(n) > s¢(n) fur fast allen, namlich
fur allen > e. Es gilt daher

Cip.0)(se(n)) € Cip.0)(8(n)

fur alleeund damit
Ci9,0)(S) € Cip,0)(8(N)).

Wir konnen jedoch nicht davon ausgehen, dass auch die Umkehrung hiervon gilt, da es
wegen (6.25) Funktionede geben mag, deren Kostenfunktidr zwar unterhalb der
Diagonalersbleiben aber jede der Einzelschranlksgischlielichiiberschreiten.

Wir kdnnen dies jedoch vermeiden, wenn wir der Diagonalen erlauben, langsamer
anzuwachsen, d.h. unendlich oft @akzufallen, also an unendlich vielen Stetlstatt
des Wertess,(n) den Wertsy(n) fur einm, das kleiner als ist, anzunehmen. Dies
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werden wir bei der Definition vosausnutzen. D.h. wir werden eine rekursive Funktion
| : N— N mitl(n) < ndefinieren, sodass die Funktion

s(n) =si(n)(n) (6.27)

die gewinschten Eigenschaften hat. Da wegen der uniformen Rekatswih S die
Rekursivitit vons aus der von folgt, geriigt es hierzu zu zeigen, dass

Cip.0)(Se()) € Cg.0)(s(n)) (6.28)
fur alleeund
Cio.0)(s(n)) € | JCp.0)(Se(N)) (6.29)
e>0
gilt.

Um ersteres sicherzustellen, daduf jede der Schrankesa nur endlich oft zuiack-
fallen, d.h. die Funktioh muss

Iirminf [(n) =00 (6.30)
erfullen. Dies impliziert nach (6.25), dadsrfiedese

Se(N) < §(n)(n) = s(n)

fur fast allen gilt und damit (6.28).

Um (6.29) zu eriillen, versuchen wir jedem Zweitye der Gddelummerierung
eine Schrankenfunktiosye) zuzuordnen, wobei wir mit der Schrankge) = se begin-
nen, und dann induktivif alle Eingaberx priifen, ob®d,(x) dieser Schranke géugt,
d.h.®e(x) < s5(¢)(X]) gilt. Sehen wir, das®e die Schrankéiberschreitet, so setzen wir
o(e) hoch und versuchen es mit der vérgserten Schranke. it die charakteristische
Funktion einer Sprachg, die nichtin Gy ¢ (S) liegt, sotiberschreitet die Kostenfunk-
tion @, jede der Schrankes, unendlich oft, weshalb wir die Schrank,ge> unendlich
oft hochsetzen fissen. Lassen wir nun jedesmal, wenn @iie) hochsetzen, an die-
ser Stelle auf den alten Wert var(e) zuriickfallen, so garantiert dies, da®s auch
die Schranke unendlich oftliberschreitet und dahérauch nicht in Gy ¢)(s(n)) liegt.
Die Tatsache, dass wérals Startwertiir 6(e) gewahlt haben, stellt sicher, dass dieses
Vorgehen mit (6.30) kompatibel ist.

Zur formalen Definition vornl und damit vons definieren wir zuachsto(e,n),
wobei dies den Wert voa(e) bezeichnen wird, den wir nach Betrachtung allebrgr
x der Lange< n gewahlt haben. Die Definition ist induktittbern: Furn < e setzen wir

o(e0)=0(el)=..=0(ee)=¢e
undfurn>e
olen+1)— {c(e, n)+1 falls es ein Work der Langen gibt mit ®e(X) > Sg(en)(N)
o(en) sonst

Man beachte, dass wegen der uniformen Reku#givibn S und der Rekursivt des
Graphen vorp die Funktiono : N x N — N total rekursiv ist, dasg(e,n) < nfiralln
mit n > egilt, und dasss(e, n) schwach monoton in ist.

Die Funktionl wird dann mit Hilfe vono wie folgt induktiv definiert:

1(0)=0
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min{o(e,n) :e<n& o(e,n) <o(en+1)} fallses eine<nmit
I(n+1) = o(en) < o(en+1) gibt
n+1 sonst

Man beachte wiederum, dalseekursiv ist und (n) < nfur allen gilt.

SchlieRlich definieren wir die Funkticsmit Hilfe von | gemafl (6.27). Die Rekur-
sivitat vonl Ubertiagt sich dann aus. Zu zeigen bleibt daher, dasslie Bedingungen
(6.30) (und damit (6.28)) sowie (6.29) aiit.

Zum Nachweis von (6.30) sen gegeben. Wir massen zeigen, dass es nur endlich
viele n mit I(n+ 1) < m gibt. Hierzu beobachten wir, dasérfein n mit n > m die
Ungleichungl (n+ 1) < m nach Definition vorl nur dann gelten kann, wenn es @n
gibt mit a(e,n) < o(e,n+ 1) unda(e,n) < m. Daa(e n) schwach monoton im ist
undo(e,0) = egilt, muss danre < mgelten und fir jedes solcheskann es bchstens
m+ 1 Stufenn geben, bei denea(e,n) < o(e,n+ 1) und a(e n) < mgilt. Hieraus
folgt aber, das$(n) > mfir fast allen gelten muss.

Zum Nachweis von (6.29) gégt es zu zeigen, dass jede Kostenfunktday die
von s fastiiberall besclinkt wird, auch von einer der Funktionsp beschankt wird.
Wir zeigen dies durch Kontraposition: Segegeben, sodass ds fedesm unendlich
viele Worterx mit ®g(X) > sn(|x|) gibt. Wir haben zu zeigen, dagg(x) > s(|x|) dann
ebenfalls unendlich oft gilt. Hierzu betrachten wir die Funkta{e, n). Es gefiigt zu
zeigen dassy(e,n) < a(e,n+1) fur unendlich vielen gilt und dass edir jedes solches
n ein Wortx der LAngen mit ®¢(x) > s(|x|) gibt.

Um ersteres zu zeigen, gehen wir von der Widerspruchsannahme aus(eags
beschankt ist. Dann gilt wegen der schwachen Monotonie wgg, n) in n, dass -
fur geignetean o(e,n) = m fur alle hinreichend grofRen gilt. Da nach Annahme
®e(X) > sm(]x|) fur unendlich vielex gilt, muss es aber dann ein derartiges Wort
geben, dessendngen = |x| hinreichend groR ist, sodasge,n) = m. Nach Definition
vono impliziert dies jedocto(e,n+ 1) = o(e n) +1 = m+ 1 im Widerspruch zur Wahl
vonm.

Es bleibt zu zeigen, dass(e,n) < o(e,n+ 1) impliziert, dass es ein Wort der
Langen mit ®¢(X) > s(|x|) gibt. Dies folgt jedoch unmittelbar aus der Definition on
g, | unds: Nach Definition vono impliziert die Annahme, dass> e und dass es ein
Wort x der Langen gibt mit ®g(X) > Sg(en)(|X|), und nach Definition voh impliziert
die Annahme, daskn) < a(e n) gilt. Mit der Definition vonl und mit (6.25) folgt
daher

S(x1) = si(x) (1X]) < So(en) (X)) < Pe(X).
O

Der Vereinigungssatz ist auf die im vorhergehenden Abschnitt dihgtein allge-
meinen Komplexitsklassen (P, NP, PSPACE, E, EXP) anwendbar. Die dort verwen-
deten Familien von Schrankenfunktionen S’ besitzen Base{ & : e > 0}, die (6.25)
erfullen. Hierbei nennen wir S {s.: e > 0} eineBasisvon S’, falls jede Funktiors
aus S auch in S’ liegt und jede Funktigrin S’ von einer Funktiorsin S majorisiert
wird, d.h.s'(n) < s(n) fur fast alle Eingaben gilt. Wie man sich leichtiberlegt, gilt
fur jede Basis S einer Familie S’

Cip,0)(S) = Cp,a)(S").

Eine Basis der Familie der Polynome ist z.B. die Famigex®+e: e > 0}. (Weitere
Beispiele: sUbungen!)
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Die Schranken, die der Vereinigungssatz selinssséhr ndirliche allgemeine Kom-
plexitatsklassen - wie die oben genannten Turingmaschinen-Klassen - liefert, sind je-
doch kinstlich. Man kann amlich zeigen, wie wir im folgenden Kapitel dxisieren
werden, dass die Klassen P etc. nicht durch einzelne “glatte” Schranken beschrieben

werden lbnnen.



