5. Universelle Maschinen und uniform
rekursive Klassen

Die Existenz universeller Maschinen erlaubt effektive Alfzingen der Klasse der
r.a. Mengen, der Klasse der partiell rekursiven Funktionen undildérhen Komple-
xitatsklassen.

Zur Konstruktion universeller Turingmaschinen nehmen wirgalst gewisse Nor-
mierungen an den Turingmaschinen vor und beschreiben diese normierten Turingma-
schinen dann mit Hilfe von Bérwortern (Gdelisierung).

5.1 DEFINITION. Eine Turingmaschin®! ist normiert wenn die Zustandsmenge=
{0,...,m} von M ein endliches Anfangsstk der naiirlichen Zahlen ist, wobei O der
Startzustand ist und,2 die einzigen Stoppzustde sind. IsM ein Akzeptor, so ist
weiter 1 der einzige Endzustand vish Das Bandalphabét= {ao, ...,ap;1} beginnt
mit dem Eingabealphabét = {ao,...,ap} (das bei einem Transduktor zugleich das
Ausgabealphabet ist) und eathzusatzlich nur das Blankzeicheay,, ;.

5.2 LEMMA. Zu jeder Turingmaschine M zur Erkennung einer n-stelligen Sprache
iiber 2* mit 2 C X oder zur Berechnung einer N-stelligen Funktion iiber Z* kann man
effektiv eine dquivalente normierte Turingmaschine M’ des gleichen Typs angeben, fiir
die

timey (X) € O(timew (X))

und

spacgy (X) € O(spacg (X))
gilt.

BEWEIS. Zur Normierung der Zuénde geiigt es, diese geeignet umzubenennen und
um die beiden Stoppzustde zu erweitern. EinM-Stopp- oder -Endkonfiguration
wird dann in einem zugzlichen Rechenschritt in den entsprecherdé$toppzustand

1 (Akzeptieren) bzw. 2 (Verwerferi)bertihrt. Zur Normierung des Bandalphabets er-
setzt man die zu eliminierenden Buchstaben durch ihréBodierung. Genauer: Ist

I = {ao,...,aq} das Bandalphabet vavl, so werden auf den Arbeitahdern vorM’

die Buchstabem; durch Bitfolgen 109~ ersetzt. Dies istifr den linearen Verlust bei
Platz und Zeit verantwortlich. O

Betrachten wir normierte Turingmaschinen festen Typs, so findet sich alle spezifi-
sche Informatioruber die Maschine in inrem Programm. Wisrknen also eine solche
MaschineM durch ein Birarwort wie folgt eindeutig beschreiben:

Die Buchstaben des Bandalphaliets {ap, . ..,ap+1}, die Bewegungef—1,0,1}
und die ZusindeZ = {0,...,m} von M kodieren wir hierzu zuéchst uér:
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a7 = 1" (0<i<p+1)
17 = 1, T07=11 "+17=111
rz1 = 17t (0<z<m)

Das Programm fassen wir dann gls endliche Menge von Instruktioden{l, ...l }
auf. Einer Instruktion = (z by, ..., by, by, ..., by, Ba,..., Bk, 2) € dordnen wir das Biarwort

M7 =rZ10"by0... b 07by 0. .. "B 107 B, 0. .. "By 107 2
zu und dem Programidas Wort
T5'=0071,"00"1,"00..."I, .

Schliellich identifizieren wir
I—M_\ — 767

und nennen das Bamwort™M ™ denindexoder dieGdodelnummeder Maschinevi.

Eine universelle Turingmaschitkinterpretiert (simuliert) nun alle normierten Tu-
ringmaschinen eines gegebenen Typs. D.h. bei Eingabe fasstU das erste Einga-
bewortw als Index einer Maschin® und die zweite Eingabe als Eingabe Wdrauf.

5.3 SATZ. Zu jedem Typ T von Turingmaschinen mit K (Halb-)Béndern (K > 1 fest)
und mit Eingabealphabet ¥ O ¥, zur Berechnung n-stelliger Funktionen iiber Z* oder
zur Erkennung n-stelliger Sprachen iiber >* kann man effektiv eine K+ 2 (Halb-)Band-
Turingmaschine Ut mit einer zusétzlichen Eingabe vom ansonsten gleichen Typ T
angeben, sodass folgendes gilt: Ist M eine normierte Turingmaschine vom Typ T, so
hat Ut bei Eingabe ("M7,W) dasselbe Ausgabe- bzw. Akzeptanzverhalten wie M bei
Eingabe W und es gilt

timey, ("M7, W)
spacg, ("M, w)

< O("M7|-timew ()

< O(]"M7| + spacg (W)).

BEWEISIDEE Bei Eingabe(x,W) schreibtUr die erste Eingaber auf Bandk+ 1 und

die Kodierung des Startzustandes normierter Turingmaschihés 1 auf Bandck+ 2.

(Im Falle von on-line Vollband-TMsdschtUr dabei gleichzeitig die erste Eingake
auf Band 1. Sonstdit sichUy im folgenden auf dem Eingabeband immer rechts von
x auf. Im Falle von on-line Transduktoren ist Bakdiiederum das Ausgabeband, d.h.
die Bander vorlr sind geeignet umzunummerierebl interpretiert danix als Index
einer TMM vom Typ T und simuliertM Schritt-fur-Schritt mit Hilfe des folgenden
Zyklus.

Zu Beginn und Ende jeden Zyklus stimmen Inschriften und Positionen der Ar-
beitsfelder vorM und Ut auf Band 1 bisk Gberein, und der aktuelle (kodierts)-
Zustand steht auf Bankl+ 2. Ut merkt sich zuachst die Inschrifte,, ..., bk der
erstenk Arbeitsfelder (in birkodierter Form) in seinem Zustand (Kdest ist, ist
dies nmbglich). Durch Mustervergleiche findetr dann die (Kodierung der) anzuwen-
dende(nM-Instruktion, indem es den ersten (im nd. Fall einen beliebigen) Block der
Form 0G0 b, 70... b auf Bandk + 1 sucht, woberz die aktuelle Inschrift von Band
k+ 2 ist.Ut simuliert dann diese Instruktion durch Aktualisierung der Inschriften und
Positionen der Arbeitsfelder auf den ersteBandern und durch Aktualisierung des



5 UNIVERSELLE MASCHINEN UND UNIFORM REKURSIVEKLASSEN 41

kodiertenM-Zustandes auf Bank+ 2. Der Zeitaufwand iir solch einen Zyklus ist
linear in der lange des kodierten Programnmég ™. O

Um die gevilnschten Aufahlungsatze hieraus abzuleiterijtiren wir zutdchst fol-
gende Notation ein.

5.4 DEFINITION. SeiF eine Klasse von (partiellen) Funktioridrer>* und sei C eine
Klasse von Sprachditber dem Alphabel.

(i) Eine (partielle)(n+ 1)-stellige Funktionp UberX* ist schwach n-universellif
F, falls {¢, : v € £*} gerade die Menge derstelligen (partiellen) Funktionen
in F ist, wobeidy durch, (W) = ¢(v,w) definiert ist. Gilt zuatzlich¢ € F, so
heil3td n-universellfir F.

(i) Eine (n+1)-stellige Spraché Giber dem AlphabeX ist schwach n-universeilr
C, falls{Ly : v € Z*} gerade die Menge derstelligen Sprachen in C ist, wobei
Ly ={W: (v,W) € L}. Gilt zusatzlichL € C, so hei3L n-universell

Wir werden in der Regel nur 1-stellige Funktionen und Sprachenklassen betrachten.
Wir sprechen dann einfacher von (schwacher) Univeggaliim hiertiberhaupt uni-
verselle Funktionen bzw. Sprachen erhalten @arlen, benutzen wir geeignete Paar-
funktionen. Mglich ist hier z.B. die in der Vorlesung “Eiafrung in die Theoretische
Informatik” eingefihrte Funktiort, die sich durch Durchlaufen der Nebendiagonalen
ergibt. Verzichten wir auf die Surjektidt, so kbnnen wir (fir das biére Alphabet) die
Kodierung

(x,y) := 1¥oxy

benutzen. (Br 1-stelligesp und L bezeichnen entspreched(w) = ¢({v,w)) und
Ly ={w: (vw) € L}.)

Unmittelbar aus Satz 5.3knen wir die Existenp-universeller Funktionen bzw.
Spracheniir die Klasse der partiell-rekursiven Funktionen und die Klasse der r.a. Men-
gen ableiten.

5.5 KOROLLAR. Die Klasse PFREK der partiell rekursiven Funktionen besitzt n-
universelle Funktionen. Ebenso besitzt die Klasse RA der r.a. Mengen n-universelle
Sprachen.

BEWEISIDEE Da einen-stellige Funktionp tiberZ; genau dann partiell rekursiv ist,
wenn sie von einer deterministischen Turingmaschine berechnet wird, folgt aus dem
1. Bandreduktionssatz und dem Normierungslemma (Lemma 5.2), dass jede solche
Funktion von einer deterministischen normierten on-line 1-Band-Turingmaschine zur
Berechnung-stelliger FunktioneriiberX; berechnet wird. &r die universelle Turing-
maschindJy des entsprechenden Typsist die vonUt berechnete Funktiog daher
n-universell fir PFREK.

Eine n-universelle Sprachk fur RA ertalt man entsprechend, indem man die ak-
zeptierte Sprache des universellen AkzeptdrSur den TypT der deterministischen
normierten on-line 1-Band-Turingakzeptoren zur Erkenmnstglliger Spracheiiber
dem Alphabet, betrachtet. O

Ist ¢ eine universelle Funktioruf PFREK und gilthy = ), so nennen wiv einen
(¢-)Indexfur . Die universelle Funktiop fur PFREK, die wir im Beweis von Korol-
lar 5.50ber die zugebrige universelle Turingmaschine erhalten haben, hat die folgende
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interessante Eigenschaft: fsteine andere universelle FunkticinfPFREK, so kann
man aus einenp’-Indexv einer partiell rekursiven Funktio effektiv eineng-Index
Vv flr g berechnen.

5.6 DEFINITION. Eine universelle Funktiof fur PFREK heissStandardaufahlung
oderGodelnummerierungon PFREK, falls es zu jeder 2-stelligen partiell rekursiven
Funktion¢’ UberZ; eine total rekursive Funktioh gibt, sodass,) = ¢y fur alle
Binarwbrter v gilt. Die Funktionh bezeichnet man al§bersetzungsfunktionon ¢’
nachéd.

5.7 KOROLLAR. Die im Beweis von Korollar 5.5 durch Gédelisierung der normierten
1-Band-Turingmaschinen erhaltene universelle Funktion ¢ fiir PFREK ist eine Godel-
nummerierung.

BEWEISIDEE Sei¢’ eine 2-stellige FunktioiberX5 und seiM eine normierte 1-
Band-Turingmaschine, di¢ berechne. Danrékst sich effektiviir jedes Birrwortv
eine normierte Turingmaschirid, angeben, dig@, berechnet, d.h. sich bei Eingabe
w wie M bei Eingabe(v,w) verhalt: Namlich M, schreibt zuéchst das Wort vor
die Eingabew und simuliert danrM. Wegen der Effektivit der Gdelisierung der
normierten Maschinen ist daher die Funktfomit h(v) ="M, " berechenbar und damit
nach Churchscher These rekursiv. Nach Definitiondrailt jedoch geradeé;, = Dhv)s
weshalbh die gesuchtélbersetzungsfunktion vaff nach¢ ist. O

Man beobachtet allgemein, dass ‘imdiche” universelle Maschineriif die tUbli-
chen formalen Berechnungsmodelle zu universellen Funktioabrem, die Gdel-
nummerierungen sind. Iméchsten Kapitel, in dem wir abstrakte KomplétimaRe
betrachten, werden wir hierauf Ziokkommen.

Im Gegensatz zu Korollar 5.5 besitzen die total rekursiven Funktionen bzw. die
rekursiven Mengen keine universellen Objekte. Dies zeigt man durch ein einfaches
Diagonalargument.

5.8 LEMMA. Die Klassen FREK und REK der total rekursiven Funktionen und re-
kursiven Sprachen besitzen keine universellen Funktionen bzw. Sprachen.

BEWEIS. Wir betrachten den Fall 1-universeller Sprach@nREK. Die anderendlle
sind ahnlich. Wir gehen von der Widerspruchsannahme aus, dakainiversell fir
REK sei. Dann gilt @ir die durch

xeD & (x,x) ¢U

definierte Sprache, daBsrekursiv ist (daJ rekursiv ist). Nach Definition gilt jedoch
D # Uy (dax € D g.d.w.x € Uy) fur allex, was der Universabitt vonU widerpricht.O

Eine Variante des Beweises von Lemma 5.8 zeigt, dass das Halteprabiim-f
ringmaschinen, d.h. die Frage, ob eine Turingmaschine bei einer Eingabe terminiert,
unentscheidbar ist. Formal ist ddalteproblemdefiniert durchK = {x: ¢x(x) |}, wo-
bei¢ eine Standardaudihlung der 1-stelligen partiell rekursiven Funktioridrer dem
binaren Alphabetist, z.B. die Aufihlung, die man durch&ilelisierung der normierten
1-Band-TMs erBlt. WareK rekursiv, so vare die durch

00 = {1—¢X<x> falls dx(x) |

0 sonst
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definierte partielle Funktiogy partiell berechenbar, also hach Churchscher These par-
tiell rekursiv. Nach Definition unterscheidet sighaber von jedem Zweigy von ¢
(namlich gerade an der Stebig. Dies widerspricht aber der Universalitvon¢. Das
Halteproblem ist jedoch rekursiv adfalbar, da die Funktioty(x) = ¢px(x) partiell re-
kursiv ist und eine Maschin®l, die Y berechnet, gerade auf den EingabeausK
terminiert, sich also leicht in einen AkzeptanfK GbersetzendsstK ist also ein Bei-
spiel fur eine r.a. Sprache, die nicht rekursiv ist.

Lemma 5.8 &sst sich verallgemeinern (s. “Theoretische Informatik”). So besitzen
z.B. dietiblichen Komplexiatsklassen ebenfalls keine universellen Mengen. Im Gegen-
satz zu K kdnnen wir hier jedoch schwach universelle rekursive Mengen angeben.
Klassen mit dieser Eigenschaft heissen uniform rekursiv.

5.9 DEFINITION. Eine Klasse F totaler Funktionen (bzw. eine Klasse C von Sprachen)
hei3tuniform rekursivoder rekursiv pésentierbar(r.p.), wenn F (C) eine rekursive
schwach universelle Funktion (Sprache) besitzt oder leer ist.

Ist C £ 0 uniform rekursiv, so gibt es eine rekursive Spratheit C = {Uyx : x €
>*}. Die Klasse C entéit daher nur rekursive Mengen, ist insbesondere alsatdbar.
Nach Lemma 5.8 ist Bk ein Beispiel fir eine Klasse, die nur rekursive Sprachen
enthalt, aber nicht uniform rekursiv ist. Zum Nachweis der uniformen Rekuédivit
sind folgende Beobachtungeiitalich. Hierbei sagen wir, dass eine Funktionsklasse F
gegen endliche Varianten abgeschlosstywenn

VieF(f=f'& f'total = f' € F)

gilt, wobei f = f’ ausdiickt, dass sichf und f’ nur in endlich vielen Argumenten
unterscheiden, d.H. = f’ fastiberall gilt (entsprechendif Sprachen).

5.10 LEMMA. (a) Sind C und D uniform rekursiv, so sind auch CUD und CO-C =
{L:L € C} uniform rekursiv. Sind C und D zusitzlich gegen endliche Varianten
abgeschlossen, so ist auch CN D uniform rekursiv.

(b) Ist C uniform rekursiv, so auch der Abschluss von C unter endlichen Varianten:
Fin(C)={L:3l' e C(L=L")}.

(c) Jede endliche Klasse ist uniform rekursiv.

BEWwWEIS. SeienJ undV rekursive schwach universelle Mengém € bzw. D. Weiter
nehmen wir an, dass C und D Spraclidgrer dem biaren Alphabet entalten und wir
identifizierenz} mit N (x = x). Dann istW mit

(2xy)eW & Xy eU
(X+1Ly)eW & Xy eV

rekursiv und schwach universellf CuU D. Ahnlich istW’ mit
(xy) eW" & (xy) U

eine rekursive schwache universelle Mengedo-C. Zum Nachweis der uniformen
Rekursiviait von CN D kdnnen wir 0.B.d.A. €D # 0 annehmen, also eine rekursi-
ve Sprachd. € CN D wahlen. Wegen des angenommenen Abschlusses von C und D
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gegen endliche Varianten, liegen dann auch alle endlichen Varianteln mourch-
schnitt von C und D. Definieren wir al$%” durch

(xy),2 eW & (x,2 €U & (y,2) €V

falls
VZ <z((x,Z) eU & (y,Z) € V)
und durch
((xy),2) eW" < zeL

sonst (kodieru kein Paar, so setzen wit{;’ = L), so istW” (nach Churchscher The-
se bzw. formal mit Hilfe elementarer Abschlusseigenschaften vex) Rekursiv. Zu
zeigen bleibt

{W5y) 1 xy€ 23} =CnD.
Zum Nachweis der InklusionC” beobachtet man hierzu, dassr fledes Paatx,y)
entwedeiV), ., = Uy =\, oderW/, = L gilt. Zum Nachweis von ®” wahlt man ein

xy) (xy)
beliebigesl’ € CN D. Dann gibt es aber wegen der Universabeigenschaft voo

undV Worterx undy mit L’ = Uy undL’ = Vj, alsoL’ = V\/<’)’( e
Zum Nachweis von (b) definiert mafl durch

((xy),2 eWe (z<|y| & Y(2)=1) V (lyl <z & zeUy).

D.h. VV<X7y> ist auf den ersterfy] Argumenten durcly festgelegt und stimmt auf den
groBeren Argumenten mily Uberein. D.h.{V~\/<X7y> 1y € 25} = Fin({Uy}), woraus die
Behauptung leicht folgt.
Zum Beweis von (c) sei E {Ly,...,Ln} endlich aber 0.B.d.A. nicht leer. Dann ist
W mit
xy)eWe (x<n& yely) V (x>n& yely)

schwach universellir E. O

Im folgenden nennen wir die Vereinigung von Komplétskklassen desselben Typs,
die durch uniform rekursive Schrankenfunktionen gegeben sindaégemmeine Kom-
plexitatsklasseBeispiele solcher allgemeiner Komplexklassen, die wir im folgen-
den studieren werden, sind:

P=PTIME=DTIME(poly)= |J DTIME(p(n))

p Polynom

((Det.) Polynomialzeit)

NP=NPTIME=NTIME(poly)= |J NTIME(p(n))
p Polynom

(Nd. Polynomialzeit)

PSPACE=DSPACHpoly)= [ J DSPACHp(n))

p Polynom

((Det.) Polynomialplatz)
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E=DTIME(2") = | JDTIME(2*")
k>1

((Det.) Linear-Exponentialzeit)

EXP=DTIME(2®Y)= |J DTIME(2"")

p Polynom

((Det.) Polynomiell-Exponentialzeit)

(Man mache sich klar, dass die Schranken jeweils uniform rekursiv sind!)
Die uniforme Rekursivit der Schrankeiibertiagt sich auf die Komplexitsklas-
sen.

5.11 LEMMA. Sei C € {DTIME,DSPACENTIME,NSPACE und sei F uniform
rekursiv, wobei F eine nichttriviale Schranke f, d.h. f > log(n) fiir Platz- und f hyper-
linear fiir Zeitklassen, enthalte. Dann ist

c(F) = |J c(f)

feF

ebenfalls uniform rekursiv und gegen endliche Varianten abgeschlossen.

BEWEIS. Wir betrachten den Fall & DTIME. Der Abschluss von DTIMEf) und
damit von DTIMEF) gegen endliche Varianten folgt aus der Tatsache, dass die Schran-
ken nur asymptotisch gelteniresen. Zum Nachweis der uniformen Rekurgitviton
DTIME (F) wahlen wir zuichstd total rekursiv mit F= {§x : x € Z5}.

Aus dem linearen Beschleunigungssatz und Lemma 5.2 folgt dann:

LeDTIME(F) < 3f e F(L e DTIME(f))
& 3y(L € DTIME(¢y))
& Jy3FkIM3c(M normierter(cdy + c)-zeitbeschinkter
on-linek-Band-TA undL = L(M))

wobei wir in der letzten Charakterisierung davon ausgeliefed, dass die Zeitschran-
kec- ¢y +c flr alle Eingaberéingen gilt (sonst geeignet vergiRern!). Jede Sprache
L € DTIME (F) wird daher durch ein Tupe&}, k, w, c) beschrieben, wobei die Gbdel-
nummer eines normierten d&tBand-TAM ist, deriiberallc- ¢y (n) + ¢ zeitbeschinkt
ist (und umgekehrt beschreibt jedes Tugek,w,c) mit diesen Eigenschaften eine
Sprache in DTIMEF)). Definieren wir alsd/ durch

({y,k,w,C),x) €V < x € L(M)

falls w die Gddelnummer eines normierten dktBand-TAM ist, dessen Rechenzeit
fur alle Eingaben derdngen < |x| durchc- ¢y(n) 4 ¢ beschénkt ist, und

((y,kw,c),x) ¢V

andernfalls, so isf schwach universeltir DTIME(F). (Die Klasse der Zweigéy i w.c)
vonV, die gen&3 dem ersten Fall definiert sind, istmlich gerade DTIME(F); die
gemal Fall 2 definierten Zweig€,y ) sind endlich und liegen damit ebenfalls in
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DTIME(F).) Weiter istV entscheidbar, also nach Churchscher These rekursiv. (Ge-
geben ein Work kbdnnen wir ramlich effektiv feststellen, ob das Wort die Gestait
{{y,k,w,c),x) hat, im positiven Fall die Komponentsnk,w,c,x bestimmen, pifen,
ob w die Gddelnummer eines normierten on-likeBand-TA M ist, und gegebenen-
falls M angeben. Weiter dnnen wir in diesem Fall wegen der Rekursivivon ¢,

t(n) = c- ¢py(n) + c fur n < |x| berechnen, und schlieRlichirfjedes Wortv der Lange

n < |x| prufen, ob die Laufzeit voiM bei Eingabev durcht(n) beschénkt ist. Dass
diese Laufzeitanalyse effektiv durchifrbar ist, ergibt sich aus der Tatsache, dass der
Graph der Rechenzeitfunktion rekursiv ist; vgl. Lemma 3.2.) O



