4. Bandreduktionssatze

Wir untersuchen hier die Frage, inwieweit die Effizienz einer Turingmaschine von
der Anzahl ihrer Binder abkngt. Mit Hilfe einer einfachen, die Spurentechnik benut-
zenden Simulation zeigen wir, dass sich beélbergang von Mehrband- zu Einbandma-
schinen der Platzbedarf nicht étit, die Zeit i.a. aber quadratisch agwhst. Anhand
eines Beispiels beweisen wir dann, dass dieser Zeitverlust i.a. unvermeidbar ist. Bei
der Reduktion auf 2 Bnder lbnnen wir den Zeitverlust jedoch drastisch verkleinern.
Hier ertbht sich die Laufzeit nur auft - log(t). Ob der Zeitverlust auch in diesem Fall
notwendigerweise auftritt, ist unbekannt.

4.1 SATZ. (1. BANDREDUKTIONSSATZ) Zujedemt(n)-zeit- und S(n)-platzbeschréink-
ten K-Band-Turingakzeptor M (K > 2) kann man effektiv einen idquivalenten 1-Band-
Turingakzeptor M’ des ansonsten gleichen Typs angeben, der O(t(n) -t(n))-zeit- und
s(n)-platzbeschrénkt ist.

BEWEISIDEE. Das Arbeitsband des Akzeptdwk besteht auskSpuren, je zwei Spu-
ren fur jedes dek Arbeitstinder. Hierbei wird in der oberen Spur ddsArbeitsfeld
auf diesem Band durch ein (sonst—) markiert, wahrend die untere Spur die Bandin-
schrift tragt:

b_z|bo|b_1| by | by | by|bs

D.h. das Bandalphabgt von M’ ergibt sich aus dem Bandalphalbeton M durch
M =Tu({+ -} xNk

In derInitialisierungsphaséransformiertM’ seine Startkonfiguration bei einer Einga-
bew (der Langen) in die Spurendarstellung der korrespondierenden Startkonfiguration
von M. Im Falle einer off-line Maschin® muss hierzu nur das aktuelle Arbeitsfeld
konvertiert werden (1 Schritt, kein Platz)atwend bei einer on-line Maschih die
Felder mit der Eingabe umgeschrieben werdérssen (2+ 2 = O(n) Zeit, n Platz).

In der Simulationsphase wird dann jeddrSchritt durch eineM’-Schrittfolge wie
folgt simuliert, wobei zu Beginn und Ende jede¥-Schrittfolge dasv’-Arbeitsfeld

die Markierung des am weitesten links stehentieirbeitsfeldes enthlt: M’ 1auft

zur Simulation ded/-Schrittes zuachst nach rechts auf das am weitesten rechts ste-
hendeM-Arbeitsfeld und merkt sich hierbei in seinem Zustand neben leAustand
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die gelesenen Inschriften dieM-Arbeitsfelder. Der Zustand vad’ enttalt dann den
Bedingungsteil der auszitirendenM-Instruktion (oder der zélssigen Instruktionen
bei nd.M). Im nachsten Schritt wird der Bedingungsteil durch den Operationsteil die-
ser M-Instruktion (oder einer der zéi$sigen Instruktionen bei ndll) ersetzt. Beim
Zurucklaufen werden dann die vorgeschriebekk@perationen ausgéffirt.

Die Lange diese#!’-Zyklus zur Simulation eineM-Schrittes kngt von der ak-
tuellen maximalen Distand zwischen zweiM-Arbeitsfeldern ab und ist linear in
derselben. DM t(n)-zeitbeschénkt ist, muss bei Eingaben deahgen jedoch stets
d < 2-t(n) gelten, weshalb dev’-Zyklus linear int(n) beschankt ist.

Da hochstens(n) Zyklen erforderlich sind und < t(n) gilt, ergibt sich hieraus die
gewlinschte Zeitschranké&(n) mit

t'(n) O(n) +t(n) - O(t(n))

(t(n) +1)(O(t(m)) = O(t(n)?).

DaM’ nur den vorM ebenfalls benutzten Platz benutstbertégt sich die Platzschran-
ke s(n) fur M aufM’. O

<
<

4.2 KOROLLAR. (i) (N,D)TIME(t(n)) € (N,D)TIME(t(n)-t(n))
(ii) (N,D)SPACHS(n)) = (N,D)SPACE(s(n)).

Um zu zeigen, dass bei der Reduktion von @nBern auf 1 Band ein Zeitverlust
guadratischer Ordnung i.a. unvermeidbar ist, betrachten wir die Sprache

Lsp= {wxwR:we 53},

wobeiwR das Spiegelwort vow bezeichnet (w(0) ... w(n))R = w(n)...w(0)).
Mit einer (deterministischen) 2-Band-Maschiisst sich diese Sprache in Linear-
zeit erkennen.

4.3 LEMMA. Lspe DTIMES) (n+2).

BEWEIS. Ein deterministischer on-line 2-Band-AkzepMrfur Lsparbeitet wie folgt:

M liest die Eingabex unter gleichzeitigem Kopieren auf das zweite Band bis zum er-

sten Vorkommen eines. Danach vergleichM den Rest der Eingabe Buchstalie f

Buchstabe mit dem Spiegelwort des auf Band 2 geschriebenen Anfacigsder Ein-

gabe (indenM den Kopf auf Band 2 ziircklaufen &sst) und akzeptiert bei Gleichheit.
O

Die Moglichkeit — wie im Beweis oben — zwei Teitwter an verschiedenen Stel-
len einer Eingabe in Linearzeit zu vergleichen, gibt einem eine 1-Band-TM i.a. nicht.
Der naive Algorithmus hier, urhspzu erkennen, ist, den ersten mit dem letzten Buch-
staben zu vergleichen, den zweiten mit dem vorletzten Buchstaben etc., wobei jeder
dieser Vergleiche (im Durchschnitt) linearen Zeitaufwand erfordert. Das Verfahren ist
insgesamt also nd(n?)-zeitbeschinkt.

Man kann das gerade beschriebene Verfahren zwar etwas optimieren, indem man
z.B. statt einzelner BuchstabentBke (fester Bnge) vergleicht (und sich damit ei-
nige Wege spart), aber hierdurch wird nur eine Beschleunigung um einen konstanten
Faktor erreicht. Obwohl es intuitiv klar zu sein scheint, dass sich eine 1-Band-TM,
die Lsp erkennt, im Wesentlichen wie beschrieben verhalten muss und daher (auf den
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Eingaben ungeraderdnge; die anderendkinen nairlich schnell verworfen werden)
einen der GiRenordnung nach quadratischen Zeitbedarf hat, ist es vielleicht nicht un-
bedingt klar, wie man diese untere Schranke beweisen soll. Wie sdlifwer foemerkt

ist es in vielen Bllen bislang nicht gelungen, zwingend erscheinende untere Schranken
tatsachlich zu beweisen. In diesem Fall liefern jedoch die sog. Crossing Sequences ein
geeignetes Hilfsmittel, die gamschte untere Schranke zu beweisen.

4.4 ATz, Seit: N — N rekursiv, sodass Lsp€ (N,D)TIME(t(n)). Dann gilt (2n+
1)2 ¢ O(t(2n+1)).

BEWEIS. SeiM eine totale on-line 1-Band-Turingmaschine, tig erkennt. Wir ha-
ben zu zeigen, dass es eine Konstantel gibt, sodass

(2n+1)?

vn3w e 23 (timey (wswR) > -

) (4.1)
gilt. Hierzu gehen wir zuachst von einer deterministischen Turingmaschihaus,
Uber die wir noch folgende Annahmen machpkhist eine Halbband-TMM bewegt
sich in jedem Schritt (um Stehenbleiben zu simulieren, gehen wir erst nach links und
dann in einem Zusatzschritt nach rechtsiml) und M stoppt stets auf Feld O (stoppt
M an anderer Stelle, so laufen wir vor dem “eiitiigen” Stopp auf das linke Bandende
zuriick). Diese Zusatzannahmen sindaaslig, da det/bergang von einem beliebigen
M zu einemaquivalenten derart normiert&fi die Laufzeit nur um einerif die Qiltig-
keit von (4.1) belanglosen linearen Faktordth Z sei die Zustandsmenge véhund
Co = ||Z|| die Anzahl der Zuginde.

Zum Nachweis von (4.1) betrachten wir di@ergangsfolgen (Crossing Sequences)
in akzeptierenden Rechnungen WdnHierbei besteht dielbergangsfolge

CSM(Xvi) = <Zil7""zi|>

von M bei Eingabe x an der Stelle> 0 aus den Zug&inden, in denen sich did-
Rechung bei Eingabe nacheinander befindet, unmittelbar nachdem der LS-Kopf die
Grenze zwischen den Felderandi + 1 Uiberschritten hat, also vomechts nach+ 1
oder umgekehrt voi4- 1 links nachi versetzt wurde.

Schematisch@nnen wir dieUbergangsfolge Gi(x, i) wie folgt darstellen: Da der
Kopf von M nie stehenbleibt und da jede Rechnung auf Feld O beginnt und endet,
kdnnen wir die Konfigurationsfolge der Rechnung als Punktfolge darstellen, wobei wir
eine Konfiguration unter das zugafge Arbeitsfeld schreibendkanen:
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Das Diagramm veranschaulicht eine denkiddrBechnung bei Eingabe=a; . . . as.
Hierbei sind die nactUbergaingen von Feld 4 nach Feld 5 bzw. umgekehrt erreich-
ten Konfigurationen hervorgehoben und mit ihren Znsgien markiert. Es ist also hier
CSu(x,4) = (z1,25,23,24). Die zugeldrigen Bewegungen sind hierbei alternierend nach
rechts und links. Da die Rechnung auf Feld 0 beginnt und endet, ist die erste Bewegung
eine Linksrechtsbewegung und diangel (y) jederUbergangsfolgg gerade.

Wichtig ist zu beobachten, dass die @bergangsfolgen an verschiedenen Stellen
gelbrenden Zeitpunkte ddvi-Rechnung paarweise verschieden sind, sich die Rech-

nungshnge also gerade als Summe dangen detJbergangsfolgen ergibt:
timey (x) = EOL(CS\" (%,)). (4.2)
i=

Zum Nachweis von (4.1) géigt es daher zu zeigen, dass man zu gegebenem (hinrei-
chend groRRem) ein geeignetes Wort,, € 2" finden kann, sodass die ZM-Rechnung

bei Eingaben, xWR getbrendenUbergangsfolgen hinreichend lang sind. Um dies zu
prazisieren, definieren wir die durchschnittlichérige

e Swen(LCS/weA )
(nvl):
122

der Ubergangsfolgen voM an der Stelld fiir korrekte Eingaben derdnge &+ 1.
Wegen (4.2) gibt es dann ein Want, € 29, sodass

n-1
timew (Wn * WR) > §0|(n,i)
i=
gilt. Kdnnen wir daher Konstanteh,d, > 1 finden, sodass

Ynvi(dp <i<n = I(n7i)2dl) 4.3)
1
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gilt, so erhalten wir hiermit
timen (Wn * wk) > Z >
i=dy

fur fast allen und damit (4.1) fir c = 36d;.

Im Rest des Beweises zeigen wir (4.3)r(feeignetesd;, dy). Geleitet werden wir
hierbei von folgender Intuition: Um eine korrekte Eingabew? zu iiberpiifen, muss
M zwischen dem linken und rechten Wortteil hin- und herlaufen, um die Spiegeleigen-
schaften lokal zu verifizieren. Dabei muss sMidie an einer Stelle in dem einen Teil
gesehenen Buchstaben im Zustand merken, um diese mit der Inschrift der entsprechen-
den Stelle im anderen Teil zu vergleichen. Da die AnzahlMeZustnde konstant
ist, kann sichM hierbei immer nur Informatioiiiber einen konstant grof3en Teil von
w bzw. wR merken. Ist daher an einer Steile: n die Ubergangsfolge im Schnitt zu
klein, so kanniber die Grenzé nicht die vollséndige Informatioriiber den Wortan-
fanga;...a vonw an das WortendaR (bzw. umgekehrt) transportiert worden sein,
um diese Wortteile vollgtindig zu vergleichen. Gewisse Defekte in der Symmetrie der
Eingabe entgehen al$é undM wird (im Widerspruch zur Annahme, daséM) = Lsp
gilt) auch fehlerhafte Eingaben akzeptieren.

Um dies zu pazisieren, benutzen wir folgende fundamentale Eigenschaffiloier
gangsfolgen (ir beliebigesv).

Behauptung 1Seienx = a;...ayn und X = 4;...4, von M akzeptierte irter, sei
1 <i<mund gelte C&(X,i) = CSu(X,i). Dann akzeptierM auch das Work =
al...aiéiﬂ...ém.

BEWEIS. Seienay,...,0, die M-Rechnung bei Eingabe a,, ..., i, (h<iz<...<

ix) die Konfiguration unmittelbar nacblberschreiten der Grenze zwischen den Fel-
derni undi+1 (in beide Richtungen) in der Rechnung, und sefgn..,z, die
zugeldrigen Zusénde, d.h. CR(x,i) = (z,,...,%,). Analog seiendy,...,qa; sowie
Qjy,.... 05 (J1 < j2 < ... < jk) undZ,,...,2, passend zur Eingabe gewahlt, al-

S0 C(X,i) = (2jy,.--,2,), wobei nach Annahma, = 2;, fur 1 < p <k gilt. Bei
Eingabex=a;...a 4 1...4y verhalt sichM dann wie bei Eingabe so lange das Ar-
beitsfeld eins der Felder, Q. ,i ist (linker Bandteil) und wie bei Eingabe Wwenn das
Arbeitsfeld Adresse> i + 1 hat (rechter Bandteil). Die Rechnurgsst sich also als die
Konfigurationenfolge

[317"'7Bi17[§j1+1a"'7Bj2—l78i27'”7'"7"‘7[§jk—laBik7"'7B|-
beschreiben, wobeilf izs < m< i1 und 0< s< k/2 (wobeiig := jo :=1)
I(Bm) = I(am)
Z(Bm) = z(am)
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Hierbei sind (B),r(B),z(B) die Inschrift des linken Bandteiles, die Inschrift des rechten
Bandteiles und der Zustand vivh bei Konfigurationp.

Dass dieUbergange “passen”, liegt an der Gleichheit di#sergangsfolgeniir die
Eingabenx und X an der Stelld. Da sich die Stoppkonfiguration bei Eingak&dh
der Stoppkonfiguration bei Eingakewuf den Felderf0, ... ,i] nicht unterscheidet, gilt
wegenx € L(M) auchX’e L(M).

Fur das speziell gegebek ergibt sich aus Behauptung 1:

Behauptung 2Seierw=a;...a,, W=4;...4, € 5, sei 1<i < nund geltea; ...a #
1...4. Dann sind C§ (w+wR i) und CS(W+WR, i) verschieden.

BEweEls. Wirden dieUbergangsfolgefibereinstimmen, so ivde nach Behauptung
1

y= al...a4é4+1...én*én...éi+1éi...éle L(M)

gelten. Weger; ... # &; ... 4 gilt jedoch(ay...a)R # & ...41. Da(y1y2)R = yHyR
fur Worteryy, y» gilt, folgt hieraus aber, dagmicht die Gestaly WsWR hat. Es véare
alsoL(M) # Lspim Widerspruch zur Annahme.

Um hiermit die gevitnschte Absclitzung (4.3) der durchschnittlichétbergangs-
folgenkangen zu erhalten, fassen wir die BimOrterw der LAngen zusammen, deren
zugelirigen ElementavwR von Lsp an einer Stellé zu einer vorgegebendnber-
gangsfolgey bzw. zu einer Folge, derenahge durch einen Welt beschankt ist,
fuhren:

Aniy = {weZ3:CSu(wxwRi) =y}
Anit = {wezj: (CSM(W*WRJ)) <lI}
= U{Anlv L(y) <I}.

Da offensichtlich zumindestif die Halfte der Worterw € X5 die zugebrige Uber-
gangsfolge C@(wwR,i) eine Lange unterhalb der zweifachen durchschnittlichen
Langel (n,i) haben muss, gilt

1
[[Ani21ni) Il = HZ H—f on—on-1

Da weiter die Anzahl der verschiedenghergangsfolgen derdnge< 2l (n,i) durch

CO+CO+ +C§I(n|) <C(2)|(m)

beschankt ist o ist die Anzahl deM-Zus&nde), muss es daher eine Fojgker Lange
< 2(n,i) geben, sodass

| Anj 21 Il 21
|[Anjiyll = 2 n.) = A+t
O 0

gilt. Andererseitsdsst sich wegen Behauptung 2 die Anzahl démtéfw, die zu der-
selbenUbergangsfolgg an einer Stellé fuhren, durch

[[Aniyll <2
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nach oben absétzen. Wirde ramlich diese Schranke nach ob@&berschritten, so
mussten sich zwei \bfterw,w € Ay in den ersteri Buchstaben unterscheiden, da
fur festesa ...q € 2,

IHwe =] :w(0)..wi—1)=a;...a}||=2"".

Dies ist jedoch nach Definition voiy,j y und nach Behauptung 2 nichiglich.
Aus den Schrankeriif ||An y|| folgt nun

2n71 .
- S 2n*| .
CS|(H,I)+1

Auflosen dieser Ungleichung nakim, i) liefert
2A(niy+1 . 201
G = on—i
log(co)(2(n,i)+1) =i—-1
i — (2log(co) +1)
2log(co)

— 2i—l

woraus (4.3) fir d; = dp = 4log(cp) + 2 folgt.
Fur nd. M argumentiert man wie oben, wobei mdir fede EingabavswR eine
feste (z.B. die “kleinste”) akzeptierenti&Rechnung der Analyse zugrunde legtD

4.5 KOROLLAR. Seit eine rekursive Funktion fiir die t(n) <y, %nz fiir fast allec > 1
gilt. Dann gilt
DTIME? (0(n)) ¢ NTIME P (t(n)).

BEwEIS. Nach Lemma 4.3 und Satz 4.4 gilt
3) _ 3)
Lspe DTIME;”(O(n)) — NTIME ™ (t(n)).

O

4.6 BEMERKUNG. Korollar 4.5 gilt auchifir das biire Alphabet und es géagtt(n) <

%nz fur unendliche vielan zu fordern. Um dies zu zeigen, kann man z.B. die Sprache
Lp={weX}:w= wR} der Palindromdiber >, betrachten. Mit einer 2-Band-TM
lasst sich die Palindromeigenschatft in linearer Zeit erkennerl.gdhDTIME (O(n)).
Dass fir einent(n)-zeitbeschinkten 1-Band-TuringakzeptM, derLp erkennt,n? €
O(t(n)) gilt, lasst sich aus Satz 4.4 ableitenaf@ es eirM, das diese quadratische
Zeitschranke unendlich oft unterschreitet, $mikte man hieraus einen Akzeptdf

fur Lspgewinnen, der die Schranke in 4.4 unendlich oft unterschreitgibungen.)

Reduziert man auf 2 &der, sodsst sich der quadratische Zeitverlust vermeiden.
Hier ist die simulierende Maschine nur um einen logarithmischen Faktor langsamer.
Wegen des sehr langsamen Wachstums der Logarithmus-Funktion, kommt dies einem
(nach dem Beschleunigungssatz belanglosen) linearen Faktor sehr nahe.

4.7 ATz. (2. BANDREDUKTIONSSATZ) Zu jedem t(n)-zeitbeschrinkten k-Band on-
line Turingakzeptor M (k> 1) kann man effektiv einen &quivalenten 2-Band-Turingakzeptor
M’ des ansonsten gleichen Typs angeben, der O(t(n) - log (t(n)))-zeitbeschrénkt ist.
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Bewels. Ahnlich wie im Beweis des 1. Bandreduktionssatzes simuli#rtien Ak-
zeptorM Schritt-fur-Schritt unter Verwendung der Spurentechnik. Hierzu werden je-
demM-Band zwei Spuren auf dem erstbt-Band zugeordnet (die wiederum durch
das Bandalphabet vavl’ realisiert werden). Das zweite Band bent#mnur als Hilfs-
band, um Speicheroperationen auf dem 1. Band (Kopieren, Abstandmessen) effizient
durchzufihren. Neu ist, dadsl’ die MaschineM so interpretiert, dass diese nicht ih-
re Kopfe auf dem (festen) Band sondern das Band unter den (festgi@iKbewegt,
also z.B. eine Linksbewegung des Kopfes durch eine Rechtsverschiebung der Daten
(um ein Feld) realisiert. Damit hierbei nicht alle Daten auf dem Band verschoben wer-
den milssen, benuta¥’ eine Darstellung devi-Bander mit liicken (so dass die Daten
hinter der ersten licke nicht bewegt werdeniiasen).

DaM’ alle Bander vorM gleichbehandelt, beschreiben wir die ArbeitsweiseMén
nur fur ein festesV-Band. Die zwei denM-Band zugeordneten Spuren dienen beide
der Aufnahme deM-Bandinschrift und sind ausgehend von Feld 0 iad&e eingeteilt,
deren langen sich laufend verdoppeln. BloBk besteht aus Feld 0, er@h unten die
aktuelle Inschrift des1-Arbeitsfeldes und oben das Symbatur Kennzeichnung der
Bandmitte. Die sich anschliessenderd&eB; (i # 0) haben die Enge 2!-1. Dabei
liegen die Daten in der oberen Spur solch eines Blocké®nzur Bandmitte als die
in der unteren Spur. Folgendes Diagramm veranschaulicht die Blockstruktur und die
Reihenfolge, in der dagl-Band gespeichert wird.

B_3 B_» B_1, By | B Bo Bs

P P PY PY * P

®
®
J

Py o——0 =19 Py

Die Blocke werden jedoch nicht volistdig gelillt, sondern vor und nach jedem
Simulationszyklus einell-Schrittes wird folgend@lockbelegungsbedingur{gBB)
gelten, die sich auf die dualen®lkeB_; undB; bezieht: kir jeded > 0 sind entweder
in B; undB_; die unteren Spuren belefiialancierte Belegung)der einer der Ricke
ist vollstandig belegt und der andere Block ist vdlistlig frei:
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// // // //
%
//;//
A7/ /
/// //;/
NN/
B Bi

Im Block By ist immer das untere Feld belegt und das obere Feld tmitschriftet.

Die Blockbelegung ist so gewhlt, dass bei einer Rechts- (bzw. Links-)verschie-
bung nur die Bdcke bis (einschlie3lich) zum ersten nicht vdistlig belegten Block
Bi (i > 0) und deren duale Bcke B_j (1 < j <i) neu beschriftet werden imssen.
Realisiert wird dabei die Rechtsverschiebung durch die folgdha@peration (fir
das entsprechendg Angewendet werden kann d&-Operation(i > 0) nur, falls
By, ...,Bj_1 vollstandig belegt sindB; nicht vollstindig belegt ist, und BBB gilt (d.h.
B-1,...,B_(i—y) sind frei und aufB_; und B; trifft eine der beiden ersten oben sche-
matisch dargestellten Situationen zu). BeOperation schreibt dann die Inhalte der
BlockeBy,...,Bj_1 in die unteren Spuren vdsy,...,Bj_1 und in die untere Spur von
B, falls diese frei ist, sonst in die obere Spur. Weiter wird die obere SpuBugn
falls diese belegt ist, sonst die untere Spur, in die unteren SpureB.von,...,Bo
geschrieben (jeweils in der richtigen Reihenfolge). Linksverschiebungen werden durch
symmetrisch definiertB_;-Operationen realisiert.

Fur i = 3 lasst sich (in AbAngigkeit von der Belegung vd) die B;-Operation
wie folgt schematisch darstellen: Die Belegung

B_3 B_» B_1, By | B; B, Bs
B 4 //; 7
/

gehtiber in
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und die Belegung

B_3 B, B.1i, By, B B Bs
V /
A
/ /
gehtiiber in
B,3 B,2 B,1 BO B]_ Bz Bg
*
/ /
/] / /

Wichtig ist festzuhalten, dass nach einer RechtsverschiebungdgereinerB;-
Operation die BBB wieder hergestellt ist und die8keBs, . .., B;_1 balanciert belegt
sind. Um zu sehen, das die verschobenen Daten an démgeinten Stellen exakt Platz
finden, beobachtet man den folgenden Zusammenhang zwischeamtgell(B;) und
der GRReG(B;) (Anzahl der unterzubringendén-Buchstaben)ir die verschiedenen
Blocke (wobei > 1):

L(Bg) =G(By) =20=1
L(By) =21 (4.4)
G(Bsi) =2-L(Byj) =2

i—1
G(Bo) +...+G(By(i_1)) = %zi =2 -1 (4.5)
=

L(By)+...+L(Bj) = i 2-1-2 1 4.6
(B1) +...+L(B) ]Zl (4.6)

Wir beschreibemM’ nun genauer (jedoch nicht formal) um den Zeitbedarf Min
absclatzen zu Bnnen. Dabei betrachten wir zachst didnitialisierungsphaseind das
Anlegen der Blockstruktur
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Die Eingabe wird in Spurendarstellung und geghder Blockstruktur kodiert, wobei
die hierzu erforderlichen Bcke zusammen mit den dualerbBken durch Markierung
(mit Hilfe des Alphabets, z.B. auf einer Zitglichen Spur) des jeweilsussersten Fel-
des eines Blocks kenntlich gemacht werden. Bei der erstmaligen Blockbelegung wird
dabei stets die balancierte Belegung gaii
Bei Eingabeg; . .. as wird also beispielsweise das Eingabeband in

B_3 B.o B_1, By B1 B, B3

*

b|b|b|b| b| bl b|] bjaa|& |8 |& | 8&| b | b

konvertiert und die zu den andereaBlern getirenden Spuren auf dem selben Ab-
schnitt geschaffen, wobei die unteren Spuren dort durchgehend mit Blanks beschriftet
sind.

Wird im Laufe der Rechnung der bereits konvertierte Bandteil verlassen, so wird
— bevor weitergerechnet wird — zaichst der Achste Block und der dazu duale Block
geschaffen und balanciert mit Blanks beschriftet.

Bei der Schaffung neuer Btke gehtM’ dabei wie folgt vor: Wird der konvertierte
Bereich rechts (links: symmetrisch) — etwa am Ende von BBck — verlassen, so
werdenB; und B_; wie folgt installiert: ErreichtM’ von links kommend einen noch
nicht konvertierten Buchstaben, so erkennt es hieran, dass ein neuer Block geschaffen
werden muss. Es merkt sich den Zustandr die sgter fortzusetzende Rechnung)
und RAuft zur Bandmitte zuirck, wobei es die ziickgelegte WegstreckR&' auf Band
2 markiert. Nach (4.4) und (4.6) ist dieahge vorW gerade die Bnge der neu zu
schaffenden Ricke B; und B_j. M’ kann also als &chstes an das linke konvertierte
Bandende laufen, doB_; installieren (gleichzeitiges Durchlaufen vgwh auf Band 2
gibt die Lange an), dann analog am rechten EBdmstallieren und schlief3lich (unter
gleichzeitigem bschen voW auf Band 2) auf das erste Feld vBpzuriicklaufen, um
die eigentlich Rechnung fortzusetzen.

Hierzu wird der Weg vom rechten Ende vBnzum linken Ende voiB_; in jede
Richtung einmal durchlaufen. Nach (4.4) und (4.6) erfordert das geradB;8 Schrit-
te. Da nur Bbcke erzeugt werden, von dengnein Feld benutzt, ist (wiederum wegen
(4.4) und (4.6)) die Bnge des konvertierten Bandes dur¢infbeschankt. Es folgt,
dass die Initialisierungsphase und deatsp wahrend der Simulationsphase entstehen-
de Zeitbedarf zur Schaffung der Blockstruktur lineat(n) beschéankt ist und daher
bei der Analyse der gesamten Laufzeit vernaskigt werden kann.

Um den Zeitbedarf der Simulationsphase zu bestimmen beobachten wilMtlass
zur Simulation eineM-Schrittes in einem Schritt Zustand und Bandinschriften ak-
tualisieren kann. (Zu Beginn und Ende eines Simulationszyklus sférauf Feld
0, das alleM-Arbeitsfelder enthlt.) Der Zeitbedarf wird also im Wesentlichen da-
durch bestimmt, wieviel Zeit die Simulation der Bewegungen der einzéih&ander
erfordert. Da die Anzahl der @der konstant und die Simulation von Rechts- und
Linksverschiebungen symmetrisch ist, §ghes also eine Zeitschranke derdGen-
ordnungO(t(n) - log(t(n))) fur die Simulation aller Rechtsverschiebungen auf einem
festen Band nachzuweisen. Hierzu gghes wiederum die bétigte Zeit fir die zu
den Rechtsverschiebungen zugebenB;-Operationen entsprechend abzugekn.
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D.h. zum Nachweis der gdéimschten ZeitschrankéfM’ geriigt es fir

#3i(n) = maximale, theoretisch agliche Anzahl von erforderli-
chenB;-Operationen bei der Simulation vivi fir eine
Eingabe der Bngen (furr ein festesvi-Band)
B3 = erforderliche Zeit zur Augthrung eineB;-Operation

Zu zeigen, dass

.2#&(0) TR € O(t(n)-log(t(n))) 4.7)

gilt.

Zum Beweis von (4.7) erinnern wir uns zichst, dass ein Block; nur dann ge-
schaffen wird, wenn das erste Feld vBnvon M benutzt wird, also eine Adresse
< t(n) hat. Wegen (4.6) bedeutet dies, dass:2(n) alsoi < log(t(n)) gilt. Fir i mit
i > log(t(n)) gilt deshalb ;(n) = 0 weshalb wir in (4.7) die obere Summationsgrenze
beschénken lbnnen:

log(t(n))

g#ﬁi(n) IR < ; #Bi(n) - 1B

Zur Absctatzung der verbliebenerB#n) erinnern wir uns weiter, dass nach einer
B;-Operation die BdckeBs,...,Bj_1 nur unten belegt sind. Eine weitelBg-Operation
wird aber erst dann wieder erforderlich, wenn diesécRé vollsindig belegt sind.
Hierzu ist aber die Simulation von

L(By)+...+L(B_1)=2"1-1

(vgl. (4.6)) Rechtsverschiebungen notwendig. Zwischen By&perationen lie-
gen also mindestens ebensovikleSchritte, weshalb

t(n
() < 5 o

gilt. SchlieRlich Kbnnen wir den Zeitaufwant3; einerB;-Operation linear in der
Blocklangel (Bj) = 21 absclatzen. Hierzu geilgt es zu beobachten, dass wegen (4.4)
und (4.6) die Gesanithge der BickeB_j, ..., B; linear inL(B;) beschankt ist und die
bei derB;-Operation erforderlichen Datenverschiebungen einen Zeitaufwand linear in
der Daterhinge sowie der Distanz der Verschiebung (beides wiederum dyih
linear beschinkt!) haben. Den Inhall der BlbckeBy, .. .,Bj_1 kdnnen wir ramlich
in %|W| Schritte in der richtigen Reihenfolge unter gleichzeitigedsthen auf Band 2
kopieren und dann — wiederum unter gleichzeitigeds¢hen und wiederum i@(|w|)
Schritten — zuiick in die geviinschten Spuren der&keBy, ... ., B; schreiben. Déaw| €
O(L(Bi)), geriigt der erste Teil deB;-Operation also der gdimschten Zeitschranke.
Fur den zweiten Teil zeigt man dies entsprechend.

Durch Einsetzen der nachgewiesenen Schranke#} (n) undtf; erhalten wir
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log(t(n)) log(t(n)) t(n) i
#i(n) - < 51+ 0(2)
izi | | G 2711
log(t(n))
< O(t(n))
i=
= O(t(n)-log(t(n)))
und damit den Nachweis von (4.7). Dies beendet den Beweis. O

4.8 KOROLLAR. Fiir jede rekursive Funktiont gilt
(N,D)TIME(t(n)) € (N,D)TIME,(O(t(n)log(t(n)))).

Es ist unbekannt, ob sich der 2. Bandreduktionssatz varrhkasst. Ebensowenig
wissen wir, ob durch Reduktion auf eined@ere (konstante) Zahl vonaBdern eine
schnellere Simulation glich ist.



