3. Zeit- und Platzkomplexitat

Die wichtigsten Kostenfaktoren einer Maschinenrechnund deren Lange (Re-
chenzeit) und deren Speicherbedarf. Wir fuhren hier diesstenfunktionen fur Tu-
ringmaschinen ein und benutzen diese dann, um ProblemeRumdtt{onen) nach ih-
rer (Berechnungs-)Komplexitat zu klassifizieren. Hiérwerden wir die worst—case—
Komplexitat betrachten, d.h. die maximalen Kosten, dieHiegaben einer gegebe-
nen Lange entstehen. Im folgendenidei (X, m, T,k,I",Z, 7y, d) ein deterministischer
Transduktor bzwM = (£, m k,I",Z, 2y, E, d) ein (deterministischer oder nichtdetermi-
nitischer) Akzeptor beliebigen Typs.

Wir betrachten zunachst die Zeitkomplexitat, das wolldagendste Kostenmal3.

3.1 DerFINITION. Die Rechenzetimey vonM ist eine partielle Funktion
timey : ()™ — N.

Fur deterministischeB! ordnet timg jeder Eingabev € (Z*)™ die Lange der Rech-
nung vonM bei dieser Eingabe zu, falls diese endlich ist, und ist sandefiniert.
Fur einen nd. AkzeptoM und eine vonM akzeptierte Eingab@ ist timey (W) die
Lange der kirzesten akzeptierenden RechnundWdei dieser Eingabe; und fur eine
nicht akzeptierte Eingabg ist timey (W) die Tiefe des Rechenbaums vighbei dieser
Eingabe, falls dieser Baum endlich ist, und andernfallsfingert.

Ist timey (W) undefiniert, so bedeutet dies, dass das ErgebnisMdiei Einga-
bew nach endlich vielen Rechenschritten noch nicht vorliegiskalb wir manchmal
timey (W) T mit timey (W) = o identifizieren.

3.2 LEMMA. Die Rechenzeitmey : (£*)™ — N ist eine partiell rekursive Funktion,
die genau fir die Eingab&ndefiniert ist, fir dieM konvergiert. Die Funktiotimey, ist
also genau dann total, webhhtotal ist. Weiter gilt, dass der Graph vimey, rekursiv
istt.

BEWEISIDEE Ist M deterministisch so simuliert man zur Berechnung von (e

die Rechnung voM bei Eingabev und zahlt dabei die Rechenschritte. Terminiert die
Rechnung, gibt man die Gesamtschrittzahl aus. Anderri&ltimey (W) undefiniert.
Um "timey (W) = |” zu testen, verfahrt man entsprechend, bricht die Siraraber
nach maximal + 1 Schritten ab und akzeptiert genau dann, wénm Schrittl stoppt.

1ist timey total, so gilt letzteres trivialerweise, da der Graph jetdéal rekursiven Funktion rekursiv ist.
Der Graph einer partiell rekursiven Funktion ist aber iwa. iekursiv aufzahlbar. (S. Vorlesung “Einfilhrung
in die Theoretische Informatik”.)
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Im allgemeinen Fall, d.h. bei nd, erzeugt man zur Berechnung von tig{&)
zunachst durch einen Breitendurchfaden Rechenbaum RBW) bis man die erste
Endkonfiguration findet oder bis der Baum vollstandig egtést. Die Rechenzeit ist
dann die Tiefe des mit der gefundenen Endkonfiguration reeski Knotens bzw. die
Tiefe des Rechenbaums. (Wird die Eingabe verworfen undeisBdum unendlich, so
bricht dieses Verfahren nicht ab und tign@v) ist undefiniert.)

Um "timewn (W) = |” zu entscheiden, geht man entsprechend vor, kann aber die Er
zeugung des Rechenbaums bei Erreichen der Tigfé abbrechen, da der Teilbaum

RBww), von RBv (W) der Tiefel ausreicht, um die Frage "tinggw) = I” zu beant-
worten.

Die beschriebenen Verfahren sind effektiv, also nach Gisaieer These durch ge-
eignete Formalisierung in Turingmaschinenprogrammesizbar. O

Als nachstes definieren wir (asymptotische) obere Scleraifitr die Rechenzeit
einer totalen Maschine. Hierbei fassen wir alle Eingabeereiange zusammen und
betrachten den ungiinstigsten Fall alsow@st-case-Komplexit. (Die Lange einer
mehrstelligen Eingabe legen wir hierbei als die Summe degen der einzelnen Kom-
ponenten plus der Anzahl der erforderlichen Trennzeiclesh)fDa die Rechenzeit
stets eine rekursive Funktion ist, geniigt es hierbei gkeiSchranken zu betrachten.

3.3 DEFINITION. Seit: N — N eine total rekursive Funktion. Die totale TM ist
t(n)-zeitbeschiinkt falls

[oe]

YW = (Wq,...,Wm) € (Z)™ (timem (W) <t(jwa|+ -+ [Wm| +m—1)). (3.1)

Fur 1-stellige Eingabew fordert man also, daf? timgw) < t(|w|) fast Uberall gilt.

Die Komplexitat einer rekursiven Sprachedrder Funktionf definieren wir durch
die Komplexitat der sie erkennenden bzw. berechnenderchiiaan. Da es i.a. keine
besten Losungen gibt, ist die Komplexitat hier nicht dueine Kostenfunktion, son-
dern durch eine Klasse von Kostenfunktionen bestimmt.ddigerhalt man obere und
untere Komplexitatsschranken fur die Sprath@ind entsprechend fur die Funktion

f):

e Eine rekursive Funktion: N — N ist eineobere (Kosten-) Schranlitér L, wenn
es eineo(n)-(kosten)beschrankte totale Maschine gibt,lderkennt.

e Einerekursive Funktion: N — Nist eineuntere (Kosten-) Schrankiér L, wenn
fur jedek(n)-(kosten)beschrankte totale Maschine, ldierkenntu <, k gilt.

Offensichtich giltu <;y. o fur jede untere Schrankeund obere Schranke fur
L. Will man die Komplexitat vorL. moglichst genau beschreiben, so mufd man also
den “Abstand” zwischen den nachweisbaren unteren und olSaieranken moglichst
klein machen. Eine gute obere Schrake erhalt man hierlrehdtdie Angabe einer
moglichst effizienten Maschine zur Erkennung ofund der Komplexitatsanalyse der
Maschine). Gute untere Schranken sind meist sehr viel schger zu bekommen, da

2Beim Breitendurchlaufwird der Rechenbaum beginnend bei der Wurzel TiefenstufeTiéfenstufe
von links nach rechts durchlaufen. Beifiefendurchlaufvird zunachst der am weitesten links liegende Pfad
durchlaufen, dann der nachste Pfad u.s.w. Wahrend déeBderrchlauf auch bei unendlichen Rechenbaum-
en das vollstandige Durchlaufen des Baumes garantiértj&tler Knoten wird nach endlich vielen Schritten
erreicht), erreicht man beim Tiefendurchlauf den Teilbawchts der ersten unendlichen Rechnung nicht.
Wir sagen anschaulich auch, daf? wir die Rechnurggallel (Breitenduchlauf) bzwsequentiell(Tiefen-
durchlauf) verfolgen.
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hier Aussagen uber die Komplexitdter Maschinen, did. erkennen, gemacht werden
mussen. In den Fallen, in denen man nichttriviale untete&ken beweisen konnte,
gelang dies in der Regel mit (z.T. extrem schweren) kombnsthen Argumenten.
Fur viele interessante Sprachen scheinen jedoch die Methooch zu fehlen, um die
vermuteten optimalen unteren Schranken auch nur annégemeise zu beweisen.

Sprachen und Funktionen, die einer oberen Komplexithtaske geniigen, fassen
wir in Komplexititsklasserzusammen. Hierbei werden wir uns auf den 1-dimensiona-
len Fall beschranken und nur Funktionen tiber einem Alptaifd.h. mit Definitions-
und Wertebereich iix*) betrachten. Im Falle deeitkomplexitsklasserbetrachten
wir als Rechnermodell on—line Vollband—Turingmaschiri2ie. dariiberhinaus mogli-
chen Typenunterschiede werden in der Definition reflektiert

3.4 DEFINITION. SeiXy dasm-are Alphabet und sdi: N — N eine total rekursi-
ve Funktion. Diedeterministischézw. nichtdeterministische Zeitklasse von Sprachen
UberZy, mit Schranke(n) ist durch

DTIMEM(t(n)) = {AC % : Es gibt eine deterministische(n)-
zeitbeschrankte on-line \ollband-Turingmaschine
M, die A erkennt

bzw.
NTIMEM(t(n)) = {ACZ : Es gibt eine nichtdeterministischgn)-
zeitbeschrankte on-line \ollband-Turingmaschine
M, die A erkennt

definiert. Entsprechend ist difeterministische Zeitklasse von Funktiotiger >, mit
Schranke tn) durch

FDTIME™(t(n) = {f: — Zi: Es gibt eine deterministisch&(n)-
zeitbeschrankte on-line Vollband-Turingmaschine
M, die f erkennt

definiert. Lassen wir in obigen Definitionen nur TuringmasenM mit fester Band-
zahl k zu, so fugen wir den resultierenden Komplexitatsklassen Indexk hinzu

(OTIME™ (t(n)),...).

Wir werden uns auf die Analyse der Sprachklassen bescananikd die Funkti-
onsklassen nur als Hilfsmittel hierzu verwenden. Zur f@ahung der Notation be-
schranken wir uns hierbei in der Regel auf das binare Alphém = 2) und lassen
dann den Parameterin der Definition der Komplexitatsklassen weg. (Die Aussag
lassen sich alle auh > 2 und in der Regel auch aui= 1 Ubertragen.) Wir erhalten
dann folgende triviale Beziehungen zwischen den Zeitklagsvobei (N,D) TIME fur
NTIME oder DTIME steht, TIMEy fur TIMEk (k> 1) oder TIME, und : N — N
undt’ : N — N total rekursive Funktionen sind):

(N,D)TIME(t(n)) € (N,D)TIMEy, 1(t(n))
| J(N,D)TIME(t(n)) = (N,D)TIME(t(n)) (3.3)

1>1
t <tu. t = (N,D)TlME(k) (t(n)) - (N,D)TIME(k)(t’(n)) (34)
REK= [(J DTIME(t(n))= |J NTIME(t(n)) (3.5)

teFREK teFREK
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Hierbei folgen (3.2) und (3.3) aus der Tatsache, dal jedermaistische Akzeptor
auch ein nd. Akzeptor ist und jedeiBand-Akzeptor algk + 1)-Band-Akzeptor inter-
pretiert werden kann, der dés+ 1)-te Band nicht benutzt. (3.4) folgt aus der Tatsache,
daB furn <¢; t’ jedert(n)-zeitbeschrankte Akzeptor autkn)-zeitbeschranktist. Zum
Nachweis von (3.5) zeigt man

REKC |J DTIME((n))C |J NTIME(t(n)) C REK
teREK teREK

wobei diese Inklusionen leicht aus Lemma 3.2 bzw. (3.2) hzamma 2.7 und den
entsprechenden Definitionen folgen.

Wir wenden uns nun der (Speicher-)Platzkomplexitat zwn@satzlich ist der
Platzbedarf einer deterministischen Maschihdei Eingaben die Anzahl der in der
Rechnung bei dieser Eingabe benutzten Felder. Bei nictd@tistischenM beriick-
sichtigt man hierbei jedoch nur den Platzbedarf von furAlkseptanzverhalten rele-
vanten Rechnungen: Akzeptiditdie Eingabe, betrachtet man die akzeptierende Rech-
nung mit minimalem Platzbedarf. Wird die Eingabe verworanmaximiert man tiber
den Platzbedarf aller Rechnungen. (D.h. schrankt mareberjmoglichen Rechnung
den zur Verfugung stehenden Platz entsprechend ein, sodias dazu fuihren, dass
gewisse Rechnungen nun nicht mehr durchgefiihrt werdanédd@ Bricht man diese
bei Platziiberschreitung ab und rechnet sie als verwerfen@ndert dies jedoch nichts
am Akzeptanzverhalten der Maschine.)

Bei der Festlegung des Platzbedarfs einer Turingmasdhihaben sich — z.T. in
Abhangigkeit vom Typ vorM — gewisse Konventionen herausgebildet, die wir in der
formalen Definition auch hier befolgen wollen. So werdendfieline-Turingmaschinen
das Ein- und Ausgabeband bei der Berechnung des Platzbeueint beriicksichtigt.
Weiter summiert man den Platzbedarf auf den einzelnen &anoicht auf, sondern
betrachtet den maximalen Platzbedarf auf einem der Atisgiger Ahnlich zerlegt
man ein Vollband in seine linke und rechte Halfte und magitniden Platzbedarf auf
diesen Teilen.

Zur formalen Definition des Platzbedarfs véh ordnen wir zunachst jedem-
Konfiguration ihre Grof3e zu und bestimmen den Platzbedaef eendlichen Konfi-
gurationenfolge.

3.5 DerINITION. Die Grof3e da) einerM-Konfigurationa ist die kleinste Zahg €
N, sodass fur jedes Arbeitsbaffl p) von a gilt:

() VzeZ(|Z > g= f(2) =h)

(i) |pl<g

Fur eine endliche M-Konfigurationenfolge= as, . .., ay ist derPlatzbedarf spad®)
von Rdefiniert als

max{g(ai),...,9(an)}.

3.6 DEFINITION. Der Platzbedarfspacg der Turingmaschine Mst eine partielle
Funktion
spacg : (Z)™ —N.

Fur deterministischell ordnet spagg jeder Eingabav € (*)™ den Platzbedarf der
RechnundR von M bei dieser Eingabe zu, falRendlich ist, wahrend fur unendliches
R spacg (W) undefiniert ist. Fur einen nd. Akzeptdt und eine vornM akzeptierte
Eingabew ist
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spacg (W) = inf{spac€R) : Rakzeptierende Rechnung vivhbei Eingabev}
wahrend fiir eine nicht akzeptierte Eingaie

spacg; (W) = sup{g(a) : a € RBuy(W)},
falls RBy (W) endlich ist, und andernfalls spag@) undefiniert ist.

Man beachte, dass der Platzbedarf einer on-line-Maschimhdlie Eingabenlange
nach unten beschrankt ist, dies fur off-line Maschinanjedoch nicht gilt.

Statt spagg(W) T schreiben wir mitunter auch wieder spg¢@) = . D.h. wir
interpretieren den Platzbedarf einer unendlichen Readfpals unendlich, obwohl —
im Falle einer Endlosschleife — die Konfigurationengrafdeiner unendlichen Rech-
nung durchaus beschrankt sein kann. ESchleifetritt in einer Rechnung auf, wenn
sich eine Konfiguration ilR wiederholt. (Fir einen off-line-Transduktbt geniigt das
Vorkommen zweier Konfigurationen in der Rechnung, die sishim Ausgabeband
unterscheiden.) Isk deterministisch, so wird in diesem Fall die Schleife, d.ie d
Konfigurationenfolge zwischen erstem und zweitem Auftreter Konfiguration nach
dem zweiten Auftreten iR, permanent wiederholEpdlosschleifg Ist M nichtdeter-
ministisch, so kani selbst endlich sein, aber der Rechenbaum enthalt diedgore
dierende Rechnung mit Endlosschleife, hat also unendligkfe. Mogliche Schleifen
in Rechnungen missen wir auch beim Beweis des folgendemasrberiicksichtigen,
das das Analogon von Lemma 3.2 fiir die Platzkomplexitat is

3.7 LEMMA. Der Platzbedarépacg, : (Z*)™ — N von M ist eine partiell rekursive
Funktion, die genau fir die Eingab@ndefiniert ist, fir dieM konvergiert. Die Funk-
tion spacegy ist also genau dann total, welhtotal ist. Weiter gilt, dass der Graph von
space, rekursiv ist.

Zum Beweis des Lemmas benotigen wir die Beobachtunges stagohl der Platz-
bedarf wie auch das Akzeptanzverhalten einer Maschinegruderen schleifenfreien
Rechnungen abhangt, und dass sich die Lange einer ssifleiien Rechnung effek-
tiv in deren Platzbedarf beschranken lasst. HierbesheiseM-Konfigurationenfolge
schleifenfrei wenn die in ihr vorkommenden Konfigurationen paarweissclgeden
sind, wobei im Falle von off-line Transduktoren sich der &hsthied nicht nurim Aus-
gabeband findet.

3.8 LEMMA. SeiR eine endliche Rechnung v bei Eingabew, die mit der Konfi-
gurationa endet. Dann gibt es eine schleifenfreie RechrimgpnM bei Eingabew,
die ebenfalls mit der Konfiguratiam endet und nur Konfigurationen aRenthalt.

BEWEIS. Die Menge alleMM-Rechnungen bei Eingalie die mita enden und nur
Konfigurationen auR enthalten, ist nicht leer, dR selbst zu dieser Menge gehort.
Wahlt manR’ als Rechnung minimaler Lange aus dieser Menge, SR istegen der
Minimalitat schleifenfrei undrk’ hat die gewtinschten Eigenschaften. O

3.9 LEMMA. SeiM ein nichtdeterministisch&rBand-on(off)-line Turingakzeptor, sei
W eine Eingabe fiiM der Gesamtlanga und seim > 1. Dann gilt fur die Anzahl
konv (W, m) derM-Konfigurationen, die in einévl-Rechnung bei Eingabk vorkom-
men kénnen und deren Gréf3e duralbeschrankt ist,

konv (W, m) < (n+2)2°™,
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wobei sich die KonstanteeffektivausM berechnen lasst.

BEWEIS. Seizdie Anzahl der Zustande vaw, g die Grof3e des Bandalphabets, und
k die Anzahl der Bander. Dann lasst sich, unter der AnnalgizesM on-line arbeitet,
die Anzahl deM-Konfigurationena von M der GroRe< m durch das Produkt der
folgenden Parameter beschranken:

konw (W, m) < z(2m— 1)¥(g?™ 1)k,

Hierbei istz die Anzahl der moglichen Zustande van2m-+ 1 die Anzahl der mogli-
chen Positionen des Arbeitsfeldes auf einem der Bandesédimuss zwischen(m—
1) und+(m— 1) liegen) undy®™* die Anzahl der moglichen Inschriften eines Bandes.
Da sich die Konstanten g undk ausM ergeben, kann man aus dieser Abschatzung
effektiv eine Konstante mit

kony (W, m) < 2°M

berechnen. Im Falle einer off-line-Maschilemuss man diese obere Schranke noch
mit denn+ 2 moglichen Positionen des Lesekopfes auf dem Eingabehaltiplizie-
ren. O

BEWEIS VONLEMMA 3.7. IstM deterministisch, so kbnnen wir wie im Beweis der
entsprechenden Aussge fur die Zeitkomplexitat verfahra allgemeinen Fall, d.h. bei
nd. M, muss man das dort verwendete Verfahren etwas modifiziararspacg (W)

fur gegebenesv zu berechnen: Zunachst durchlauft man wieder den Reclwenb
RBwm (W) der Breite nach bis man die erste Endkonfiguratidimdet oder bis der Baum
vollstandig erzeugt ist. (Bricht dieses Verfahren nidhtso ist spagg(W) undefiniert.)
Bricht das Verfahren ab, ohne dass eine Endkonfiguratiamglein wurde, so verwirft
M die Eingaber und wir erhalten spaggw), indem wir die maximale GroR3e der in
dem konstruierten Rechenbaum RBV) vorkommenden Konfigurationen bestimmen.
StofRen wir auf eine Endkonfiguratien so betrachten wir die Rechnuigdie zua
fuhrt und bestimmen deren PlatzbedaxfDie Zahlm ist dann eine obere Schranke
fur spaceg, (W), da — im Falle der Akzeptanz — spggev) als der minimale Platzbedarf
einer akzeptierenden Rechnung definiert ist. Um festdasatabb es eine akzeptieren-
de Rechnung mit geringerem Platzbedarfralgibt, benutzen wir die beiden gerade
gezeigten Lemmata. It eine akzeptierende Rechnung mit minimalem Platzbedarf
m' < m, so ist nach Lemma 3R schleifenfrei, weshalb die Lange v&nach Lem-
ma 3.9 durch = (n+ 2)2°™ beschrankt ist, wobei siohaus der Beschreibung v
ergibt undn die Eingabenlange ist. Die Schrarikist also berechenbar und wir kdnnen
spacg (W) berechnen, indem wir den Baum RB®) bis zur Tiefet erzeugen und den
minimalen Platzbedarf der in diesem Teilbaum vorkommeradeeptierenden Rech-

nungen berechnen. Um "spgg@v) = 1” zu entscheiden, geht man entsprechend vor.
Hier gentigt es den Teilbaum Ry von RBy (W) der Tiefet’ = (n+ 2)2% zu erzeu-
gen. 0

Platzbeschrankte Turingmaschinen und die Platzkomplskiassen definiert man
entsprechend wie bei der Rechenzeit. Bei den Platzkonttskiassen gehen wir je-
doch von off-line-Turingmaschinen aus, um auch nichtt&visublineare Platzschran-
ken zu erhalten.

3.10 DEFINITION. Seis: N — N eine total rekursive Funktion. Die totale TM ist
s(n)-platzbeschinkt falls

VW= (W, Win) € (Z°)™ (SPacR (W) < S(Wa| + -+ || +m—1)).  (3.6)
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3.11 DEFINITION. Seizy dasm-are Alphabet und sei: N — N eine total rekursive
Funktion. Diedeterministischdozw. nichtdeterministische Platzklasse von Sprachen
UberZm mit Schranke @) ist durch

DSPACE™(s(n)) = {AC I : Es gibt eine deterministisches(n)-
platzbeschrankte off-line Vollband-Turingmaschine
M, die A erkennt

bzw.

NSPACE™(s(n)) = {AC 5 : Es gibt eine nichtdeterministischen)-
platzbeschrankte off-line Vollband-Turingmaschine
M, die A erkennt

definiert. Entsprechend ist daeterministische Platzklasse von Funktioridrer >,
mit Schranke @) durch

FDSPACE™(s(n)) = {f:= — =¥ Es gibt eine deterministische(n)-
platzbeschrankte off-line Vollband-Turingmaschine
M, die f erkennt

definiert. Lassen wir hierbei nur Turingmaschimddmit fester Bandzah zu, so fiigen
wir den resultierenden Komplexitatsklassen den Irdexzu (DSPACé”) (t(n)),...).

Die in (3.2) — (3.5) festgestellten Beziehungen zwischemd&schiedenen Zeit-
klassen gelten fiir die Platzklassen ebenfalls, d.h. étegilltig, wenn wir durchgehend
TIME durch SPACE ersetzen.

Im Rest dieses Abschnittes zeigen wir noch, dass der geavislialschinentyp (off-
line vs. on-line und Vollband vs. Halbband) bei der Definitider Zeit- und Platz-
komplexitatsklassen im wesentlichen vernachlassigtem kann. Nur fur sublinea-
re Platzschranken ist es entscheidend, dass man off-lisei\en betrachtet, da fir
on-line Maschinen durch Einbeziehung der Eingabenlanghd Platzkosten solche
Schranken nicht moglich sind. Die sonst auftretendenngen Verschiebungen bei
den Kosten konnen wir durch das Phanomen der linearen Korigsbarkeit bzw. Be-
schleunigung abfangen.

3.12 LEMMA. (&) Zujedem(n)-zeit- unds(n)-platzbeschranktexHalbband-Tu-
ringakzeptoM kann man effektiv einen aquivalenteiBand-Turingakzeptavn’
angeben, der ansonsten von demselben TypMii und deft(n) + 3)-zeit- und
max(s(n), 1)-platzbeschrankt ist.

(b) Umgekehrt kann man zu jedettn)-zeit- unds(n)-platzbeschrénktek-Band-
TuringakzeptoM effektiv einen aquivalentek-Halbband-Turingakzeptdn’
vom ansonsten gleichen Typ angeben, der wiedafmyzeit- unds(n)-platz-
beschrankt ist.

BEWEISIDEE. Zum Beweis von (a) beobachtet man, dass man eine Halbbishkit T
als Vollband-TM auffassen kann. Probleme gibt es dann nemnW auf einem Band
das Feld -1 besuchen mochte. Bei der Halbband-TM filhrizdasinem Fehlerstopp
ohne Ausfuhrung des letzten Befehls, wahrend die Vollb&M den Befehl regular
ausfuihrt. Dieses unterschiedliche Verhalten elimimesn dadurch, dasd’ bevor es

mit der Simulation vorM beginnt, auf jedem Arbeitsband das Feld -1 mit einem neuen
Zeichenx ¢ I beschriftet (was 2 zusatzliche Schritte kostet).
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Zum Beweis von (b) konstruieren wid’ so, dass es mit dem gefalteten Band von
M arbeitet. D.h. eine Bandinschrift

-2 -1 0 1 2

aziai1|la | a | a

vonM wird durch das Halbband

reprasentiert, das aus zwepurenbesteht, wobei die obere Spur die rechte Half-
te, die unter Spur die gespiegelte linke Halfte des ursglithen Bandes beschreibt.
Formal bedeutet dies, dass man das Bandalptidlven M’ als

M =TU x D) U x {*})

wahlt. Im Zustand merkt sichl’ dann, ob dat-Arbeitsfeld auf der oberen bzw. unte-
ren Spur des korrespondierendéhArbeitsfeldes liegt. (D.hZ' = (Z x {o,u}¥)U{z}
wobeizy wiederum der Startzustand v ist.) Bei noch nicht in Spurdarstellung vor-
liegenden, mia beschrifteten Feldern, verrat der Zustand, ob diesg@attg bzw. (b, a)
zu lesen sind und die entsprechende Ersetzung wird im tegicBshritt vorgenommen.
Beim Start wird entsprechend die Randmatle die untere Spur von Feld 0 geschrie-
ben. Im Falle einer 1-Band-TM bedeutet dies z.B., dass jede Instruktion mit einer
Linksbewegung

(za,4,-1,2)€d

durch die Instruktionen

((z0),(a%),(a %), +1,(zu))

((Z, 0)7 (a, 5‘)7 (év N)v -1, (27 0))

(zu),(&a),(848),+1,(zu)
((z0),a,(&b),-1,(20))
(zu),a,(b&),+1,(zu))

fur alled e I ersetzt wird. Fuez = z5 (unda = b) kommt weiter noch die Instruktion
(20,2,(8,%),+1,(Zu))

hinzu. (Hiermit wird im ersten Rechenschritt die Randmarke die untere Spur von
Feld 0 gesetzt.) O
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3.13LEMMA. (&) Zu jedent(n)-zeit- unds(n)-platzbeschrénktek-(Halb-)Band
on-line TuringakzeptoM kann man effektiv einen aquivalenten off-line Tu-
ringakzeptoM'’ vom ansonsten gleichen Typ angeben, (tler) + 2n+ 2)-zeit-
undmax(s(n),n+ 1)-platzbeschrénkt ist.

(b) Umgekehrt kann man zu jedein)-zeit- unds(n)-platzbeschranktek-(Halb-
)Band off-line TuringakzeptoM einen aquivalenteiik + 1)-(Halb)Band on-
line TuringakzeptoM’ vom ansonsten gleichen Typ angeben téiey-zeit- und
max(s(n),n+ 1)-platzbeschrankt ist.

BEWwEISIDEE. Der off-line TuringakzeptoM’ zur Simulation des on-line Turingak-
zeptoradM kopiert zunachst das Eingabeband auf das erste ArbedgBan 2 Schritte)
und arbeitet dann wisl. Der on-line AkzeptoM’ zur Simulation des off-line Akzep-
tors M arbeitet wieM, wobei M’ sein erstes Arbeitsband wi sein Eingabeband
behandelt und die weiteren Bander.2,k+ 1 wie M’ seine Arbeitsbander, 1. k. O

Zur Motivation der Wahl des off-line-Maschinenmodells ber Platzkomplexitat
beobachten wir zunachst, dass sublineare Zeitschrankérinu Falle von on-line-
Maschinen geeignet zu definierende sublineare Platzdatmawereits zu konstanten
Zeit- bzw. Platzschranken fuhren.

3.14 LEMMA. Sein > 0 und seM ein totaler Akzeptor, der eine 1-stellige Sprache
akzeptiert und der keine Eingabe der Langellsténdig einliest (d.h. das Feld direkt
hinter der Eingabe wird nicht besucht). DannN&étO(1)-zeitbeschrankt und — falls
wir dem Platzbedarf nur die Arbeitsfelder im Laufe der Raafm zugrundelegen —
O(1)-platzbeschrénkt. Weiter lasst sich die Wrakzeptierte Sprache darstellen als

L(M) =FuJwz", (3.7)
wel
wobeiF C <", | CZ=" undwXZ* = {wv:ve X*}.
BEWEIS. Fir ein gegebenes Wowi der Langen verhalt sichM bei Eingabewv
flr jedesv € Z* genauso wie bei Eingabs. Rechenzeit und Speicherbedarf sind
daher durch die endlich vielen Eingaben der Larga bestimmt und damit durch

eine Konstante beschrankt. Die Darstellung (3.7) i) ergibt sich, wenn man
F={w:|w|<n&weL(M)}undl ={w:|w|=n& weL(M)} wahlt. O

3.15 Sx1z. Die folgenden Zeitkomplexitatsklassen fallen zusamimen
DTIME(O(1)) = NTIME(O(1)) = DTIME (n) = NTIME (n) (3.8)

und sind echt in der Klas$®REG der reguléaren Sprachen (iber dem binaren Alphabet)
enthalten.

3Hierbei benutzen wir folgende Schreibweise. Fiir eine $é&svon Schrankenfunktionen bezeichnet

DTIME(F) = | J DTIME(f(n))
feF

(und entsprechend fur die anderen Komplexitatsklassen)
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BEWEISIDEE. Die Gleichheit der Sprachklassen in (3.8) ergibt sich wigtf Nach
Definition sind diese Klassen beziglich der Inklusion vimkd nach rechts gordnet.
Da nach Lemma 3.14 die Sprachen in NTIiE die Gestalt (3.7) haben, genugt es
also zu zeigen, dass jede Sprachen von diesem Typ in DTO(B) liegt, d.h. von
einer deterministischen Turingmaschine in konstanter&@&annt wird. Da die in der
Darstellung (3.7) vorkommenden MengErund| endlich sind, ist dies aber klar, da
man fur eine Eingabe nur entscheiden muss, @bin F oder ein Anfangsstiick von
w in | liegt. Zum Beweis des zweiten Teil des Satzes muss man dacin zeagen,
dass die Sprachen vom Typ (3.7) regular sind, es aber asdéseregulare Sprachen
gibt, die nicht von diesem Typ sind. Ersteres ergibt sichdmusTatsache, dass endliche
Sprachen regular sind, dass fur jedes Wotie Sprachevz* regular ist und dass die
Klasse der regularen Sprachen gegen Vereinigung abgasseinl ist. Ein Beispiel fur
eine regulare Sprache tiber dem binaren Alphabet, di@ m@m Typ (3.7) ist, ist die
Menge{0}* aller Unarwborter. O

Betrachten wir off-line Turingmaschinen, so kbnnen wim-Gegensatz zu den obi-
gen Ergebnissen fur on-line Maschinen —mit sublinearatzBthranken nicht-regulare
Sprachen erkennen.

3.16 LEMMA. (i) REGC DSPACK1)
(i) {0"1"0":n> 0} € DSPACEO(logn))
Da die Sprach¢0"1"0" : n > 0} nicht kontextfrei ist, zeigt letzteres, dass
DSPACHO(logn)) Z KF,
also insbesondere mit (i) dass

REGc DSPACKHO(log(n))).

BeEwEISIDEE. Teil (i) folgt aus der Beobachtung, dass ein endlicher Mmabgera-
de ein off-line Turingakzeptor ist, der die Eingabe einma Vinks nach rechts liest
(“read once”) und dann sofort akzeptiert oder verwirft oltie Arbeitsbander be-
nutzt zu haben. Ei®(log(n))-platzbeschrankter off-line Akzeptd fur die Sprache
{0"1"0": n > 0} priift zunachst, ob die Eingabe von der Forfa™' ist. (Hierzu wer-
den die Arbeitsbander nicht benotigt.) Dann schrébzunachst Bifn) auf sein 1.
und 2. Arbeitsband. Hierzu inkrementiévt beim Einlesen von '0fiir jede gelesene
Null das Binarwort. D@ Bin(n)| € O(log(n)) bleibtM hierbei innerhalb der zulassigen
Platzschranke. Durch schrittweises Dekrementierentt&stdann, ob die folgenden
Teile 1™ und d der Eingabe jeweils Langehaben. (Details £Jbungen.) m

3.17 BEMERKUNG. Wie obiger Beweis zeigt, kann eir@log(n))-platzbeschrankte
off-line TM bis n zahlen. Im folgenden wollen wir dies voraussetzen, wealsa nur
Platzschrankes(n) > log(n) betrachten. Fur Ergebnisse Uber kleinere Platzschranke
sei auf die Literatur verwiesen. Insbesondere kann mar(ini@&ntsprechung zu Lem-
ma 3.14 fur die Zeit) zeigen, dass [dag(n))-platzbeschrankte off-line Akzeptoren
bereits konstant beschrankt sind, also

DSPACK]Iog(log(n))) = DSPACEO(1))

gilt (s. Literatur).
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Zum Abschluss bemerken wir noch, dass es in der Regel getditgtund Platz-
schranken bis auf einen linearen Faktor zu bestimmen.

3.18 :A1z. (LINEARE KOMPRESSION Seis: N — N eine schwach monotone, un-
beschrankte, total rekursive Funktion und séi 1. Dann kann man zu jedes(n)-
platzbeschrankten off-line Turingakzepkbreffektiv einen équivalente(l% s(n))-platz-
beschrankten Turingakzeptdf des gleichen Typs angeben. Insbesondere gilt daher

(N,D)SPACEy)(s(n)) = (N,D)SPACEy)(O(s(n))).

BEWEISIDEE. Die MaschineM’ fasstm-Blocke(m > 2 fest) von Feldern voM auf
einem Band, d.hm benachbarte Felder, zu einem Feld zusammen. Formal bédeute
dies, dass das Bandalphalbétvon M’ neben dem Blankzeicheémalle m-Tupel von
Buchstaben aus als Buchstaben enthalt:

r"=r"u{b}.

Im Zustand merkt sicM’ dann die lokale Positiop desM-Arbeitsfeldes innerhalb des
M’-Arbeitsfeldes auf jedem Ban@(=Z x {1,...,m}, z, = (2,1,...,1)). M’ simu-

liert dann Schritt-fur-SchritM auf dieser geanderten Bandstruktur. Fur eine 1-Band-
MaschineM (undm > 2) wird dabei z.B. eine Instruktion

(za,4,+1,2) €

von M mit Rechtsbewegung durch folgenig-Instruktionen ersetzt (fur £ p < m
unda;j € I'):
((Za p)a (a17 s aap—la aa ap+17 s aam)a (a17 s aap—la éa ap+17 s aam)vov (27 p+ 1))
((zm), (a,...,8m-1,a), (a1, ..,8m-1,4),+1,(Z 1))

und zusatzlich fua=b
((27 1)7 b7 (é7 b7 M b)707 (A7 2))
((zm),b,(b,...,b,8),+1,(21)).
Da der Platzbedarf voll’ durch
1
= s(n)+1
beschrankt ist, erhalt man die Behauptungrfik= c+ 1. O

3.19 3ATz. (LINEARE BESCHLEUNIGUNG Seit : N — N eine total rekursive Funk-
tion mitn € o(t(n)) (d.h.t ist hyperlinear) und sei > 1. Dann kann man effektiv zu
jedent(n)-zeitbeschranktekrBand on-line Turingakzeptdf mitk > 2 einen &quiva-
lenten Turingakzeptd¥’ des selben Typs angeben, (%elc(n)—zeitbeschrénkt ist.

BEWEIS. Wir benutzen die Blocktechnik aus dem vorhergehenden Beieh. wir
wahlenm > 2 und definieren
rM=rurm

Da die Eingabe nun auf dem Arbeitsband steht, benotigerisirl C " oder zu-
mindestz U {b} C I'", und wir miissen die Eingabe zunachsiriBlockform bringen,
bevor wir mit der eigentlichen Simulation va beginnen konnen.
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In dieserlnitialisierungsphaséopiertM’ die Eingabe von Band 1 im-kompakti-
fizierter Form auf Band 2 unter gleichzeitigem Ldschen dandBnschrift 1. Dies er-
fordert bei einer Eingabe der Langen genaun+ 1 Schritte. Danach wird der Kopf
auf Band 2 noch vor die kompaktifizierte Eingabe gesegtzt-@ Schritte). (In der fol-
genden Simulationsphase interpretidftBand 12,3,...,k als Band 21,3,...,k von
M.) Die Initialisierungsphase erfordert also insgesamt

n .
n+ — + 3 Schritte.
m

In der Simulationsphase arbeitdt in den im folgenden beschriebenen Zyklen (fester,
von munabhangiger Lange!), die eine Teilrechnung Wbieschreiben, in deren Ver-
lauf (auf einem Band) das Arbeitsfeld den aktuellen Bl&gk und dessen linke und
rechte Nachbarblockig, bzw. Br verlasst oder stoppt (im Bild fur Blocklange= 4
und ein Band veranschaulicht, fur den Fall, dass die Biditiks verlassen werden):

BL Bm Br

| * (3.9)

BL Bwm Br

!

Da (beim Nichtstoppenyl hierfur B oderBr vollstandig durchlauft, also zumin-
destm Schritte bendtigt, kdnnen wivl hier beschleunigen, indem win grof3er als
die Zyklenlange voM’ wahlen. Da obige Teilrechnung v nur von der Belegung
der jeweiligen BlockeB| , By, Br auf jedem Band abhangt und auch nur diese Blocke
verandert werden, karM’ diese Teilrechnung in maximal 8 Schritten simulieren:

1. LeseBy und gehe nach rechts aBg.

2. LeseBgr und gehe nach links aty.

3. Gehe nach links au; .

4. LeseBy, aktualisiereB_ und gehe nach rechts aBf;.
5. AktualisiereBy und gehe nach rechts aBg

6, AktualisiereBg und gehe nach rechts, falls neues Arbeitsfeld recht8gdqoder
falls M stoppt). Andernfalls:

6, AktualisiereBgr und gehe nach links atfy .

7, Gehe nach links aus, .
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8, Gehe nach links.

Die Simulationsphase erfordert also insgesamt

8
< .
<= t(n)+8

Schritte, weshalb1’ insgesamt’(n)-zeitbeschrankt ist fir
t'(n) = L +3+§ t(n)+8< (2n+ 11)+E t(n)
o m m - m

Da nach Annahma € o(t(n)), alsodn <t t(n) fur alled > 1 gilt, gilt insbesondere
(fur d = 6¢)

1
2n+11<;y 3n<iq. %t(n).

Wahlen wir also die Blocklange alsm = 16- ¢, so erhalten wir insgesamt

1 8 1
!
<ti — — ==
t'(n) <tq. 2Ct(n)+ 16Ct(n) Ct(n),
so dasd’ die gewiinschte Beschleunigung aufweist. O

3.20 BEMERKUNG. Lineare Kompression und Beschleunigung werden oft aliInd
gesehen, dass die Turingmaschinenkomplexitat nichistisgh ist, da fur Programme
auf einem realen Rechner solche linearen speed-ups naditah sind. Hierbei muss
man jedoch bericksichtigen, dass das Turingmaschineekbnns nicht einen Rech-
ner sondern eine Familie von Rechnern gibt, die sich in dactigkeit der einzelnen
Schritte wesentlich unterscheiden. Vergrof3ern wir dazd@phabet, so kdnnen wir in
einem Feld mehr Information speichern, die wir gleichegjpiarallel) in einem Schritt
verarbeiten kdnnen. Die in den obigen Beweisen vorgenamnvergroRerung des
Bandalphabets stellt daher debergang zu einer machtigeren, schnelleren Hardware
dar.

Anders ausgedriickt: Wirden wir die Kosten mit der Gro@eBhndalphabets mul-
tiplizieren, ware ein linearer speed-up wie oben nicht nmetiglich.



