2. Turingmaschinen

Zur Formalisierung von Algorithmen benutzen wir hier Tgpinaschinen. Von den
vielen Varianten dieses Konzeptes, die sich in der Literfihden, greifen wir das
Konzept der on-lin&-Band-Turingmaschinen mit Programmen aus bedingten Anwei
sungen heraus. Wir werden dieses Konzept zunachst intléthn formal beschreiben,
und schlieBlich aus ihm die Grundbegriffe der Berecherditatheorie ableiten. Bei
den anderen Turingmaschinen-Varianten, die wir in derééarhg benutzen werden,
begniigen wir uns mit der intuitiven Beschreibung.

Allgemein ist eine Turingmaschiri eine Rechenmaschine, dieSchrittenarbei-
tet. Die durchlaufene Schrittfolge, genaR@chnunghangt dabeii.a. von der Eingabe
ab, muss aber durch diese nicht eindeutig festgelegt seindi2 Maschine kannicht-
deterministisci{nd) sein. Ist die Rechnung durch die Eingabe eindeutig festgeto
spricht man von einedeterministischefidet) Maschine. Ziel der Rechnung kann die
Uberfilhrung der Eingabe in eine Ausgabe sein (Mterechnet eine Funktion; man
nenntM dann einerTransduktoy oder die Feststellung, ob die Eingabe eine vorgege-
bene Eigenschaft hat (d.Nl 10st ein Problem oder erkennt eine Sprache; man nennt
M dann einerAkzeptoy.

Bei den Funktionseinheiten einer Rechenmaschine untidssthman zwischen
demSpeicheund derkontrolle oderSteuerungletztere bestehend aBsogrammund
Zeiger auf die nachste auszufuhrende Instruktnogrammzustand

Bei einer Turingmaschine besteht der Speicher aus eirtenf@szahl von {uring-)
Bandern Diese sind inFelder eingeteilt und nach beiden Seiten unbeschrankt. Jedes
Feld kann einen Buchstaben aus einem vorgegebBaadalphabetufnehmen. Zu
jedem Zeitpunkt der Rechnung sind jedoch nur endlich vielelér belegt, d.h. der
Speicher(inhalt) ist stets endlich. (Aus notationelletigten werden wir in der forma-
len Definition leere Felder mit defreerzeicherfblank) beschriften.)

Zu jedem Band gibt es eindrese-Schreibkopéier auf ein Feld (daArbeitsfeld
zeigt, und dieses lesen und (anschlieRend) tiberschrk#yen Weiter kann in jedem
Schritt jeder Kopf um ein Feld nach links bzw. nach rechtsdmgwerden.

Die Kontrolle der Maschine befindet sich zu Beginn jedes Rasbhrittes in einem
von endlich vielen moglicheAust&inden wobei ein Zustand alStartzustandin dem
jede Rechnung beginnt, ausgezeichnet ist. Pagrammbestimmt die in den einzel-
nen Schritten auszufihrenden Speicheroperationen undathsten ZustandNgch-
folgezustanyider Kontrolle. Dabei werden in Abhangigkeit des alten tands und
der Inschriften der Arbeitsfelder deren neue Inschrifieru¢ckbefehle) und Positionen
(Bewegungsbefehle) sowie der neue Zustand festgelegrraltiv kann das Programm
in bestimmten Situationen das Stoppen der Maschine vessera

Die Eingabe wird auf das erste Band rechts des Arbeitsféiddsn ansonsten lee-
ren Speicher geschrieben. Bei mehreren Eingaben werdse diech Leerfelder ge-
trennt. Die Ausgabe (bei einem Transduktor) wird am EndéReehnung dem letzten
Band entnommen und befindet sich dort wieder rechts vom Asfledd.
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2.1 DEFINITION. a) Seik > 1 und seierx, T Alphabete. Einanichtdeterministische
(nd.) k-Band-Turingmaschine M zur Berechnung einer nligésl Funktion f:
(Z)M— T* ist ein 8-Tupel

M=(ZmTKkT,2Z2,95)
mit folgenden Komponenten:

e X ist dasEingabealphabet

e mist die Stelligkeitder zu berechnenden Funktion,
e T ist dasAusgabealphabet

e kist dieBandanzah|

e [ ist ein Alphabet miUT C T undbe ' — (XUT), dasBandalphabet
wobeib dasLeerzeicherfblank) ist,

e Zist eine endliche Menge, genannt diestandsmenge
e 7 ist ein Element aug, genannt deStartzustand

e Jist eine Relation au x Mk x Mk x Bewk xZ, genannt daRrogramm wobei
Bew={-1,0,+1} die Menge deBewegungeist. (Hierbei steher-1,0,+1
fur Linksbewegung, Stehenbleiben und Rechtshewegundpeschreiben die
von diesen Kopfbewegungen bewirktddressinderunger(siehe unten) des
Arbeitsfeldes.)

b) Einend. k-Band-Turingmaschine M zur Erkennung einer m-setli§prache IC
(Z*)Mist ein 8-Tupel
M = (z7 m7 k7r7Z7ZO7E75)7

wobeiZ. mk ", Z 75,0 wie oben definiert sind un& eine Teilmenge voiZ ist,
genannt die Menge déndzusindevon M.

c) Die MaschineM ist deterministischfalls furi € {0,1} und
vV =(Z,a,...,a,a,. . ..&a,j,...j.2)ed
mit W0 2 V! gilt, dass(2, a3, ...,a0) # (Z.a1,...,a}).

Statt Turingmaschine schreiben wir haufig kurz TM. Das Paogn é einer nd.
TM M gibt man meist in Tabellenform oder als Liste der ElementeEam Element/
von 4 nennt man entsprechend eiRmgrammzeileder eindnstruktionvon é (oder
M). Fur eine Instruktion

(zag,.... a8, ... 81, k. 2)

nennen wir(z,as, . ..,ax) denBedingungsund (&y,...,4, j1,---, jk,2) denOperati-
onsteil da ersterer festlegt, ob die Instruktion in einer Situattmwendbar ist und
letzterer die Wirkung der Instruktion beschreibt. Furedatinistisched legt der Be-
dingungsteil einer Instruktion diese eindeutig fest. Hiehreibt man daher das Pro-
grammd haufig auch als partielle Funktigh: Z x K — Mk x Bewk x Z.

Zur formalen Beschreibung der Arbeitsweise der TuringrizmedV definiert man
die moglichen Zustande, in denen sighbefinden kann, als Konfigurationen vivh
und bestimmt mit der 1-Schrittrelation die vom Progra@nm einem Schritt erlaub-
ten Konfigurationsiilbergange. Die Rechnung ergibt siecindaeraus durch Iteration.
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Zur Beschreibung dieser Konzepte nummerieren wir die Fedttees jeden Turing-
bandes (mit den ganzen Zahlen) durch, wobei das ArbeitzielBeginn der Rech-
nung die Nummer O erhalt. Diese Ordnungszahl eines Feldesam wir auch des-
senAdresse Man beachte, dass eine elementare Links- bzw. Rechtsbegegnes
Lese-Schreibkopfes gerade dem De- bzw. InkrementiereAdessse des zugehori-
gen Arbeitsfeldes entspricht. (Diese Entsprechung habehevder oben gewahlten
Notation der Bewegungsbefehle bereits beriicksichtigah beachte auch, dass die
Adressierung nur zur Beschreibung der Arbeitsweise deingaraschine dient, von
dieser jedoch nicht verwendet wird.

2.2 DEFINITION. SeiM einek-Band-TM wie in Definition 2.1.

a) Eine M-)Bandinschriftist eine Funktionf : Z — I', wobei f(z) = b fir fast alle
ze Z. Ein (M-)Bandist ein Paar(f, p), wobei f eine Bandinschrift ung eine
ganze Zahl, di€osition des Arbeitsfeldest. Die Menge derl-)Bander wird mit
TBMm bezeichnet.

b) Eine (M-)Konfigurationist ein (k+ 1)-Tupel (z,B1,...,Bk) € Z X TBK,, bestehend
aus einemM-Zustand unck M-Bandern. Mit KONs = Z x TBE; bezeichnen wir
die Menge deM-Konfigurationen.

c) Die Startkonfiguratiorvon M bei Eingaben = (wy,...,Wn) € (£*)M ist die Konfi-
guration
aM(W) = (207(fW7O)7(fA70)7"'7(f)\70))

wobei
fa (M +3) =wi(s)

fur1<l<m,m=|wy|+---+|w_1|+I (alsony = 1) und 0< s < |wi| und
fa(z2) =b
sonst; undfy (z) =bflralleze Z.

Konfigurationen schreiben wir meist weniger formal, indemfinr jedes Band den
relevanten Bandteil, der die beschrifteten Felder und dheifsfeld enthalt, angeben.
Hierbei unterstreichen wir die Inschrift des Arbeitsfeddend schreiben den Zustand
unter das Arbeitsfeld des ersten Bandes. Die Startkonfigaren (W, ..., Wm) lasst
sich dann folgendermalRen beschreiben:

b wibws...bwnb
b

o ---

2.3 DEFINITION. SeiM einek-Band-TM wie in Definition 2.1.

a) Die 1-Schrittrelatior=y C KONp x KONy von M ist definiert durch:

(Zv (fla pl)v"'a(fka pk)) =M (25 (flv ﬁl)v"'v(fkv pk))
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g.d.w. es Buchtstabem,...,ax € ' und Bewegungen,...,ix € Bew gibt, sodass
folgendes gilt:

(27 fl(pl)?"' 3 fk(pk)7a17"' )ak7i17"'7ik72) 6 57

f(2) = fi(z) fallsz#p
" a fallsz=p

P =p+i
wobei 1< | <Kk.

b) Sinda undfB M-Konfigurationen, so heis@& Nachfolgekonfiguratiomon a, falls
o =m B gilt. Besitzta keine Nachfolgekonfiguration, so igt eine Stoppkonfigu-
ration. Ist der Zustand vomr eine Endzustand, so ist ein Endkonfiguration(lst
M ein Transduktor, so ist keifd-Konfiguration eine Endkonfiguration.)

c) Die Mehrschrittrelation=>\; von M ist der reflexive und transitive Abschluss von
=w. Gilt a = B, so heissp ausa erreichbarodera in 8 tiberfihrbar. Ist 8 aus
der Startkonfiguratiomy (W) erreichbar, so heis§ (bei Eingaben) erreichbar

d) EineM-Konfigurationenfolgest eine endliche oder unendliche Folge (..., an
bzw.aq, as,...) vonM-Konfigurationen, in der (mit Ausnahme der ersten Konfigu-
ration) jede Konfiguration Nachfolgekonfiguration der vendehenden Konfigura-
tion ist. DieLangeder Konfigurationenfolge, ..., an istn— 1, und wir sagemr,

ist ausa; in n— 1 Schritten erreichbaund schreiben hierfiory n:_>1M On.

e) Eineunendliche M-Rechnunigei Eingabew = (ws,...,wn) ist eine unendliche
M-Konfigurationenfolge, die mitny (W) beginnt und die keine Endkonfiguration
enthalt. Eineendliche MRechnung bei Eingab® ist eine endliche, miti (W)
beginnendé/-Konfigurationenfolgens, ..., a;, deren letztes Glied; eine Stopp-
oder Endkonfiguration ist und die bis auf moglicherweisdeine Endkonfigura-
tion enthalt. Istay Endkonfiguration, so heisst die Rechnualkgeptierendsonst
verwerfend Die Langeeiner Rechnung ist die Lange der zugehorigen Konfigura-
tionenfolge.M terminiert oderkonvergiertbei Eingabew, falls es bei dieser Ein-
gabe eine akzeptierendié-Rechnung gibt oder allM-Rechnungen endlich sind;
andernfalldivergiert M bei Eingabew.

f) Der RechenbaurRBy (W) von M bei Eingabex ist der Baum, dessen Knoten mit
M-Konfigurationen wie folgt markiert sind. Die Wurzel ist ndiér Startkonfigura-
tion am (W) markiert. Ist ein Knoten mitr markiert, so hat dieser Knoten so viele
Sodhne, wien Nachfolgekonfigurationen besitzt, und diese sind mit dechiftage-
konfigurationen vorm markiert.

g) M heissttotal, wennM bei jeder Eingabe konvergiert.

Ist die zugrundegelegte TM1 aus dem Kontext klar, so lassen wir in den oben
eingefiihrten Notationen den Verweis adfweg. Man beachte, dass 2 B genau

dann gilt, wenroa = 3, a Y B g.dw.a = B,unda = B g.d.wa = B fureinn> 0.
Weiter beobachtet man, dass die Knoten der Tieifa Rechenbaum RB(W) mit
den Konfigurationea markiert sind, die auayu (W) in n Schritten erreichbar sind, und
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dass daher (bei Identifizierung des Rechenbaumes mit défaakserungen vorkom-
menden Konfigurationen)

RBw(W) = {a: aw(W) = a}
gilt. Die Akzeptanz kdnnen wir daher auch mit Hilfe véndurch
W e L(M) < 3a (am (W) = a & a ist Endkonfiguratioh (2.1)

ausdriicken, d.hM akzeptiert die Eingab@, wenn bei dieser Eingabe eine Endkonfi-
guration erreichbar ist.

Weiter beachte man, dass die unendlichen bzw. endlivh&echnungen bei einer
Eingabew gerade die von der Wurzel ausgehenden unendlichen bzwnameslatt
endenden Pfade im Rechenbaum\R®&) sind. IstM deterministisch, so besitzt jede
Konfiguration hochstens eine Nachfolgekonfiguration ivedises zu jeder Eingabe ge-
nau eineM-Rechnung gibt (unt konvergiert entsprechend genau dann, wenn diese
Rechnung endlich ist). Hier degenerieren die Rechenb&iBygW) also zu jeweils
einem Pfad, d.h. haben Verzweigungsgrad 1. Fir nichtahéntéstischesM kann man
dem Programnd eine obere Schrankec N fur die Anzahl der Nachfolgekonfigura-
tionen einer Konfiguration entnehmen, woraus man eine tmgaSchranke fur den
Verzweigungsgrad der Rechenbaume Wbrerhalt. (Man kann hierbed als die ma-
ximale Anzahl von Instruktionen ik mit identischem Bedingungsteil wahlen.) Nach
Konigs Lemma sind daher Rechenbaume, die nur endliche Rechnungenltentha
ebenfalls endlich.

Im Falle von Transduktoren definieren wir die berechnetekBan nur fur den
deterministischen Fall. FIM = (X, m, T ,k,[",Z,7,0) ist dies eine partielle Funktion
f:(Z)™— T*, wobei f (W) genau dann definiert ist, wenn die Rechnung Mbbei
Eingabew endlich ist. In diesem Fall ist(W) das langste Wort auE*, das am Ende
der Rechnung auf dem letztes k-ten) Band rechts des Arbeitsfeldes steht.

2.4 DEFINITION. a) Die von der det. TMM = (£, m,T,k,I",Z,7,,0) berechnete par-
tielle Funktion reg : (Z*)X — T* ist definiert durch:

(i) resv (W) ist genau dann definiert, wenn di&-Rechnung bei Eingab& end-
lich ist.

(i) Ist ay,...,a; die M-Rechnung bei Eingab®, ist
ar = (z (f1,p1),-- - (fk, PK))
und istq die kleinste Zahb> px mit fx(q) € T, so ist
resu(W) = fu(pk+1)... fi(a—1).
(Istg— 1< px+ 1, so bedeutet dies, dassyi€®) = A.)

b) Eine (partielle) Funktiorp : (X*)X — T* ist (partiell) Turing-berechenbaoder
(partiell) rekursiv; wenn sie von einer deterministischen Turingmaschinedbere
net wird.

1Konigs Lemma besagt, dass jeder endlich (nicht notwendigise beschrankt) verzweigende unend-
liche BaumB einen unendlichen Pfad besitzt. Die Anfangsstiickes | n = w(0)...w(n) von w definiert
man induktiv, wobei man (mit Hilfe des Auswahlaxioms) sictellt, dass der Teilbaum unterhalb win
unendlich ist.
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Man beachte, dass fgsgenau dann total ist, wenMl total ist. Nach Church-
scher These sind die (partiellen) Turing-berechenbarektianen genau die (partiel-
len) Funktionen, die durch einen Algorithmus berechnetleaikdnnen. Man beachte,
dass bei einer totalen Turing-berechenbaren Funktion disckine bei jeder Eingabe
den Funktionswert nach endlich vielen Schritten ausgibt.éner partiellen Turing-
berechenbaren Funktion kann die Rechnung jedoch bei Eémgéilir die die Funktion
nicht definiert ist, unendlich sein.

Bei der Erkennung von Sprachen lassen wir auch nichtdetéstisiche Maschi-
nen zu, indem wir festlegen, dass eine Eingabe zu der ersai8grache genau dann
gehort, wenn es zumindest eine Rechnung gibt, die die Bmghkzeptiert.

2.5 DEFINITION. a) Die von der Turingmaschind = (X, mk,I",Z, z,,E, &) erkann-
te (m-dimensionale) SprachéM) C (Z*)™ ist die Sprache

L(M) = {We (Z)™: M akzeptiertw}.

Hierbeiakzeptiert Mdie Eingaben, falls es eine akzeptierende Rechnung %bn
bei Eingabav gibt.

b) Eine Sprache ist Turing-aufahlbaroderrekursiv aufahlbar (r.a.), falls L von ei-
ner deterministischen Turingmaschine erkannt wirigt Turing-entscheidbaoder
rekursiv;, wennL von einer totalen deterministischen Turingmaschine arkaird.

Man beachte die i. a. bestehende Asymmetrie in der DefindemAkzeptierens
und Verwerfens einer Eingabedurch die Maschindl. Lediglich fur totales determi-
nistischeaM besteht hier eine Symmetrie, da es hier eine durch die Emgataeu-
tig festgelegte endliche Rechnung gibt und die letzte Kaméiion dieser Rechnung
das Akzeptanzverhalten bestimmt (namlich bei einer Enfigaration akzeptiert, bei
einer Nicht-Endkonfiguration verworfen wird). ISt determinstisch aber nicht total,
so erfordert die Akzeptanz wieder eine endliche (mit einedk®nfiguration enden-
de) Rechnung, wahrend das Verwerfen auf zwei Arten realigierden kann, namlich
durch eine endliche (mit einer Nicht-Endkonfiguration emt Rechnung oder durch
eineunendlicheRechnung. Bei nichtdeterminstischéikann bei Eingabe! ein Teil
der Rechnungen akzeptieren, ein Teil verwerfen. Hier darén die akzeptierenden
Rechnungen, d. h. die Eingabe wird akzeptiert, wenn wesngstine Rechnung akzep-
tierend ist. Die Eingabe wird also nur verworfen, wenn alecRhungen verwerfend
oder unendlich sind. Bei der Definition der Totalitat nadtierministischer Maschinen
haben wir dieses Akzeptanzkriterium beriicksichtigt:alitit garantiert, dass bei je-
der Eingabe das Akzeptanzverhalten nach endlich vielenit&shfeststeht, obwohl
unendliche Rechnungen zugelassen werden.

Die Unterschiede beim Akzeptieren durch totale und ni¢httodeterministische
Turingmaschinen sind verantwortlich fir den wesentliclierschied zwischen einer
rekursiven und einer rekursiv aufzahlbaren Spradchien Falle der Rekursivitat lasst
sich fir jede Eingabe nach endlich vielen Schritten die Frage beantworten, ob das
Wortw zu der Spraché gehort oder nicht, wahrend im Falle der rekursiven Ahfza
barkeit solch eine Antwort nur im positiven Fall (d.h. fitre L) nach endlich vielen
Schritten erfolgen muss, im negativen Fall die Maschine abhendlich lange laufen
darf ohne eine Antwort zu geben.

Nach Churchscher These sind die rekursiven bzw. rekurérahibaren Sprachen
gerade die effektiv entscheidbaren bzw. aufzahlbareac®n (siehe "Einfilhrung in
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die Theoretische Informatik”). Aus Bequemlichkeit werdgnhaufiger auf diese The-
se zuriickgreifen und die Rekursivitat oder rekursivezaibarkeit von Sprachen nur
anschaulich nachweisen.

In der Definition der rekursiven und r.a. Sprachen hattemweh nichtdeterministi-
sche Turingmaschinen verwenden kdnnen. Um dies zu zaigéinjeren wir zunachst:

2.6 DEFINITION. Zwei TuringmaschineM und M sind aquivalent falls sie diesel-
be partielle Funktion berechnen (im Falle von Transduktpbew. dieselbe Sprache
erkennen (im Falle von Akzeptoren).

2.7 LEMMA. Zu jedem (totalen) nichtdeterministischen Turingakzeptaibt es ei-
nen aquivalenten (totalen) deterministischen TuringakarM.

BEWEISIDEE Bei Eingabe® simuliert M die MaschineM, indem es den Rechen-
baum RBy (W) der Breite nach durchsucht und genau dann akzeptiert, werine
Endkonfiguration findet. IsM total, so ist die Maschin&! ebenfalls total: Akzep-
tiert M die Eingabew, so besitztM bei dieser Eingabe eine akzeptierende Rechnung,
weshalbM nach endlich vielen Schritten die zugehorige Endkonfitjomefindet und
ebenfalls akzeptiert; akzeptiévt die Eingabe nicht, so ist nach Definition der Totalitat
jedeM-Rechnung bei dieser Eingabe und damit auch der Rechenlpasgesamt end-
lich, weshalbM die Simulation nach endlich vielen Schritten abschliet verwirft.

Die Rekursivitat von zahlentheoretischen Funktionen Methgen definieren wir
Uber deren Binarkodierung.

2.8 DEFINITION. Eine (partielle) Funktiorf : N" — N ist (partiell) rekursiy; falls die
Funktionf : (Z3)" — =5 mit f(my,...,mn) = f(my,...,my) (partiell) rekursiv ist. Eine
Menge A C N" ist rekursiv (rekursiv aufahlbar), falls die n-dimensionale Sprache
A={(my,... ;M) (My,...,my) € A} rekursiv (rekursiv aufzahlbar) ist.

Mit PFREK!™, FREK!™, REK™, RA™ bezeichnen wir die Klassen der partiell
rekursiven Funktionen bzw. total rekursiven Funktiogen ;)™ — Z;, und der rekur-
siven bzw. r.a. Teilmengen vofr;)™. Fir 1-stellige Funktionen bzw. Mengen uber
dem binaren Alphabet lassen wir die Paramgter 1 undn = 2 weg. Nach Definition
2.8 werden letztere Funktionen und Mengen weiterhin mieddiberN identifiziert.
Die wichtigsten Eigenschaften der (partiell) rekursiveimigionen und der rekursiven
und r.a. Mengen, die wir bendtigen werden, werden wir indkinitt 4 zusammenfas-
sen.

Neben der oben definierten on-likeBand-TM benutzen wir folgende Varianten
(die Formalisierung iiberlassen wir alsung):

1. off-line-TuringmaschinerHier werden di& Arbeitsi&nderdurch einEingabe-und
ein Ausgabebandrganzt. Auf das Eingabeband darf nur lesend zugegrifeeden,
wobei der Lesekopf uneingeschrankt bewegt werden darf.d&s Ausgabeband
darf nur geschrieben werden, und zwar nur Buchstaben aus\degabealphabet,
und der Schreibkopf darf nicht nach links zuriickgesetatder. Zu Beginn der
Rechnung wird die Eingabe auf das Eingabeband geschriBlasrErgebnis ist die
Inschrift des Ausgabebandes am Ende der Rechnung. (Baneikzeptor fehlt
natirlich das Ausgabeband.)
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2. Halbband-Turingmaschineflier sind Turingbander unbeschrankt nur nach rechts
hin. Die Adressierung der Felder erfolgt also durch dieifetien Zahlen. Verlangt
das Programm bei Arbeitsfeld 0 eine Linksbewegung, so wiedzdgehorige In-
struktion nicht ausgefuihrt und es kommt zu einem (Fetfopp (mit Verwerfen
der Eingabe im Falle eines Akzeptors).

Der Typ einer Turingmaschine wird durch den Ein-Ausgabemechamsgon-line vs.
off-line), das Bandformat (Vollband vs. Halbband), und debeitsmodus (det. vs.
nd.) festgelegt. Im folgenden wird eine Turingmaschine eanmine deterministische
on-line-Maschine sein, wenn nicht ausdriicklich andesaige



