
1. Wörter und Sprachen

Als Daten werden wir Wörter über einem festen Alphabet betrachten. Probleme
werden dann durch Sprachen, d.h. Mengen von Wörtern repräsentiert. In diesem Ab-
schnitt führen wir diese Konzepte ein und fassen deren später benötigte Eigenschaften
zusammen.

1.1 DEFINITION. Ein Alphabet(Σ,<) ist eine endliche, nichtleere MengeΣ zusam-
men mit einer totalen Ordnung< auf Σ. Die Elemente vonΣ heißen dieBuchstaben
(Symbole)des Alphabets.
Ein Wort über dem Alphabet(Σ,<) ist eine Folge überΣ, d.h. eine endliche Folge von
Buchstaben ausΣ. Die Menge aller Wörter überΣ wird mit Σ∗ bezeichnet.
EineSprachëuber dem Alphabet(Σ,<) ist eine Menge von Wörtern über diesem Al-
phabet, d.h. eine Teilmenge vonΣ∗.

Kleine Buchstabena,b,c vom Anfang des Alphabets reservieren wir für Buchsta-
ben, kleine Buchstabenu,v,w,x,y,zvom Ende des Alphabets für Wörter. Sprachen be-
zeichnen wir mit großen (kursiven) BuchstabenA,B,C, . . . , Mengen von Sprachen, die
wir auch kurzKlassennennen, mit großen (normalen) Buchstaben A,B,C, . . . . Klei-
ne Buchstabenk, l ,m,n aus der Mitte des Alphabets werden in der Regel natürliche
Zahlen beschreiben.

Geben wir ein Alphabet(Σ,<) durch Auflisten der Buchstaben an, so geschieht
dies immer bzgl. der zugrundegelegten Ordnung: FürΣ = {a0, . . . ,an} gilt a0 < a1 <

· · · < an. Häufig lassen wir in der Bezeichnung eines Alphabetes die Ordnung< weg,
falls diese implizit bekannt oder (an dieser Stelle) unwesentlich ist.

Ein Alphabet mitn Buchstaben heißtn-äres Alphabetund wird mitΣn bezeichnet.
Insbesondere sindΣ1 = {0} undΣ2 = {0,1} dasunärebzw.binäreAlphabet.

Die leere Folge über einem AlphabetΣ nennen wir dasleere Wortund schreiben
hierfürλ . Die Länge|w| eines Wortesw ist die Anzahl der inw vorkommenden Buch-
staben´, d.h.|λ |= 0 und|b1 . . .bn|= n für w= b1 . . .bn mit bk ∈ Σ (1≤ k≤ n). Istw ein
Wort der Längen, so bezeichnen wir mitw(k) denk+1-ten Buchstaben vonw (k < n),
d.h.w = w(0) . . .w(1).

Weiter benutzen wir folgende Notation

• Σ+ = Σ∗−{λ} ist die Menge der nichtleeren Wörter über dem AlphabetΣ.

• Σn = Σ=n = {w∈ Σ : |w| = n} ist die Menge der Wörter der Längen überΣ.

Entsprechend enthaltenΣ<n und Σ≤n die Wörter über dem AlphabetΣ, deren Länge
kleiner bzw. kleiner oder gleichn ist. Man beachte, dass eskn Wörter der Längen über
demk-ären AlphabetΣk gibt, also

‖Σn
k‖ = kn (1.1)
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gilt. Insbesondere gibt es nur ein Unärwort der Längen, nämlich das ausn Nullen
bestehende Wort 0n, während für mehrbuchstabige Alphabete die Anzahl der W¨orter
der Längen exponentiell inn wächst. Für die Wörter bis zu einer gegebenen Länge
ergibt sich hieraus entsprechend

‖Σ<n
1 ‖ =

n−1

∑
m=0

‖Σm
1 ‖ =

n−1

∑
m=0

1 = n = ‖{00
,01

, . . . ,0n−1}‖ (1.2)

‖Σ<n
2 ‖ =

n−1

∑
m=0

‖Σm
2 ‖ =

n−1

∑
m=0

2m = 2n−1 (1.3)

Die grundlegende Operation auf Wörtern ist dieVerkettungoderKonkatenation◦, an-
schaulich das Hintereinanderschreiben der Wörter. Für nichtleere Wörteru = a1 . . .am

undv = b1 . . .bn gilt u◦ v = a1 . . .amb1 . . .bn während die Konkatenation eines belie-
bigen Wortesw mit dem leeren Wort dieses unverändert lässt, d.h.w◦λ = λ ◦w = w
(stattv◦w schreiben wir meist einfachvw). Verketten wir ein Wort mit sich selbst,
so sprechen wir von der Iteration des Wortes. Formal ist dien-fache Iteration von w
(n≥ 0) induktiv durch

w0 = λ
wn+1 = wnw

definiert. Wir sagenv ist ein (echtes) Anfangssẗuckvon w, wenn sichw als Verkettung
vonv mit einem (nichtleeren) Wort darstellen lässt:

v < w ⇔ ∃x∈ Σ+ (vx= w)

vv w ⇔ ∃x∈ Σ∗ (vx= w) ⇔ v < w ∨ v = w

Häufig ist es hilfreich die Wörter über demk-ären AlphabetΣk = {a1, . . . ,ak} mit den
Knoten des unendlichen, vollständigen und geordnetenk-ären Baumes zu indentifi-
zieren. Hierzu markiert man diek Kanten von einem Knoten zu seinen Söhnen von
links nach rechts mit den Buchstabena1, . . . ,ak. Ein Knoten wird dann mit dem Wort
identifiziert, mit dem der Weg von der Wurzel zu dem Knoten beschriftet ist.

In den folgenden Abbildungen haben wir (für den Fallk= 2 bzwk= 1) die Knoten,
die das Wort 010 bzw 000 repräsentieren, hervorgehoben:
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Allgemein entsprechen die Wörter der Längen den Knoten der Tiefen, insbeson-
dere die Wurzel dem leeren Wort. Sagen wir, dass ein Knotenv oberhalb eines Knotens



1 WÖRTER UNDSPRACHEN 3

w liegt, fallsv auf dem Weg von der Wurzelλ zu dem Knotenw liegt, so liegtv genau
dann oberhalb vonw, wennv Anfangsstück vonw ist.

Dass der Knotenv links vom Knotenw liegt, lässt sich durch

v <L w :⇔ ∃x,y,z∈ Σ∗ ∃a,b∈ Σ (a < b & v = xay& w = xbz)

beschreiben. Die Knoten, die links oder echt oberhalb von einem Knotenw liegen, sind
genau die mit den lexikographisch kleineren Wörtern markierten Knoten:

v <lex w :⇔ v <L w ∨ v < w

Bei derkanonischen(oder längenlexikographischen) Ordnungauf Σ∗ wählt man die
Wortlänge als Haupt- und die lexikographische Ordnung alsNebenordnungskriterium:

v < w :⇔ |v| < |w| ∨ (|v| = |w| & v <lex w)

Für jedes AlphabetΣ erhält man hierdurch eine lineare Ordnung aufΣ∗, die isomorph
zur Ordnung der natürlichen Zahlen ist, d.h. eine Nummerierung der Wörter erlaubt.
Fürk = 1 bzw.k = 2 beginnt diese Ordnung mit

λ < 0 < 00< 000< .. .

bzw.
λ < 0 < 1 < 00< 01< 10< 11< 000< .. .

Mit wΣ
n bezeichnen wir das(n+1)-te Wort vonΣ∗ bzgl. der kanonischen Ordnung. Statt

wΣ1
n und wΣ2

n schreiben wir meist Un(n) bzw. Bin(n) = n. Man beachte, dass wegen
(1.1) die Länge von Un(n) linear inn ist, wogegen für mehrbuchstabiges AlphabetΣ
die Länge vonwΣ

n logarithmisch inn ist. Für Un(n) undn = Bin(n) liefern (1.2) und
(1.3) die Größen

|Un(n)| = n (1.4)

2|Bin(n)|−1≤ n≤ 2|Bin(n)|+1−1 (1.5)

Zum Vergleich des Wachstumsverhaltens von Funktionen werden wir folgende Begrif-
fe über asymptotisches Verhalten und Größenordnung einer Funktion verwenden. Für
Funktionenf undg vonN nachN definieren wir

f ≤ g :⇔ ∀n∈ N ( f (n) ≤ g(n))

f ≤f.ü. g :⇔
∞
∀n∈ N ( f (n) ≤ g(n)), d.h.

∃n0 ∈ N∀n≥ n0 ( f (n) ≤ g(n))

f ∈ O(g) :⇔ ∃c,d ∈ N∀n∈ N ( f (n) ≤ cg(n)+d)

⇔ ∃c,d ∈ N ( f ≤ cg+d)

f ∈ o(g) :⇔ ∀c∈ N+

∞
∀n∈ N ( f (n) ≤

1
c

g(n))

⇔ ∀c∈ N+ ( f ≤f.ü.

1
c

g)

und wir sagen entsprechend ”f ist kleiner-gleichg”, ” f ist fast überall oder asympto-
tisch kleiner-gleichg”, ” f ist höchstens von der Ordnungg”, ” f ist von (echt) kleinerer
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Ordnung alsg”. (Hierbei bezeichnetN die Menge der natürlichen Zahlen einschließlich
der Null undN+ = N−{0}.)

Die Relationen< und <f.ü. etc. auf Funktionen sind entsprechend definiert. Gilt
O( f ) = O(g), so sagen wir, dassf undg von der gleichen Ordnung sind. Fürg≥f.ü. 1
zeigt man leicht

f ∈ O(g) ⇔ ∃c∈ N ( f ≤f.ü. cg)

⇔ limsup
n→∞

f (n)

g(n)
< ∞

f ∈ o(g) ⇔ lim
n→∞

f (n)

g(n)
= 0

Bei unseren Untersuchungen wird es häufig genügen, die Gr¨oßenordnung einer
Funktion zu bestimmen. Kodieren wir Daten eines anderen Typs durch Wörter, so wird
zum Beispiel die Größenordnung der Wortlängen der kodierten Daten wichtig sein.
Repräsentieren wir z.B. eine natürliche Zahln durch das Unärwort Un(n) oder das
Binärwort Bin(n) = n, so haben die Längen dieser Darstellungen nach (1.4) und (1.5)
unterschiedliche Größenordnungen. Benutzen wir für dieKodierung ein mehrbuchsta-
biges Alphabet, so lässt sich die Größenordnung im Vergleich zum binären Alphabet
jedoch nicht mehr verbessern. Dies ergibt sich unmittelbaraus folgender Binärkodie-
rung von Wörtern über mehrbuchstabigem AlphabetΣk (k > 2).

1.2 DEFINITION. SeiΣk = {a1, . . . ,ak} ein Alphabet mitk> 2 Buchstaben. Die durch

bink(ai1 . . .aim) = 0i11k−i10i21k−i2 . . .0im1k−im

definnierte Abbildung bink : Σ∗
k → Σ∗

2 heisstBinärkodierungder Wörter über dem Al-
phabetΣk.

Offensichtlich ist bink injektiv und es gilt|bink(w)|= k|w|, d.h.|bink(w)| ∈O(|w|).
Weiter lassen sich bink und die Umkehrfunktion bin−1

k sehr leicht berechnen (s.Übun-
gen). Dies rechtfertigt, dass man Daten i.a. binär kodiert. Insbesondere werden im fol-
genden zahlentheoretische ProblemeP⊆ N mit ihrer BinärdarstellungPbin = {n : n∈
P} ⊆ Σ∗

2 identifiziert. Dies ist wesentlich, wenn wir die Komplexit¨at dieser Probleme
bestimmen, da wir die Kosten eines Verfahrens als Funktion in der Eingabelänge aus-
drücken werden.


