1. Worter und Sprachen

Als Daten werden wir Worter Ulber einem festen Alphabetdwdtten. Probleme
werden dann durch Sprachen, d.h. Mengen von Worternseptiért. In diesem Ab-
schnitt filhren wir diese Konzepte ein und fassen deretesp@notigte Eigenschaften
zusammen.

1.1 DerINITION. Ein Alphabet(Z, <) ist eine endliche, nichtleere Men@ezusam-
men mit einer totalen Ordnung auf X. Die Elemente vork heil3en dieBuchstaben
(Symbolejles Alphabets.

Ein Wort Uber dem Alphabetz, <) ist eine Folge UibeX, d.h. eine endliche Folge von
Buchstaben aus. Die Menge aller Worter UbeX wird mit Z* bezeichnet.

Eine Sprachdiber dem AlphabefZ, <) ist eine Menge von Wortern Uber diesem Al-
phabet, d.h. eine Teilmenge van.

Kleine Buchstaber, b,c vom Anfang des Alphabets reservieren wir fiir Buchsta-
ben, kleine Buchstabanv,w,x,y,zvom Ende des Alphabets fur Worter. Sprachen be-
zeichnen wir mit groRen (kursiven) Buchstal#e,C, ..., Mengen von Sprachen, die
wir auch kurzKlassennennen, mit gro3en (normalen) BuchstabeBAC, . ... Klei-
ne Buchstabel, |, m n aus der Mitte des Alphabets werden in der Regel natirliche
Zahlen beschreiben.

Geben wir ein AlphabetZ, <) durch Auflisten der Buchstaben an, so geschieht
dies immer bzgl. der zugrundegelegten Ordnung:¥&r{ag,...,an} gilt ap < a1 <
.-+ < ap. Haufig lassen wir in der Bezeichnung eines Alphabetes dilnhg< weg,
falls diese implizit bekannt oder (an dieser Stelle) unwdish ist.

Ein Alphabet mitnh Buchstaben heif3t-ares Alphabeund wird mitX, bezeichnet.
Insbesondere sing = {0} undX, = {0,1} dasunare bzw. binare Alphabet.

Die leere Folge Uber einem Alphat®®thennen wir daseere Wortund schreiben
hierfur A . Die Lange|w| eines Wortesv ist die Anzahl der irw vorkommenden Buch-
staben”, d.HA|=0und|b;...by| =nfirw=Db;...by mitby € (1 <k<n). Istwein
Wort der Langen, so bezeichnen wir mit(k) denk+ 1-ten Buchstaben vom (k < n),
d.h.w=w(0)...w(1).

Weiter benutzen wir folgende Notation

e >7 =3%*—{A}istdie Menge der nichtleeren Worter tiber dem Alphabet
o X"=5""={we X: |w|=n}ist die Menge der Worter der LangdiberZ.

Entsprechend enthalteéft" und =" die Worter Uiber dem Alphabé&t, deren Lange
kleiner bzw. kleiner oder gleichist. Man beachte, dass EsWorter der Lange tber
demk-aren Alphabeky gibt, also

1ZR] =K (1.1)
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gilt. Insbesondere gibt es nur ein Unarwort der Lang@amlich das aus Nullen
bestehende Wort"Q wahrend fiir mehrbuchstabige Alphabete die Anzahl dert&/”
der Langen exponentiell inn wachst. Fir die Worter bis zu einer gegebenen Lange
ergibt sich hieraus entsprechend

n-1 n-1

125" =S 127 = Y 1=n={0°%0%...,0" Y}| (1.2)
m=0 m=0
n-1 n-1

1= 55 = 2"=2"-1 (1.3)
m=0 m=0

Die grundlegende Operation auf Wortern ist WerkettungoderKonkatenatiore, an-
schaulich das Hintereinanderschreiben der Worter. kintleere Worteu = a; ...am
undv=b;...b, gilt uov=a;...anb;...b, wahrend die Konkatenation eines belie-
bigen Wortesv mit dem leeren Wort dieses unverandert lasst,@hd = A ow=w
(stattvo w schreiben wir meist einfactw). Verketten wir ein Wort mit sich selbst,
so sprechen wir von der Iteration des Wortes. Formal isihef@che Iteration von w
(n > 0) induktiv durch

w o= A
wtl — ww

definiert. Wir sagew ist ein (chte$ Anfangssdickvonw, wenn sichw als Verkettung
vonv mit einem (nichtleeren) Wort darstellen lasst:

VEW & eIt (vx=w)
VCW & IXeI(WX=w) & VCWV V=W

Haufig ist es hilfreich die Worter Giber dekriren Alphabeky = {ay,...,ax} mitden
Knoten des unendlichen, vollstandigen und geordnk&taren Baumes zu indentifi-
zieren. Hierzu markiert man die Kanten von einem Knoten zu seinen Sthnen von
links nach rechts mit den Buchstaban...,a. Ein Knoten wird dann mit dem Wort
identifiziert, mit dem der Weg von der Wurzel zu dem Knotercheiftet ist.

In den folgenden Abbildungen haben wir (fir den fka# 2 bzwk = 1) die Knoten,
die das Wort 010 bzw 000 reprasentieren, hervorgehoben:

Allgemein entsprechen die Worter der Langden Knoten der Tief@, insbeson-
dere die Wurzel dem leeren Wort. Sagen wir, dass ein Knotdrerhalb eines Knotens
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w liegt, fallsv auf dem Weg von der Wurzadl zu dem Knotemw liegt, so liegtv genau
dann oberhalb vow, wennv Anfangsstiick vonv ist.
Dass der Knoten links vom Knotenw liegt, lasst sich durch

v<LW & IxyzeXfdabeZ(a<bh&v=xay& w=xb2

beschreiben. Die Knoten, die links oder echt oberhalb vieereiKnoterw liegen, sind
genau die mit den lexikographisch kleineren Wortern meatkn Knoten:

V<lexW & VLWV VECW

Bei derkanonischer{oderlangenlexikographisch@®rdnungauf 2* wahlt man die
Wortlange als Haupt- und die lexikographische OrdnungNalsenordnungskriterium:

V<w & v < W V(v =W &V <jex W)

Fir jedes AlphabeX erhalt man hierdurch eine lineare Ordnung atffdie isomorph
zur Ordnung der natirlichen Zahlen ist, d.h. eine Nummenig der Worter erlaubt.
Furk =1 bzw.k = 2 beginnt diese Ordnung mit

A <0< 00<000<...

bzw.
A<0<1<00<01<10<11<000<...

Mit w& bezeichnen wir da@+ 1)-te Wort vonz* bzgl. der kanonischen Ordnung. Statt
Wit undwj? schreiben wir meist Um) bzw. Bin(n) = n. Man beachte, dass wegen
(1.1) die Lange von Ug) linear inn ist, wogegen fir mehrbuchstabiges Alphabet
die Lange vorw? logarithmisch inn ist. Fur Un(n) undn = Bin(n) liefern (1.2) und
(1.3) die GrolRen

[Un(n)|=n (1.4)
2IBIN(M| _ 1 < < glBin(M)+1 _ 1 (1.5)
Zum Vergleich des Wachstumsverhaltens von Funktioneneverdr folgende Begrif-

fe Uber asymptotisches Verhalten und GroRenordnung Eingktion verwenden. Fur
Funktionenf undg von N nachN definieren wir

f<g i WneN(f(m <gn)
f<wg & vneN(H(n)<gm), dh

Jno € NVn > ng (f(n) < g(n))
feO(g) & 3Jc,deNVneN(f(n)<cg(n)+d)

¥

Jdc,d e N(f <cg+d)

|_\

feolg & VeeN.VneN(f(n)< <g(n)
& Vee N (f < %g)

und wir sagen entsprechend st kleiner-gleichg”, ” f ist fast Uberall oder asympto-
tisch kleiner-gleichy”, ” f ist hdchstens von der OrdnugQ ” f ist von (echt) kleinerer
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Ordnung alg”. (Hierbei bezeichnel die Menge der natiirlichen Zahlen einschliellich
der NullundN, =N—{0}.)

Die Relationen< und <z etc. auf Funktionen sind entsprechend definiert. Gilt
O(f) = 0O(g), so sagen wir, dassundg von der gleichen Ordnung sind. Fiit>s 5 1
zeigt man leicht

feO(g) & dceN(f <y co)

& Iimsupm < o0
noe  g(N)
- f(n)
feo(g) & A@mw =0

Bei unseren Untersuchungen wird es haufig geniugen, di@&dordnung einer
Funktion zu bestimmen. Kodieren wir Daten eines anderes @ypoch Worter, so wird
zum Beispiel die GroRenordnung der Wortlangen der kostieDaten wichtig sein.
Reprasentieren wir z.B. eine natiirliche Zahtlurch das Unarwort Uim) oder das
Binarwort Bin(n) = n, so haben die Langen dieser Darstellungen nach (1.4) ufj (1
unterschiedliche Groflienordnungen. Benutzen wir flKdigierung ein mehrbuchsta-
biges Alphabet, so lasst sich die GroRenordnung im Vegleum binaren Alphabet
jedoch nicht mehr verbessern. Dies ergibt sich unmittedloarfolgender Binarkodie-
rung von Wortern tiber mehrbuchstabigem Alphahetk > 2).

1.2 DEFINITION. Sei%y ={ay,...,ax} ein Alphabet mik > 2 Buchstaben. Die durch
bin(a, ... a,) = 0'11% 1102112 gim1k=im

definnierte Abbildung big: X — %5 heisstBinarkodierungder Worter tber dem Al-
phabet.

Offensichtlich ist bip injektiv und es gilt] bing (w)| = kjw|, d.h.|bing(w)| € O(|w]).
Weiter lassen sich bjirund die Umkehrfunktion bip1 sehr leicht berechnen (Sbun-
gen). Dies rechtfertigt, dass man Daten i.a. binar kodiesbesondere werden im fol-
genden zahlentheoretische Probletn@ N mit ihrer Binardarstellunghi, = {n: n¢e
P} C %5 identifiziert. Dies ist wesentlich, wenn wir die Kompleatitdieser Probleme
bestimmen, da wir die Kosten eines Verfahrens als Funktiater Eingabelange aus-
drucken werden.



