9. Universelle Maschinen und

universelle Funktionen



In diesem Abschnitt zeigen wir die EXistenz universeller Turing-
maschinen U. Solch eine Maschine U simuliert (interpretiert) alle
Turingmaschinen (genauer: alle geeignet normierten TM zur Be-
rechnung eines gegebenen Typs von Funktionen).

Dies ist die theoretische Grundlage fur die Konstruktion von Uni-
versalrechnern (Computern).



9.1 Universelle partiell rekursive Funktionen
und universelle Turingmaschinen



UNIVERSELLE FUNKTIONEN

DEFINITION. Sei F eine Klasse von (partiellen) Funktionen iber N. Eine
(partielle) Funktion ¢t ist n-universell fiir F, wenn folgendes gilt:

(i) € F

(ii) Zu jeder n-stelligen (partiellen) Funktion (" € F gibt es eine Zahl e € N,
sodass Y (%) = ¢(e,¥) fir alle £ € N,

Eine Zahl e wie in (ii) heiBt ein Index von v bzgl. .
Wir schreiben auch ¢.(Z¥) statt (e, ) und nennen ¢, den e-ten Zweig von .

Eine n + 1-stellige (partielle) Funktion ¢ € F ist also genau dann n-universell
fur F, wenn ihre Zweige gerade alle n-st. (partiellen) Funktionen in F sind.



UNIVERSELLE PARTIELL BERECHENBARE FUNKTIONEN

Eine n-universelle Funktion ¢ fur die Klasse der partiell berechenbaren Funk-
tionen konnen wir mit Hilfe der Church-Turing-These mit dem folgenden
Berechnungsverfahren erhalten. Dabei benutzen wir die im Beweis des Aqui-
valenzsatzes eingefiihrte Godelisierung von (normierten) Turing-Maschinen:

Berechnungsverfahren fiir ¢ (Idee):
Bei Eingabe (e, &) € N*T! verfahre wie folgt:

Prife, ob e die Godelnummer M einer TM M ist. Falls nein, gebe p(e, &) =0
aus. Falls ja, simuliere M bei Eingabe Z. Liefert diese Simulation das Ergebnis
y, SO gebe p(e, ) = y aus. (Terminiert M nicht, so terminiert die Simulation
natirlich ebenfalls nicht und das Ergebnis ist undefiniert: p(e,¥) 7).

Nach der Church-Turing-These (und dem Aquivalenzsatz) folgt hieraus die
Existenz universeller partiell rekursiver Funktionen. Wegen der Bedeutung
dieses Ergebnisses wollen wir dies jedoch ohne Ruckgriff auf die Church-
Turing-These zeigen, indem wir obiges Argument formalisieren und so eine
universelle Turingmaschine konstruieren.



UNIVERSELLE PARTIELL REKURSIVE FUNKTIONEN

SATZ UBER DIE EXISTENZ UNIVERSELLER PART. REK.
FUNKTIONEN. Sein > 1. Es gibt eine partiell rekursive Funktion

o N'TL N,

deren Zweige gerade die n-stelligen partiell rekursiven Funktionen
sind. D.h. ¢ ist n-universell fur F(RECQC).

Wir beweisen den Satz, indem wir die Existenz universeller Tu-
ringmaschinen nachweisen. Dabei beschranken wir uns nicht nur
auf den benotigten Fall von Turingmaschinen, die zahlentheore-
tische Funktionen berechnen.



UNIVERSELLE TURING MASCHINEN

1. SATZ UBER DIE EXISTENZ UNIVERSELLER TURINGMASCHINEN. Zu
jedem Alphabet > und zu jeder Stelligkeit n > 1 gibt es eine Turingmaschine
UO=0s,=(Z,n+1,~,>U{b,0,1}, 7, 20,9)

mit folgender Eigenschaft:

Zu jeder partiell Turing-berechenbaren Funktion 1 : (X*)* — X* gibt es ein
Wort w € Z* mit ¢ = (pg)w, d.h.,

vi e (Z9)"(¢(@) = pg(w, T)).

Da die Turingberechenbarkeit von zahlentheoretischen Funktionen uber die
Turingberechenbarkeit der entsprechenden auf den Unardarstellungen operie-
renden Wortfunktionen Uber >~ = {0} definiert ist, folgt hieraus mit dem
Aquivalenzsatz direkt der Satz iiber die Existenz universeller part. rek. Funk-
tionen.



Zum Beweis des 1. Satzes uber die Existenz universeller TMs gehen wir wie
folgt vor. (Gegeben seien das Ein- und Ausgabealphabet > und die Stelligkeit

n>1.)
e Geeignete Normierung von TMs uber dem Alphabet 3.
e Kodierung normierter TMs M durch Binarworter [M].

e Konstruktion einer 3-Band-TM U, die bei Eingabe ([M], %)
die normierte Maschine M bei Eingabe ¥ simuliert.

e Konstruktion einer TM BIN, die die Eingabe 0™*t! in das
(m + 1)-te Binarwort umwandelt (Binarzahler).

Fur > mit {0,1} C X hat dann Uz,n = U die gewunschten Eigenschaften. Fur
> = {0} erhalt man Uz,n durch Hintereinanderausfiihrung von BIN und U
(genauer: einer zu U aquivalenten 1-Band-TM).

Im Folgenden skizzieren wir den Beweis.



NORMIERUNG VON TURINGMASCHINEN

Eine Turingmaschine M = (3,n,>X,I", Z, z9,8) zur Berechnung einer n-stelligen
partiellen Funktion ) : (Z*)® — X* ist normiert, falls

e T=3>U{b0,1}

e 7 =14{0,1,...,p} (fir p > 1 geeignet)

o 20=0

e 1 ist ausgezeichneter Stoppzustand, d.h. §(z,a) T & 2z =1.

Die erste Forderung besagt gerade, dass M Bandalphabet-normiert ist. Die
anderen Forderungen entsprechen gerade den im Beweis des Aquivalenzsat-
zes vorgenommenen Normierungen. Aus den an den entsprechenden Stellen
gemachten Beobachtungen folgt daher, dass man jeder TM M effektiv ei-
ne aquivalente normierte TM M’ zuordnen kann, wobei sich Rechenzeit und
Platzbedarf von M’ wie folgt abschatzen lassen:

timen (Z) < O(timen(Z)) & spacey (Z) < O(spacen(F))



KODIERUNG NORMIERTER TURINGMASCHINEN

FUr gegebenes Eingabealphabet > und gegebene Stelligkeit n > 1 unterschei-
den sich normierte TMs

M= (Z,nx,~U{b0,1}{0,...,p},0,8)

zur Berechnung von n-stelligen partiellen Funktionen vom Typ % : (Z*)" — X*
nur in der Anzahl der Zustande und der Programmfunktion §. Da sich die
Zustande aus dem Programm ergeben, genugt es daher zur Kodierung von
M das Programm 6 zu kodieren:

Hierzu kodieren wir zunachst Buchstaben des Bandalphabets, Zustande und
Bewegungen unar (I' = {ag = b,a1 = 0,a2 = 1,...,am}, m > 2):

[a;] ;== 0t1 [2]:=0*t! [L]:=0 [S]:=0° [R]:=05

Jeder Instruktion I = (z,ai,a;, B,2") - d.h. Programmzeile §(z,a;) = (aj, B, 2")
- ordnen wir dann folgendes Binarwort zu:

[1] = [2]1[ai]1[a;11[B]1[2]

Durch Auflisten der Programmzeilen § = {I1,...,I;} erhalten wir dann die
Binarkodierung von § und damit von M:

M7 = [8] ;= 11[11]11[I2]11... [I}]



EXISTENZ UNIVERSELLER TMs

2. SATZ UBER DIE EXISTENZ UNIVERSELLER TURINGMASCHINEN.
Sei 2 ein Alphabet und n > 1. Es gibt eine 3-Band-Turingmaschine U = Us ,,
die bei Eingabe

([M],%) € {0,1}" x (Z9)",
wobei
M= (X,n,>x,>U{b,0,1},{0,...,p},0,9)

eine normierte TM zur Berechnung einer n-stelligen partiellen Funktion vom
Typ (Z*)" — >* ist, die Maschine M fiir Eingabe ¥ simuliert, d.h. den Wert

pu([M],Z) = ou(X)
liefert.

Weiter qilt, dass
timey ([M], &) € O(|[M]] - max(timey (2), |z1], .. ., |za]))

spacey([M],Z) € O(|[M]] + spacey(T)).



BEWEISIDEE. Wir verzichten auf eine formale Spezifikation von U und
begniugen uns mit einer informellen Beschreibung der Arbeitsweise von U
bei Eingabe ([M],Z).

Die Bander von U haben folgende Funktion:

Band 1: U verhalt sich auf Band 1 wie die simulierte (1-Band-) Maschine M
bei Eingabe Z.

Band 2: Hier wird das kodierte Programm [§] von M abgespeichert.

Band 3: Hier wird die Kodierung [z| des aktuellen M-Zustandes z gespeichert,

Die Rechnung von U besteht aus drei Phasen, der Initialisierungsphase, der
Simulationsphase und der Ausgabephase.

In der Initialisierungsphase wird unter Ldschen [M] von Band 1 auf Band
2 kopiert und auf Band 3 der kodierte Startzustand [0]| geschrieben. In der
Ausgabephase wird nach Abschluss der Simulation die Ausgabe von Band 1
auf (das Ausgabe-)Band 3 kopiert.

In der Simulationsphase wird jeder Schritt von M durch eine Folge von Re-
chenschritten mit Hilfe des folgenden Simulationszyklus simuliert.



Simulationszyklus von U zur Simulation eines M-Schrittes:

1. Lese (und merke im Zustand) den Buchstaben a auf dem Arbeitsfeld von
Band 1.

2. Durch Mustervergleich finde das erste Vorkommen der Folge 11[z]|1[a|1 auf
Band 2, wobei [z] die aktuelle Inschrift von Band 3 ist. Dort befindet sich dann
die Kodierung der auszufiihrenden M-Instruktion [I] = [z]1[a]l]a’|1[B]1[%].
(Findet U das gesuchte Muster nicht, so hat M den Stoppzustand erreicht,
und die Simulationsphase wird beendet.)

3. Simuliere diese Instruktion: (a) fiihre die angegebenen Druck- (a’) und Be-
wegungsbefehle (B) auf Band 1 aus und (b) schreibe die Kodierung [z'| des
neuen Zustands auf Band 3.

Die behaupteten Platz- und Zeitschranken lassen sich leicht nachprufen. Fur
die Zeit hat man nur zu beachten, dass die Simulation eines M-Schrittes
O(|[M1]]|) Schritte erfordert.

q.e.d.



BINARZAHLER

Eine TM BIN, die bei Eingabe 0"t! das n 4 1-te Bindrwort w, auf das 2.
Band schreibt, arbeitet wie folgt:

Initialisierung:
BIN liest die erste 0 und schreibt [A\] (= [wp]) auf Band 2.
Iterationsphase:

Fur jede weitere O, die BIN auf Band 1 findet, ersetzt es das aktuelle geklam-
merte Bindrwort [w;] auf Band 2 durch das Wort [w;+1].

Schlussphase:

Am Ende streicht BIN noch die eckigen Klammern um w,,.

AuUS |z,| € O(log(n)) folgt leicht, dass BIN O(n - log(n))-zeitbeschrankt (und
n + O(0)-platzbeschrankt) ist.



9.2 Godelnummerierungen der partiell rekursiven
Funktionen und das Normalformtheorem von Kleene



GODELNUMMERIERUNGEN VON F(REK)

Die EXistenz universeller partiell rekursiver Funktionen lasst sich noch mit
Hilfe der folgenden Definition verscharfen.

DEFINITION. Eine n-universelle partielle Funktion ¢ fir F(REK) ist eine
Standardaufzahlung oder Godelnummerierung der n-stelligen partiell rekur-
siven Funktionen, wenn es zu jeder (n + 1)-st. partiell rekursiven Funktion
¢("*1) eine total rekursive Funktion h gibt, so dass

(*) ¢(e,®) = p(h(e), ) fir alle e € N und £ € N*
gilt.

Die rekursive Funktion h in (*) heiBt Ubersetzungsfunktion von @ nach .



DIE BEDEUTUNG VON GODELNUMMERIERUNGEN

Godelisieren wir statt Turingmaschinen Registermaschinen (oder partiell re-
kursive Funktionen), um zu diesem Konzept wiederum einen Interpreter zu
konstruieren, so liefert das eine alternative n-universelle partiell rekursive
Funktion ¢.

Da wir (im Rahmen des Beweis des Aquivalenzsatzes) gezeigt haben, dass
man zu jeder Registermaschine M effektiv eine aquivalente Turingmaschine
M’ angeben kann, folgt aus der Effektivitat der Gddelisierungen, dass es eine
berechenbare - also nach der Church-Turing-These - rekursive Funktion h
gibt, die die Godelnummer von M auf die Godelnummer von M’ abbildet, also
@ nach ¢ ubersetzt.

Da wir zeigen werden, dass die auf der Interpretation von T Ms basierende uni-
verselle Funktion ¢ eine Godelnummerierung ist, gilt diese Beobachtung ganz
allgemein. Fur jede effektive Darstellungsweise von n-st. partiell rekursiven
Funktionen (die sich durch geeignete Godelisierung mit Hilfe einer n 4+ 1-st.
partiell rekursiven Funktion @ beschreiben ldsst) kann man - mit Hilfe der
Ubersetzungsfunktion von @ nach ¢ - zu einer gegebenen Darstellung effektiv
eine aquivalente Turingmaschine angeben.



NORMALFORMTHEOREM VON KLEENE

SATZ: Fur jede Zahl n > 1 gibt es eine primitiv rekursive Funk-
tion U und ein primitiv rekursives Pridikat T(*1+2) so dass es
zu jeder n-stelligen partiell rekursiven Funktion (") eine Zanhl
e € N gibt mit

Vi € N"((&) = U(uyT (e, Z,y))).
Weiter ist die durch

(e, ) = U(uyT'(e, Z,y))

definierte partielle Funktion go(n_I'l) eine Godelnummerierung der
n-stelligen partiell rekursiven Funktionen. Daruberhinaus konnen
die Ubersetzungsfunktionen nach @ primitiv rekursiv und injektiv
gewahlt werden.



BEWEISIDEE. Fiir gegebenes n > 1 sei U = Us,, die universelle Turing-
maschine zur Berechnung n-stelliger partieller Funktionen Uber >3 und sei

Q= 90/[7 die von U berechnete Zahlfunktion, von der wir bereits festgestellt
haben, dass sie n-universell fiir F(REK) ist.

Wenden wir die (im Beweis des Aquivalenzsatzes eingefiihrte) Godelisierung
von TMs auf U an, so erhalten wir das primitiv rekursive Pradikat

rechnunggb”),

fur das
(e, ) = (ny(rechnungg(e, Z, (y)1, (¥)2)))2
fur alle e € N und £ € N™ gilt. Setzen wir also

T(evf7 y) ~ reChnungU(€, f) (y)17 (y)Q)

und
U(y) = (y)2,

SO ergibt sich hieraus der erste Teil des Normalformsatzes.



Zu zeigen bleibt die Existenz injektiver, primitiv rekursiver Ubersetzungsfunk-
tionen nach o:

Gegeben: ¢("*t1) ¢ F(REK).
Gesucht: h € F(PRIM) injektiv mit @. = @) fur alle e € N.

Idee zur Definition von h:
1. Wahle eine normierte TM M mit Programm §, die ¢ berechnet.

2. Fur jedes e gewinne aus M eine normierte TM M, mit Programm 9., die
bei Eingabe ¥ € N die Ausgabe @(e, ¥) wie folgt berechnet: M. erganzt die
Eingabe £ um den Parameter e und simuliert dann 6 auf der erweiterten
Eingabe (e, X).

3. Zeige, dass sich die Gédelnummer h(e) := gn(M,) von M, (d.h. 0e)+1 jst
die Unardarstellung von [§.]) primitiv rekursiv berechnen lasst.

Es folgt

@(e, X)) = U(uy(T(gn(M.),Z,y))) = ¢(h(e), L),
weshalb h die gesuchte Ubersetzungsfunktion von @ nach ¢ ist. g.e.d.



NOTATION.

Fur die Standardaufzahlung go(n+1> der n-stelligen partiell rekur-
siven Funktionen benutzen wir folgende Notation:

o {e}(W(2) 1= pe(d)

Sprechweise: {e}(™) ist die e-te n-st. part. rek. Funktion
Gilt ¢ = {e}, so heisst e (part. rek.) Index von 1.

o Wi = Db(pe) = Db({e}) = {7 : (e,&) € Wt
w1 = Db(p)

Sprechweise: We(”) ist die e-te n-st. rek. aufzb. Menge
Gilt A = We, so heisst e (r.a.) Index von A.



UNIVERSELLE REKURSIV AUFZAHLBARE MENGEN

Universelle Mengen definiert man entsprechend zu universellen Funktionen:

DEFINITION. Eine Menge U C N*"*1 st n-universell fiir eine Klasse C von
(mehrdimenionalen) Mengen iber N, falls U € C und die Zweige U. = {7 :
(e,@¥) € U} von U gerade die n-dimensionalen Mengen in C sind, d.h.

CM:=Cn{A: ACN"} ={U.:e>0}.

SATZ. Fur jede n-universelle partiell rekursive Funktion ¢ ist der Definiti-
onsbereich W = Db(yp) n-universell fiir die Klasse der rekursiv aufzahlbaren
Mengen. Insbesondere gibt es also n-universelle rekursiv aufzahlbare Mengen.

BEWEIS. Trivial.



9.3 Negative Ergebnisse uber universelle Funktionen
fur Teilklassen der partiell rekursiven Funktionen



Zum ADbschluss dieses Abschnitts wollen wir noch zeigen, dass
es - im Gegensatz zu den partiell rekursiven Funktionen - keine
universellen total rekursiven bzw. primitiv rekursiven Funktionen
gibt.

Da die Klassen F;,+(REK) und F(PRIM) den Nachfolger und die
Projektionen enthalten und gegen simultane Substitution abge-
schlossen sind, folgt dies aus folgender allgemeineren Beobach-

tung:



SATZ. Sei F eine Klasse totaler Funktionen uber N, die die Nach-
folgerfunktion S sowie die Projektionen U* enthalt und die gegen
die simultane Substitution abgeschlossen ist. Dann besitzt F kei-
ne n-universelle Funktion (fiir jedes n > 1).

BEWEIS DURCH DIAGONALISIERUNG (fur n = 1):
Widerspruchsannahme: f(2) € F sei 1-universell fiir F.
Definiere die Funktion g durch

g(z) = f(z,2) + 1= S(f(U1(2), U (2))) = S(f(U1,U1))(x)
Nach Wahl von F qilt dann g € F.

g ist aber so gewahlt, dass es sich fur jede Zahl e vom e-ten Zweig von f an
der Stelle e unterscheidet:

g(e) = fle,e) + 1 = fe(e) + 1 > fe(e)

Es gilt daher g & {f. : e > 0}. Wegen g € F widerspricht dies aber der 1-
Universalitat von f ! q.e.d.



Dieses Diagonalargument versagt bei partiellen Funktionen, da
fur undefiniertes p(x, ) der Wert von ¢(z,z) 4+ 1 ebenfalls unde-
finiert ist und daher p(z,z) = p(x,x2) + 1 gilt!

Wir kdnnen jedoch gegen die 1-universelle Funktion ¢ flir F(REK)
mit folgender Fallunterscheidung diagonalisieren:

(z) = o(x,z) falls p(x,x) |
g 0 falls o(z,2) 1.

Dann gilt g # @, fiir alle e, d.h. (wegen der Universalitat von ¢)
dass g nicht rekursiv ist.

Wegen der Abschlusseigenschaften von F(REK) kdnnen wir hieraus
folgern, dass die Menge {z : p(z,z) |} NICHT REKURSIV ist.

(— Algorithmische Unldsbarkeit des Halteproblems)



NICHTREKURSIVE REKURSIV AUFZAHLBARE MENGEN

Die Beobachtung, dass die Klassen der primitiv rekursiven und total rekursi-
ven Funktionen keine universellen Mengen besitzen, lasst sich leicht a_L_Jf die
Klassen der primitiv rekursiven und rekursiven Mengen Ulbertragen (s. Ubun-

gen):

SATZ. Die Klassen der primitiv rekursiven Mengen und der rekursiven Mengen
besitzen keine n-universellen Mengen (fiir alle n > 1).

Wegen der EXxistenz universeller rekursiv aufzahlbarer Mengen folgt hieraus:

KOROLLAR. Es gibt rekursiv aufzahlbare Mengen, die nicht rekursiv sind.

Die schon zuvor als nicht rekursiv nachgewiesene Menge A = {x : ¢(x,z) |}
ist naturlich auch rekursiv aufzahlbar, da A der Definitionsbereich der partiell
rekursiven Funktion ¥ (x) = o(z,z) ist.

Im nachsten Abschnitt werden wir das Thema der nichtrekursiven Menge
ausfuhrlich behandeln.



