4. VVarianten des

Turingmaschinen-Konzeptes

Varianten der Programmstruktur

Varianten der Speicherstruktur



Wir demonstrieren die Robustheit des Turingmaschinen-Konzepts,
indem wir eine Reihe von Varianten angeben, die alle zu dem

Grundkonzept daquivalent sind, d.h. dieselbe Klasse von (partiell)

berechenbaren Funktionen definieren.

Sprechweise: Wir sagen, dass zwei Maschinen aquivalent sind, wenn sie die-

selbe (partielle) Funktion berechnen, und wir sagen, dass zwei Maschinen-

konzepte aquivalent sind, wenn es zu jeder Maschine des einen Konzepts eine
aquivalente Maschine des anderen Konzepts gibt.

Wahrend die im Folgenden betrachtete Variante des Programm-
Formats vor allem einer komfortableren Beschreibung dient, ha-
ben die Varianten des Speicherformats einen wesentlichen Ein-
fluss auf die Effizienz (Rechenzeit).



4.1. VARIANTEN DER PROGRAMMSTRUKTUR:

SCHLEIFEN



Die Programme von Turingmaschinen benutzen die Konzepte der maschinen-
nahen Programmierung.

Kontrollstrukturen sind
e Spriinge
e f[allunterscheidungen

zusammengefasst in bedingten Anweisungen.

Die der Programmzeile §(z,a) = (d/, B, 2’) entsprechende bedingte Instruktion
(z,a,ad’, B, z") entspricht folgendem bedingten Sprung/Anweisung:

z . 1f a auf AF then
begin
schreibe a’ auf AF;
verlege AF gemall B;
goto 2’/
end,;

Die Programmzustande dienen also als Sprungmarken.



In hdoheren Programmiersprachen werden Springe (und Fallun-
terscheidungen) durch Schleifen ersetzt. Im Folgenden fiihren wir
solch ein hohere Programmiersprache fur das Turingmaschinen-

konzept ein (die sog. Turingoperatoren), die auf while-Schleifen
basiert.

Wir erinnern hierzu zunachst an das Schleifenkonzept.



ITERATIVE ANWEISUNGEN I: for-SCHLEIFEN

n-fache Iteration Iter(f,n) = f™ einer Operation f: D — D:

Iter(£,0)(s) = f9) =s
Iter(f,n+1)(s) = f"T1(s) = f(f"(s)) = f(Iter(f,n)(s)),

D.h. es wird zu Beginn bereits festgelegt, wie oft f ausgefuhrt
wird (klassische for-Schleife):

Iter(f,m)(s) = for i=1 to n do s:= f(s)



ITERATIVE ANWEISUNGEN II: while-SCHLEIFEN

Iteration von f nach einem Testt: D — {0,1}:

Iter:(f)(s) = f"*(s),
wobei ng das kleinste n mit ¢(f"(s)) = 1 ist, falls solch ein n
existiert, und Iter:(f)(s) T andernfalls.

D.h. f wird so oft ausgefuhrt, bis ¢t erstmals positiv ist. Dabei
wird vor jeder Ausfuhrung von f getestet, ob t gilt; ist ¢ bereits
zu Beginn positiv, wird also f nie ausgefiihrt (while-Schleife):

Iter;(f)(s) = while t(s) =0 do s := f(s)



TURINGOPERATOREN (TOs)

Auf Schleifen basierende Turingmaschinen-Programme definieren wir mit Hilfe
sog. Turingoperatoren.

Solch ein Operator ist eine partielle TM-Speichertransformation basierend
auf Verkettung und Iteration der elementaren TM-Operationen (Druck- und
Bewegungsbefehle), wobei die elementaren TM-Tests (Steht a auf dem Ar-
beitsfeld?) als Stoppkriterien bei den Iterationen dienen.

Da die Speicherstruktur einer TM nur von deren Bandalphabet ' abhangt,
sprechen wir von Turingoperatoren P lber . Jeder solcher Operator P ist
eine partielle Funktion

P: TBr — TBr,

wobei TBr = BIr x Z die Menge der Turingbander uber dem Bandalphabet I
sei.



Die Turingoperatoren (TO) P iiber I sind induktiv wie folgt
definiert.

1. R,L,S und alle a € I" sind Turingoperatoren (uber M), wobei

a(fa Z) — (f(a,z)az) (WObei f(a,z)(z> = a und f(a,z)(zl) — f(zl) fir 2/ 7 Z)
Die Turingoperatoren dieser Gruppe sind also gerade die elementaren
TM-Operationen.

2. Sind P, und P, TOSs, so auch Py P>, wobei

PiP(f,z) = Po(Pi(f, 2))

Verkettung (= Hintereinanderausfiihrung) von P; und P
Sprechweise: ,,erst P;, dann P*“

3. Ist P ein TO und a €I, so ist auch [P], ein TO, wobei
[Pla(f,2) = Iter,2(P)(f, 2).

Iteration von P nach a? (wobei a?(f,2) = 1< f(2) = a)
Sprechweise: , iteriere P so lange, bis a erstmals auf dem Arbeitsfeld
steht*



BEISPIELE von TOs uber dem Bandalphabet ' = {5,0,1}

Rechts- und Linksoperatoren (a € I'):

Rg ;= [R]qs und Lg := [L]a

Verlege das AF so lange nach rechts (links), bis es erstmals den Buchstaben
a enthalt! (Steht a bereits auf dem AF, so wird das AF nicht verlegt!)

Bandendeoperatoren:

Ry, = RbR[RbR]bL und Ly, 1= LbL[LbL]bR

Verlege das AF so lange nach rechts (links), bis erstmals das AF und sein
rechtes (linkes) Nachbarfeld beide leer sind!

Stellt man sicher, dass im relevanten Bandteil niemals zwei Blanks direkt ne-
beneinander stehen, so wird das AF an das rechte (linke) Ende des relevanten
Bandteils verlegt.



Kopieroperator: K := R1Ry,ROL10R[1R,0L10R],

Liegt das AF direkt vor einer endlichen Folge von Unarzahlen, so wird die
erste dieser Zahlen an das rechte Bandende kopiert und das AF wird hinter
die kopierte Zahl verlegt. Der Bandteil links der urspriinglichen Position des
Arbeitsfeldes wird dabei nicht verandert.

K(..vbnibnob ...npb...)=...vbnibnob ... nybnib ...
L 6schoperator. E := R[bR],,

Liegt das AF direkt vor einer Unarzahl, so wird diese geloscht und das AF wird
hinter die geloschte Zahl verlegt. Der Rest des Bandes wird nicht verandert.

E(...vbnbw...)=...0bb" bhw...

Durch das Loschen entsteht eine Lucke im relevanten Bandteil. Liegt diese
zwischen den letzten beiden Unarzahlen auf dem Band, so kann man die Lucke
mit Hilfe des folgenden Transportoperators schlieBen.

Transportoperator: T .= R1LogRROR1bR[1LoROR1bR]yLoLy

T(..omb T bnb..)=...ombnb...



VON EINEM TO P BERECHNETE (PARTIELLE) FUNKTION

Die von einem TO P uber [T beschriebene Speichertransformation kann man
als Rechnung auffassen. Fugt man den ublichen Ein- und Ausgabemechanis-
mus von Turingmaschinen hinzu, so erhalt man die von P berechnete Funk-
tion(en).

Seien X, T C I —{b} und m > 0. Die von dem TO P Uber I berechnete
partielle Funktion

ops Tm . ()" = T7
ist durch

ops T,m(W) = out(P(in(w))

gegeben, wobei in und out wie die Ein- und Ausgabefunktion einer Turing-
maschine M = (X, m, T,I", Z, z0,8) Uber dem Bandalphabet ' zur Berechnung
von Funktionen vom Typ (X*)™ — T* definiert sind (wobei bei der Ausgabe
(von in) bzw. bei der Eingabe (von out) der Zustand unterdriickt wird).



BEISPIELE:

1. Die in einem fruheren Beispiel beschriebene Vorgehensweise zur Berech-
nung der Summe zweier Zahlen lasst sich mit einem T O wie folgt beschreiben:

P, = R[R],0[L],RbRb = RR,0L,RbRb

2. Die Funktion f(n) = 2n wird von den folgenden Operatoren (jeweils auf
unterschiedliche Weise) berechnet:

P; = Ry, ROLyp, RbR[Ry,ORO Ly, RbR]
P]/c = KOLy, RbRD

P} = KLyPy

Bei TOs gehen wir (wie bei TMs) davon aus, dass Zahlen in der modifizierten
Unardarstellung n = 0"*! gegeben sind.



AQUIVALENZ VON TURINGMASCHINEN UND TURINGOPE-
RATOREN

Turingmaschinen und Turingoperatoren berechnen dieselben Zahlfunktionen.
D.h. fur

e F(TM)™ = {¢:N* — N: ¢ partiell TM-berechenbar}
F(TM) = ,0 F(TM)™ und Fiot(TM) = {f € F(TM) : f total}
e F(TO)™ = {¢p : N — N : ¢ partiell TO-berechenbar}

F(TO) = U0 F(TO)™ und Fiet(TO) = {f € F(TO) : f total}
gilt:

SATZ F(tot)(TO) — F(tot)(TM)

Wir zeigen zunachst nur die Inkusion F(io)(TO) C F(or)(TM). Die andere
Inklusion werden wir spater zeigen.



Da Ein/Ausgabe bei TOs und TMs gleich definiert ist, genligt
es folgendes Lemma zu zeigen.

LEMMA. Zu jedem TO P uber I gibt es eine Turingmaschine M
uber dem Bandalphabet ' mit Startzustand aj;; und ausgezeich-
netem (Stopp-)Zustand w;,, sodass fiir alle Bander (f,z) uber I
gilt:

(1) Ist P(f,z) definiert, so ist die maximale mit (ayps, (f,2)) be-
ginnende Konfigurationenfolge endlich und endet mit der Stopp-
konfiguration (wys, P(f,z2)).

(i1) Ist P(f,z) undefiniert, so ist die maximale mit (ay, (f,2))
beginnende Konfigurationenfolge unendlich.



BEWEIS DES LEMMAS:

Der Beweis ist durch Induktion nach Aufbau (= Lange) des TO P.

1. P=acl oder P= B € Bew. Dann besteht das Programm § von M aus
den Instruktionen (aps,a’,a,S,wy) bzw. (ap,d',a’, B,wys) flur alle o’ € T.

2. P= P P>. Nach I.V. gibt es dann die die TOs P, simulierenden Maschinen

M; mit Zustandsmengen Z; und ausgezeichneten Zustanden aj; und wy, (i =
1,2). Durch eventuelles Umbenennen der Zustande kdnnen wir erreichen,
dass Z1 N Z> = {wn,} und wy, = ayy, 9ilt. Das Programm von M ist dann die
Vereinigung der Programme von M; und Mbs, ay = apy, und wyr = wyy,.

3. P=[Pi1], (a€Tl). Nach I.V. gibt es dann eine den TO P; simulierende
Maschine M; mit ausgezeichneten Zustanden aj; und wy;,. Das Programm
der Maschine M erhalt man aus dem Programm von M; durch Hinzufugen
der Instruktionen (ays, a,a, S,wyr) und (ap,a’,d’, S, apy,) (fur alle o’ #= a), wobei
oy = wy, wahrend wys neu ist.




4.2 VARIANTEN DER SPEICHERSTRUKTUR:

MEHRBAND-TURINGMASCHINEN UND
HALBBAND-TURINGMASCHINEN



MEHRBAND-TURINGMASCHINEN

Der Speicherzugriff bei Turingmaschinen ist recht umstandlich.
Man erhalt effizientere Speicherstrukturen, wenn man mehrere
Kopfe oder mehrere Bander (mit je einem Kopf) zulasst (oder
beides). Die Anzahl der Kopfe bzw. Bander ist dabei fest, die Zu-
griffe der verschiedenen Kopfe bzw. auf die verschiedenen Bander
voneinander unabhangig.

Wir formalisieren hier das Konzept der k-Band-TM (k > 1) und
Uberlassen die Formalisierung der (weniger populdaren) k-Kopf
TM (oder allgemeiner k-Kopf-k’-Band-TM) als Ubung. Unser
bisheriges Konzept wird gerade der Spezialfall der 1-Band-TM
sein.



k-BAND-TURINGMASCHINEN
Seien X, T, Alphabete mit U T C T \ {b} und seien k,m > 1.

Eine k-Band-Turing-Basismaschine M mit Bandalphabet ' zur Berechnung
m-stelliger partieller Funktionen von 2* nach T* wird durch ein Tupel

M= (k,>,mT,T, 7 z2,0)

gegeben, wobei k£ die Anzahl der Bander ist und - wie bei den bisher betrachte-
ten (1-Band-)TMs - 3>, T und I das Eingabe-, Ausgabe- und Bandalphabet, Z
die endliche Menge der Zustande und zg € Z der ausgezeichnete Startzustand
sind. Das Programm ¢ ist nun eine partielle Funktion vom Typ

§:ZxI* = (I xBew)* x Z.

Eine 'Zeile' 6(z,a1,...,a;) = (a}, B1,...,a,, By, 2") von § (in Tabellenform dar-
gestellt) wird als bedingte Anweisung (z,a1,...,ax,a%,B1,...,a},, B, 2') mit
Bedingungsteil (z,az1,...,a;) und Anweisungsteil (a), Bi,...,a}, B, 2') gelesen
und wie folgt interpretiert: Stehen im Programmzustand z die Buchstaben
ai,...,ar auf den Arbeitsfeldern der k-Bander von M, so werden diese zunachst
mit a’,...,a) neu beschriftet und dann gemaB den Bewegungen By, ..., Bj, ver-
legt. SchlieBlich wird z’ als neuer Zustand angenommen.



ARBEITSWEISE DER k-BAND-TM M

Wir verzichten auf eine formale Beschreibung der Arbeitsweise der k-Band-
TM M, da sich diese aus der bereits gegebenen Interpretation der einzelnen
Instruktionen entsprechend zum Fall der 1-Band-TM leicht angeben lasst.
(Z.B. ist eine Konfiguration nun ein Tupel (f1,p1,..., fx, Pk, 2), wobei (fi, ;)
das i-te Band und z der (Programm-)Zustand ist.)

Festlegen mussen wir hierzu lediglich noch den Ein- und Ausgabemechanis-
mus von M:

EINGABE

e Die Eingabe wird rechts des Arbeitsfeldes auf das ansonsten
leere erste Band geschrieben. Die anderen Bander sind leer.

AUSGABE

e Die Ausgabe wird dem letzten Band rechts des Arbeitsfeldes entnommen.



RECHENZEIT UND PLATZBEDARF DER k-BAND-TM M

Rechenzeit und Platzbedarf sind in Entsprechung zum Fall der Einbandma-
schine definiert:

RECHENZEIT

Terminiert M bei Eingabe #, so ist die Rechenzeit von M bei Eingabe Z,
timey (¥), die Lange der Rechnung. Terminiert M nicht, so ist timey () un-
definiert.

PLATZBEDARF

Die GroBe einer Konfiguration ist nun die kleinste Zahl s, sodass der relevante
Bandteil aller Bander im Adressintervall [—s,+s] liegt. Hieraus erhdlt man
den Platzbedarf dann wie gehabt: Terminiert M bei Eingabe #, so ist der
Platzbedarf von M bei Eingabe ¥, spacey (%), das Maximum der GroBen der
in der Rechnung vorkommenden Konfigurationen. Terminiert M nicht, so ist

spacep () undefiniert.



EIN BEISPIEL FUR DIE HOHERE EFFIZIENZ VON MEHRBAND-TMs

Wir betrachten die Sprache der Palindrome uber dem binaren Alphabet:
A={we{0,1}:w=w'}
Eine 2-Band-TM M = (2,{0,1},1,{1},{b,0,1}, 7, 20,9), die A erkennt (d.h.

die charakteristische Funktion ¢4 von A berechnet) arbeitet anschaulich wie
folgt:

(1) Lese die Eingabe w (von links nach rechts) und schreibe gleichzeitig
das Spiegelwort w’ (von rechts nach links) auf Band 2.

(2) Setze den Kopf auf Band 1 vor die Eingabe w zurick.
(Der Kopf auf Band 2 steht bereits vor w!)

(3) Lese w auf Band 1 und w’ auf Band 2 gleichzeitig (jeweils von links
nach rechts). Wird ein Unterschied gefunden, so wird 0 (= 0) ausge-
geben, andernfalls 1 (= 00).

Die Rechenzeit von M ist linear, d.h. timey (w) = O(Jw]).
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Das naive Programm zur LOosung des Palindromproblems auf ei-
ner 1-Band-TM hat dagegen einen Zeitbedarf der GroBenord-
nung O(Jw|?): Hier vergleicht man den ersten mit dem letzten
Buchstaben, streicht diese und flihrt (bei Gleichheit) das Ver-
fahren rekursiv fur das Restwort aus. Dies erfordert je Vergleich
O(lw]), O(Jw| — 2), O(|lw| —4), ... Schritte, da das Wort w bzw.
das aktuelle Restwort hierzu durchlaufen werden muss.

Man kann tatsachlich zeigen, dass jede 1-Band-TM zur LOsung
des Palindromproblems fur unendlich viele Eingaben einen der
GroBenordnung nach quadratischen Zeitbedarf hat. Dies zeigt,
dass Mehrband-TMs im allgemeinen effizienter als 1-Band-T Ms
sind, weshalb man bei Komplexitatsfragen das Mehrband-T M-
Modell zugrundelegt.

Mehrband-TMs sind jedoch nicht prinzipiell machtiger als 1-
Band-TMs.



BANDREDUKTIONSSATZ.

Das Mehrband-Turingmaschinen-Konzept ist aquivalent zum (1-
Band-) Turingmaschinen-Konzept. D.h. zu jeder k-Band-Turing-
maschine M = (k,>X,m, T,I,Z,29,6) mit k > 1 gibt es eine aqui-
valente (1-Band-)TM M’ = (X,m, T,I",Z’, z5,4").

Gehen wir davon aus, dass m = 1 und timep;(z) > |z| stets gilt,
so ldsst sich Zeit- und Platzbedarf von M’ wie folgt abschatzen:
time () < O(timey (z)?)

spacep(z) < spacepr(x) + O(1)

D.h. die Einschrankung auf ein Band kann zu einem quadrati-
schen Zeitverlust fiihren aber zu (praktisch) keinem Platzverlust.



BEWEISIDEE:

Die 1-Band-TM M’ simuliert die gegebene k-Band-TM M Schritt-
fur-Schritt. D.h. jeder Rechenschritt von M wird durch eine ge-
eignete Rechenschrittfolge von M’ simuliert.

Hierzu wahlt man das Bandalphabet I’ von M’ so, dass (intuitiv)
das Band in 2k Spuren zerlegt wird, wobei zu jedem Band von M
zwei dieser Spuren korrespondieren. In der oberen Spur wird das
Arbeitsfeld des k-ten Bandes durch ein 4+ (sonst —) markiert,
wahrend die untere Spur die Bandinschrift enthalt.

In der folgenden Beschreibung der Details der Konstruktion be-
schranken wir uns auf den Fall k=2 und m = 1.



BEWEISIDEE (Fortsetzung):

Das Programm ¢’ von M’ besteht dann aus 3 Teilprogrammen § = §7 U5 U 0%
mit folgenden Funktionen:

o

05

Uberfiihrung der Startkonfiguration in das (kodierte) Format der Mehr-
bandmaschine.

Schritt-flir-Schritt-Simulation von M: Beginnend im Zustand [z, a1, as]
und dem Arbeitsfeld am linken Rand des relevanten Bandteils, simuliert
M' die bedingte M-Instruktion I = (z,a1,a2,a’, B1,a5, B2, 2'), indem es die
kodierten M-Arbeitsfelder aufsucht und deren Inschriften und Positionen
aktualisiert, dann an den linken Rand des relevanten Bandteils zurucklauft
und in den Zustand [%/,a},a}] geht.

: Uberfiihrung der kodierten Stoppkonfiguration der Mehrband-Maschine

in die aquivalente Stoppkonfiguration der 1-Band-Maschine.



BEWEIS (Teil 1): Das Bandalphabet " von M’

Im Folgenden beschreiben wir M’ formal, wobei wir uns jedoch auf den Fall

einer 2-Band-TM M (d.h. kK = 2) zur Berechnung einer 1-stelligen Funktion
(d.h. m = 1) beschranken.

I_/ =l u {<0-17a’170-27a2)T . 01,02 S {_I_? _} & ai, az S I_} U {[’]}

e (01,a1,02,a2) beschreibt die Inschriften der 4 Spuren eines Feldes

von links nach rechts (d.h. der transponierte Vektor (o1,a1,02,a2)"
beschreibt diese von oben nach unten):

o; gibt an, ob es sich um das Arbeitsfeld von M auf Band 7 handelt,
und a; ist die Feldbeschriftung auf Band i (1 = 1, 2).

e Mit [ und ] klammern wir den in die Spurendarstellung gebrachten,
relevanten Bandteil ein.



BEWEIS (Teil 2): Das Teilprogramm §}

Das Programm ¢} muss fir ein Eingabewort w = w(0)...w(n) € * (n > —1)
die folgende Konfigurationentransformation leisten (wir markieren das M’-
Arbeitsfeld mit 1 statt _):

IT)w(O)w(n)b = % b w(0) ... wln) ]...
24 [20,b,b] b b b

Dies wird realisiert durch:
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BEWEIS (Teil 3): Das Teilprogramm 45

Das Programm 5’2 besitzt fur jede bedingte Instruktion I von
M ein Programmstuck 5/1 zur Simulation von [I. Die Struktur
von 5’[ hangt dabei von den Bewegungsbefehlen in I ab. Von den
O = 3.3 moglichen Fallen betrachten wir hier nur einen typischen
Fall (Linksbewegung auf Band 1; Rechtsbewegung auf Band 2),
d.h. wir nehmen an, dass I die Gestalt

!/ / /
I = (Z,&]_,CLQ,CL]_,L,G,Q,R,Z>
entsprechend der Programmezeile
/ !/ !/
5(2’,&1,&2) — (a17L7a27R7Z)

hat.



BEWEIS (Teil 4): Das Teilprogramm ¢} von 65 (Arbeitsweise)

Das Teilprqgramm 87 zur Simulation von I = (z,a1,a2,a’, L, a}, R,2") muss die
Konfiguration

- 4+ -
[ ... a1 @1 aip ... aig 4ai aiy ... ...
T - - = -+ -

[z, a1, a2] ar; az azp a»; a2 ay

in folgende Konfiguration uberfuhren:

4+ _ _ _
[ ... a1y ay aiy ... a1y a1 aiy ... ...
1 -2 S
[2/,a’, a5] az; 42 Q. ax; a5 ao;

Hierbei muss das M-Arbeitsfeld AF1 auf Band 1 nicht links des M-Arbeitsfeldes AF2 auf
Band 2 liegen, sondern es kann auch rechts davon oder an der selben Stelle liegen. Weiter
muss, falls AF1 direkt rechts von [ bzw AF2 direkt links von ] liegt, der relevante Bandteil
entsprechend erweitert werden, um die erforderliche Links- bzw. Rechtsbewegung durchfuhren
Zu konnen.

Die Idee des folgenden Programmes ¢} ist, zundachst das 1. Band zu aktuali-
sieren, dann das 2. Band.



BEWEIS (Teil 5): Das Teilprogramm ¢’ von 45 (Definition)

Z/ I_/

[270'170'2] [
[Z,CLl,CLQ,—,—] (_7a7+/_7a/)T
[Z,a,l,CLQ,—,—] (+7a17+/_7a’/>T

(_7 a, +/_7 a/)T

[Z, ai,az,<—, _]

[Zaaflaa’27+7_]<_ (_7a’7+/_7a/)T
[z,a1,a2,+, —]« [
[Zaa'laa’27<_7_] [
[Z,CLl,CLQ,—l‘,—][ b
[Zaa17a27+7_] (—I—/—,CL,—,CL/)T
[Z7a17a27+7_] (+/_7aa+7a2)T
[z,a1,a2, 4+, —] (+/—,a,—,a)T
[Z,CLl,CLQ,"—,—I—] — (+/_7a'7+/_7a/)T
[Z,CL]_,CLQ,"—,—I-] — [
[z, a1, a2, +, —] ]

[Z,CLl,CLQ,—I—,—'—]] b

r
[
(_70'7 _I_/_?a’/)T
(_7a/17 +/_aa/)T
(+a a, +/_7a’/)T
(—,CL, +[/_7a’/)T
(+7b7_7b)T
[
(+/-,a,—a)7
(+/—a,—,a5)"
(+/ =0, +,a)T
(+/=a, EI-/ ,a)t
(= b,+,0)"

Bew

SN IS

Z/
[Za ai, a2, —, _]
[Z7 ai, a2, —, _]

[27 ai, a2, <—, _]
[27 ai, an, +a _]<_
[Z7 ai, az, +7 _]<_

[Za ai,an, +7 _]
[27 ai, az, +7 _][
[Z7 ai,an, +7 _]
[Za ai,anz, _I_) _]

[2,a1,a2,+, —]
[2,a1,a2,+, 4] —
[2,a1,a2,+,+] —

[2',af, a5]

[2,a1,a2,+, +]]

[2,a1,a2,+,+] —



BEWEIS (Teil 6): Das Teilprogramm 65 (Arbeitsweise)

Die Simulationsphase ist beendet, wenn M’ einen Zustand [z, a1, as] erreicht,
sodass 6(z,a1,a2) undefiniert ist. Der 3. Programmteil von ¢’ stellt dann die
Ausgabe fur das 1-Bandmodell her, indem es im Bereich der Ausgabe die
Spurendarstellung auflost und nur die Inschrift des 2. Bandes (des Ausgabe-
bandes) bewahrt. D.h. fur jedes [z,a1,a2] mit 6(z,a1,a2) T wird ¢ die Konfi-
guration

01,0 011 Oln4+1 O1n42
[ “.n ai,o ai,l c. a1 n+1 a1 n+2 “en ] ..
i - o
[z, a1, az] a> v(0) v(n) a

(wobei v =v(0)...v(n) € T* (n>—1) und a € ' \ T) in die Konfiguration

01,n+2

b v(0) ... v(n) ainpt2 -..] ...
1 _
z! a

Uberfuhren (z., ist der 'Stoppzustand’ von M’).



BEWEIS (Teil 7): Das Teilprogramm ¢5 (Definition)

A X [’ — r’ x Bew X A
[2,a1,a2] [ b R —
— (+/_7a7_7a/) b R —
— (+/—,a,+,ad") b R convert
convert (+/—,a,—,d) (' € T) ! R convert
convert (+/_7 a, —, (1,/) (a’/ g T) (+/_a a, —, a/) L —
— ac T a L —
— b b S 2!

Hierbei ist in der ersten Programmzeile [z, a1,a2] ein beliebiger M’-Zustand,
fur den 6(z,a1,a2) 7 gilt; a,a’ € [ beliebig.

Hiermit ist 8’ und damit M’ vollstandig beschrieben.



BEWEIS (Teil 8): Komplexitit von M’

PLATZBEDARF: Da nur die Randmarken hinzugefluigt werden miussen, gilt
(1) spacep(x) < spacep(z) + O(1)

ZEITBEDARF: Die Rechenzeit setzt sich zusammen aus

Initialisierung: Die Zeit ist linear in der Eingabenlange beschrankt, also
(21) timein(z) < O(|z]) < O(timen(z))
Simulation: Die Zeit um einen M-Schritt zu simulieren ist linear beschrankt in der Lange

der aktuellen M’-Konfiguration, also wegen (1) linear beschrankt in spacey(x). Da (wegen
timey (x) > |x|), spacep (x) linear beschrankt in timey (x) ist, folgt

(22) timesm(x) < timep(x) - O(timen(x))

Endphase: Die Zeit ist linear in den Konfigurationenlangen beschrankt, weshalb (wie oben)

(23) timeout(x) < O(timep(x))

Insgesamt gilt also:
(2) timen () = timein(x) 4 timegim () + timeow(x) < O(timey ()?)



Weitere Speichervarianten bei Turingmaschinen:

e Mehrdimensionale Turingmaschinen
Im 2-dimensionalen Fall bestehen hier die Felder aus den
,, Kastchen" der Zahlenebene, d.h. die Adressierung der Fel-
der erfolgt hier durch 72. Bei den Kopfbewegungen kommen
entsprechend die Befehle O (,,nach oben*) und U (,,nach un-
ten*) hinzu. Den hoher dimensionalen Fall beschreibt man
analog.

e Halbband-Turingmaschinen
Hier ist das Band (oder die Bander) nur nach rechts un-

beschrankt, d.h. die Adressen sind naturliche statt ganzer
Zahlen.



Auch hier Idsst sich wiederum die Aquivalenz zum urspriinglichen
Konzept zeigen. Wir betrachten hier nur den Fall der Halbband-
Maschinen.

Beweisidee fiir die Simulation einer (Vollband-) Turingmaschine
M durch eine Halbband-TM M’ mit Hilfe einer Variante der Spu-
rentechnik: Das M’-Halbband besteht aus 2 Spuren, wobei die
obere Spur die rechte Bandhalfte von M und die untere Spur die
gespiegelte linke Bandhalfte aufnimmt. (D.h. anschaulich, dass
man vor Beginn der Rechnung das M-Band am Arbeitsfeld zer-
schneidet und die linke Bandhalfte unter die rechte Bandhalfte
umklappt.)

Sowohl Rechenzeit als auch Platzbedarf von M und M’ sind linear korreliert,
d.h. Zeit- und Platzkomplexitat von (1-Band-)TMs und Halbband-TMs un-
terscheiden sich nur um einen linearen Faktor.



BEMERKUNG: Ahnlich zeigt man die Aquivalenz von Turing-
maschinen und 2-Stapel-Maschinen (oder — wie man meist sagt
— 2-Kellermaschinen oder 2-Push-Down-Automaten). Der Spei-
cher einer k-Stapel-Maschine uber dem Speicheralphabet [T be-
steht aus k Stapeln (stacks) Uber I'. Bei der Simulation stellt man
die linke Bandhalfte der TM durch den ersten Stapel, die rechte
Bandhalfte durch den zweiten Stapel dar (und umgekehrt).

1-Stapel-Maschinen sind dagegen weit weniger machtig, wie wir
im Teil uber Formale Sprachen sehen werden.



Eine weitere Variante des Speichers erhalten wir durch Normierung des Band-
alphabets:

Eine Turingmaschine M = (X, m,T,[", Z, z0,6) ist Bandalphabet-normiert wenn
r=>uTu{b0,1}

gilt (wobei 0,1 in ZUT vorkommen diirfen). Als zusatzliche Hilfszeichen wer-
den im Speicher neben dem Blank also hochstens die Bits O und 1 zugelassen.

NORMIERUNGSSATZ. Zu jeder (k-Band-)Turingmaschine M gibt es eine
aquivalente Bandalphabet-normierte (k-Band-)Turingmaschine M’. Weiter gilt,
dass timey(x) < O(timen(x)) und spacenr(x) < O(spacey(x)).

BEWEISIDEE: Im Speicher von M’ werden die Buchstaben a; des Bandalpha-
betes ' = {a1,...,a,} durch deren Bindrkodierung 0‘1"* dargestellt. Jeder
Buchstabe aus I wird also durch einen Block der Lange n von Buchstaben
uber dem normierten Bandalphabet dargestellt, weshalb sich der Platzbedarf
um den Faktor n erhoht. Entsprechendes gilt fur die Zeit, da das Lesen eines
kodierten Buchstabens aus I' die Zeit O(n) erfordert. Ahnliches gilt fiir das
Schreiben und das Verlegen des M-Arbeitsfeldes.



KONKLUSION:

Das “minimalistische” Turingmaschinenmodell ist aquivalent zu
“komfortableren” Modellen, die man durch Veranderungen des
Programmformats bzw. der Speicherstruktur erhalt. Fur Unter-
suchungen des Berechenbarkeitsbegriffs sowie der Grenzen der
Berechenbarkeit ist das Grundmodell daher ausreichend.

Die betrachteten Erweiterungen der Turingmaschine erlauben je-
doch z.T. schnellere Verfahren. Fur Komplexitatsuntersuchun-
gen ist das Basismodell daher nicht adaquat. Hier werden wir
das Mehrband-Turingmaschinenmodell zugrundelegen.



