20. REGULARE SPRACHEN



Zum Abschluss betrachten wir die kleinste der Chomsky-Klassen, die Klas-
se der rechtslinearen Sprachen, die auch als regulare Sprachen bezeich-
net werden.

Wir fihren zunachst eine Normalform ein, aus der wir ein Pumpinglem-
ma herleiten, das uns die Trennung der rechtslinearen von den linearen
Sprachen erlaubit.

Danach werden wir die Machtigkeit der Klasse der rechtslinearen Spra-
chen durch alternative Charakterisierungen (endliche Automaten, regulare
Ausdricke) beschreiben und kurz auf Abschlusseigenschaften und Entscheid-
barkeits- und Komplexitatsfragen eingehen.

Detailliert behandelt werden die regularen Sprachen in der Vorlesung For-
male Sprachen.



CHOMSKY-NORMALFORM UND PUMPINGLEMMA



DIE CHOMSKY-NORMALFORM FUR RLIN

DEFINITION. Eine rechtslineare Grammatik G= (N, T,P,S) ist in Chomsky-
Normalform, falls G A-treu ist und neben der eventuellen A-Regel S— A nur
Regeln der Form

X—aY¥Y (X,YeN,aeT)
X—a (XeNaeT)

besitzt.

NB. Die Herleitung eines Wortes w=a;j ...an € L(G) der Lange n hat eben-
falls Lange n:

S=X1=ao=a1a0X3=---=a1...a5-1Xn=3a1...an



UBERFUHRUNG IN DIE CHOMSKY-NORMALFORM

e Zur Sicherung der A-Treue und zur Elimination von Variablenum-
benennungen geht man wie bei kontextfreien Grammatiken vor.

e RegelnderForm X — a;...a,f mitn> 2 a,...,an € T, NU{A}
ersetzt man durch

X —aY;

Y]_ — azYz

Yn—2 — an—1Yn-1
Yn-1 — anP

wobei Yy, ..., Yh—1 neue Variablen sind.



EIN PUMPINGLEMMA FUR RLIN

SATZ. Zu jeder rechtslinearen Sprache L € >* gibt es eine Zahl p € N,
sodass jedes Wort z€ L mit |z > p eine Zerlegung z= uvw in Teilworter
u,v,w € 2* besitzt, die folgende Eigenschaften hat:

(1) v#A
(2) v <p
(3) Vne N(zy=uv'well).

Weiter lasst sich ein geeignetes p effektiv aus jeder rechtslinearen Gram-
matik G, die L erzeugt, berechnen.



BEWEISIDEE

e Wahle G= (N, T,P,S) in Chomsky-Normalform mit L = L(G).
e Setze p= |N|+ 1.
e Firz=a;...a5 € L mit n > p > |N| erhalt man die gewlinschte Zerlegung z= uvwdann wie folgt:
Nehme eine Herleitung von w:
S=XjzaXo=agaXz=---=a... a1 %= a...a,

Betrachte die letzte Variablenwiederholung in dieser Herleitung, d.h. wahle k maximal, sodass
es m> k mit Xy = X, gibt.
Fur X =X=Xpn U=az...8_ 1, V=a&...am_1 und w= an,...a, gilt dann

v#A (wegen k< m)

lvw| < p (wegen Maximalitat von k)

sowie
S="uX=aj...ak_ 1 X
Xe=X="vX=a...am-1Xm
Xn=X="W=any...a,
weshalb

VneN(zy=uwel)



BEISPIEL

L = {0"1": n> 1} ist nicht rechtlinear

Man zeigt dies indirekt. Widerspruchsannahme: L rechtslinear

Wahle p passend gemass Pumpinglemma.

Betrachte z= 0P1P (NB: |zl > p).

Nach dem Pumpinglemma gibt es eine Zerlegung z= uvwmit den Eigenschatften (i) - (iii).
Es gilt dann:

e Wegen (i) ist v nicht leer.

e Wegen (ii) gilt [vw| < p, d.h. vund w sind in dem 1-Block von z enthalten.

e Esist also v= 1 fiir ein k > 1.

In zo = uPw wird also der 1-Block verkiirzt, wahrend der 0-Block unverandert bleibt:
Z0=0P1P K (k>1)

ALSO: zp ¢ L, im Widerspruch zu (iii).



FOLGERUNG: TRENNUNG VON LIN UND RLIN

KOROLLAR. RLIN C LIN.

BEWEIS. Da nach Definition RLIN C LIN gilt, gentigt es eine Sprache L mit
L € LIN \ RLIN

anzugeben. Dies gilt aber ftr
L={0"1":n>1}.

e L wird von der linearen Grammatik mit den Regeln
S— 0S1|01

erzeugt.

e L Z RLIN nach dem letzten Beispiel.



ENDLICHE AUTOMATEN:

EINE MASCHINENCHARAKTERISIERUNG VON RLIN



ENDLICHE AUTOMATEN

Ein deterministischer endlicher Automat M ist ein 5-Tupel
M — (272767207 E)?

wobel

e 2 ein Alphabet (Eingabealphabet)

e Z eine endliche Menge (Menge der Zustande)
e 0:ZxZX— Z partiell (die Ubergangsfunktion)
e Zoc< Z der Startzustand und

e E C Z die Menge der Endzustande

sind. Ist 8 C (Z x ¥) x Z eine Relation (Ubergangsrelation), so heilRt M ein
nichtdeterministischer endlicher Automat.



Der deterministische Automat M arbeitet wie folgt: Bei Eingabe eines Wor-
tes we Z* liest M das Wort w Buchstabe flr Buchstabe ein und aktualisiert
dabei laufend seinen Zustand, wobei sich der jeweils nachste Zustand
Z aus dem vorhergehenden Zustand z und dem gelesenen Buchstaben
a geman o ergibt (8(z,a) = Z). Die Rechnung beginnt mit dem Startzu-
stand zy. Ist der Automat nach vollstandigem Einlesen von w in einem Zu-
stand z € E, so akzeptiert er die Eingabe. Sonst wird die Eingabe verwor-
fen. Insbesondere verwirft der Automat die Eingabe, wenn er diese nicht
vollstandig einlesen kann.

Im Falle eines nichtdeterministischen Automaten gilt fir den Nachfolge-
zustand Z von z beim Lesen von a, dass ((za),Z) € d gilt. Hier ist Z i.
Allg. nicht eindeutig bestimmt. Hier wird die Eingabe akzeptiert, falls es
eine mogliche Rechnung gibt, die das vollstandige Einlesen der Eingabe
erlaubt und in einem Endzustand endet.



FORMALE BESCHREIBUNG DER ARBEITSWEISE VON M

e M-Konfiguration: (zw) € Z x £* =: KONy
(= aktueller Zustand + Eingaberestwort)

e Startkonfiguration bei Eingabe w: (zg,w)

e Ein-Schritt-Relation =1 € KONy X KONpw:

(z,aw) =M (Z,w) genau dann, wenn ((z a),Z) € 3,
wobeizZ €Z,ae X undwe Z*.

e Mehrschrittrelation :>>,(/|: wie ublich

e \Von M erkannte Sprache L(M) C ¥*:
LIM)={we XZ*: Fze E((z9,w) = (ZN))}.



BEISPIEL 1. Der deterministische endliche Automat M = (Z,Z,0,75,E) mit

$=1{0,1}, Z= {2\, %)+, Z* 1+ Zrenler} 20 =2\, E = {Zy+1+} und der Uber-
gangsfunktion o

Z X 2 — Z

Z) 0 ZO+
ZO—I— 0 ZOJr
Zo+ 1 zpeqe
Zo+1+ 1 Zg+1+

erkennt die Sprache L(M) = {0™": m,n > 1}.



Ubergangsdiagramm von M:
0 1
DSOS

Ubergangsdiagramm (Ubergangsgraph)

e Knoten = Zustande

e Kanten = Ubergénge (aktuell gelesener Buchstabe)
e Startzustande durch leere Eingangskante markiert
e Endzustande durch Doppelkreislinien markiert



VERVOLLSTANDIGUNG

Ein det. endl. Automat M = (X,Z,8,7,E) heisst vollstandig, wenn die Ubergangsfunktion
o total ist. (In diesem Fall wird jedes Eingabewort vollstandig eingelesen; Akzeptieren und
Verwerfen sind daher symmetrisch.)

Jeder Automat M = (2,7, 9,7, E) lasst sich zu einem aquivalenten vollstandigen Automa-
ten M' = (2,Z2,8,2,E) erweitern:

Man fligt einen neuen nichtakzeptierenden Zustand zeener hinzu und setzt 6 zu & fort, in-
dem man &(z a) = Zrenier Setzt fiir alle (z,.a) € Z’' x Z mit 8(z,a) 7. Der deterministische end-
liche Automat M = (%, Z, 9,7, E) aus Beispiel 1 wird so z.B. zu M" = (Z,ZU{Zrenter }, 9, 20, E)
erweitert, wobei & wie folgt definiert ist.

Z X 2 — Z

2, 0] Zo+

va\ 1 Zrehler
Zo+ 0 2o+

2o+ 1 Z20-1+
2o+ 1+ 0 Zrehler
Zo+1+ 1 Zo+1+
Zrehler 0 Zrehler
Zrehler 1 Zrehler



Ubergangsdiagramm von M’:




BEISPIEL 2. Ein nd. endl. Automat zur Erkennung der Binarworter, die
das Wort 10100 als Teilwort enthalten, wird durch folgendes Diagramm
beschrieben:

OO0
0,1 0,1
Deterministischer Automat: Ubung!

Wir werden gleich zeigen, dass jeder nd. endl. Automat aquivalent zu ei-
nem det. endl. Automaten ist.



MASCHINENCHARAKTERISIERUNG VON RLIN

SATZ. RLIN = DEA = NEA

Hierbei ist DEA (NEA) die Klasse der Sprachen, die von einem determini-
stischen (nichtdet.) endlichen Automaten erkannt werden.

Da offensichtlich DEA C NEA qilt, gentigt es zu zeigen:

e RLIN C NEA

e NEA C DEA

e DEA C RLIN



RLIN C NEA
Sei L rechtslinear.
Wahle G = (N, T,P,S) rechtslinear in Chomsky - Normalform mit L =L(G).

Definiere M = (T,Z,0,z5,E) mit L(M) = L(G) wie folgt:

o Z:=NU{+}

o 75:=9S

e E:={+} (fallsA €L(G)) bzw. E :={+,S} (falls A € L(G))
e O ((X,a),Y)edeX—a¥YeP

(
(X,a),+)ed= X —acP

IDEE. Bei Eingabe w=a;...a, rat M eine Ableitung von win G, wobei M sich im Zustand
die Variablen Xy der aktuellen Satzform zur Ableitung des Restwortes ay...a, merkt. Fin-
det M solch eine Ableitung von w, beendet M die Rechnung im akzeptierenden Zustand

+.



NEA C DEA

SeiM = (£,Z,0,zy9,E) ein nd. endlicher Automat.

Einen deterministischen endlichen Automaten M’ = (3,Z",&, z,,E') mit L(M) = L(M’) erhélt
man mit folgender ldee (Potenzmengenkonstruktion): M’ merkt sich nach Einlesen eines
(Teil-)Wortes w alle M-Zustande in seinem Zustand, die M nach Einlesen von w maogli-
cherweise erreicht haben kann. Enthalt diese Menge am Ende einen M-Endzustand, so
akzeptiert M’ die Eingabe.

Formal ist M’ wie folgt definiert:
o Z:={A: ACZ} (d.h. Z ist die Potenzmenge von Z)

¢ 7p:={zn}
e E':={AcZ: ANE#0}
o & :7Z' x3 — Z istfestgelegt durch

d(Aa)={Zcz: I3zc Al((za),Z) € d)



DEA C RLIN

Sei M = (2,Z,8,7,E) ein det. endlicher Automat, wobei 0.B.d.A. die Uber-
gangsfunktion 9o total sel.

Eine rechtslineare Grammatik G = (N,%,P,S) merkt sich in der Variablen
den Zustand von M und simuliert jeden Ubergang von M durch einen ent-
sprechenden Ableitungsschritt:

o S—= ZO
e N=/
e P enthalt folgende Regeln:

z— aZ falls 8(z,a) = 7
z— Afallsze E



EINE WEITERE CHARAKTERISIERUNG VON RLIN:

REGULARE AUSDRUCKE UND SPRACHEN



Wir betrachten nun eine weitere Charakterisierung der regularen Sprachen
mit Hilfe von Abschlusseigenschaften, die der Sprachklasse auch den Na-

men gegeben hat. Wir definieren hierzu induktiv regulare Ausdriicke a und
die von diesen dargestellten Sprachen L(a).



REGULARE AUSDRUCKE

Die regularen Ausdriicke a tber dem Alphabet Z sind wie folgt definiert
und stellen folgende Sprachen L(a) dar :

0 L(0) =0

acz L(a) ={a}

(aB) L((aB)) = L(a)L(B)
@UB)  L((aUP) =L(@)UL()

a* L(a*) =L(a)

wobei a, 3 regulare Ausdrticke sind.

Eine Sprache L C Z* heil3t regular, wenn sie durch einen regularen Aus-
druck Uber X dargestellt werden kann. REG (REGy) ist die Klasse der re-
gularen Sprachen (tber %).



BEISPIELE
1. L1 ={0™": mn> 0} = {0}*{1}* wird durch a; = (0*1*) dargestellt.

2. Lo ={0M": mn> 1} = {0}{0}*{1}{1}* wird durch a, = ((00%)(11"))
dargestellt.

3.La={wez5: |w| gerade} ={00,01,10,11}* = ({00} U {01} U{10} U{11})*
wird durch a3 = ((((00)U (01)) U (10))uU(11))* dargestellt.

4. Lg={we Z5: xTeilwort von w} = Z*{x}2* = ({0} U{1})*{x} ({0} U {1})"
wird durch a4 = (((0U1)*x)(0U1)*) dargestellt.

Da Verkettung und Vereinigung assoziativ sind, lassen wir in der Regel unnotige Klam-

mern in den Ausdricken weg:
a1 = 0"1%, a, =00°11%, a3 = ((00) U (01) U(10) U (11))*, ag = (OUL)*x(OU 1) .



SATZ. Die Klasse der regularen Sprachen ist die kleinste Sprachklasse,
die die endlichen Sprachen enthalt und gegen Vereinigung, Verkettung und
Iteration (*-Operator) abgeschlossen ist.

BEWEIS. Nach Definition ist REG die kleinste Klasse, die die Sprachen 0
und {a} (a € Z) enthalt und gegen Vereinigung, Verkettung und Iteration
abgeschlossen ist. Es gentigt also folgendes Lemma zu beweisen:

LEMMA. Endliche Sprachen sind regular.

BEWEIS DES LEMMAS. Sei L = {wyq,...,wnh} C Z* eine endliche Sprache.
Wir zeigen die Regularitat von L durch Induktion nach der Kardinalitat n
von L.



n

0. DannistL=0,d.h.L=L(a) fur a = 0.

n=1. Dann ist L = {w}. Wir zeigen die Regularitat von L durch eine Ne-
beninduktion nach der Lange mvon w=aj...am.

m=0. DannistL = {A} =L(0%).

m=1. DannistL ={a} =L(a).
m> 2. DannistL={a;...am} ={a1}...{am}. Die Behauptung
folgt also aus der NIV und dem Abschluss von REG unter
Verkettung.

n>2 DannistL = {wy,...,wn} ={wq}U---U{wn}. Die Behauptung folgt

also aus der HIV und dem Abschluss von REG unter Vereinigung.



AQUIVALENZ VON REGULARITAT UND RECHTSLINEARITAT

SATZ. RLIN = REG

BEWEIS: Wegen RLIN = DEA genugt es die beiden folgenden Inklusionen
ZU zeigen:

REGC RLIN

DEA C REG



REGC RLIN:

Da REG die kleinste Klasse ist, die die endlichen Sprachen enthalt und gegen Vereini-
gung, Verkettung und Iteration abgeschlossen ist, genlgt es folgendes zu zeigen:

e Jede endliche Sprache L = {ws,...,wy} (n > 0) ist rechtlinear.

L l&sst sich mittels der folgenden Regeln erzeugen: S— wy | W | ... | Wy
RLIN ist gegen Vereinigung abgeschlossen. Dies haben wir bereits gezeigt.

RLIN ist gegen Verkettung abgeschlossen. D.h. sind L1 und L, rechtslinear,
so auch L;L,.

Wahle rechtslin. Grammatiken G; = (N;, T;, B, §) in Chomsky-Normalform, die L;
erzeugen, wobei 0.B.d.A. Ny N, = 0. Ferner gelte A € L1 (A € L1 s.u.).
Dann erzeugt G= (N1UNp, T UT,, P, S;) die Sprache L;L,, wobei

P={X—aY¥: X—aYeP}uU{X—aS: X —acP}UPR,
(Fur A € Ly nimmt man noch die Regel S, — S hinzu.)

RLIN ist gegen lteration abgeschlossen.

Dies zeigt man ahnlich wie den Abschluss gegen Verkettung.



DEA C REG

SeiM = (Z,Z,0,7,F) ein det. endlicher Automat. Wir miissen zeigen, dass L(M) regular
ist. Wir benutzen hierzu die Tatsache, dass REG alle endlichen Sprachen enthalt und
gegen Vereinigung, Verkettung und Iteration abgeschlossen ist.

O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, dass Z = {0,..., p}, wobei 0 der Startzustand ist.
Wir definieren fur i, j, k< p
L ={a1...an€Z":n>0& I p,...,0n <K
0(i,a1) = 02 & &(Gm, @m) = Om+1 (2< M< N) & O(0h, an) = j]}

D.h. Li‘fj enthalt alle Worter w € 2*, die den Automaten M vom Zustand i in den Zustand j
fuhren, wobei die zwischendurch durchlaufenen Zustande alle < k sind.

Wegen
L(M) = | Lg,j

JeE
genugt es L{fj € REG (fur alle i, j,k < p) zu zeigen (wegen Abschluss von REGgegen U).

Wir tun dies induktiv nach k (simultan fur alle i, j < p).



L=

L0 _ {aex:08(i,a)=j} falls i # |
{acZ:d(i,a)=jU{A} fallsi=]

In jedem Fall ist Lﬂj endlich, also regular.

k — k-+ 1.

Es giltwe L falls
e well; oder
e W=W;...Wyn(M>2), wobei
Wi € LY 1 & W €L 14 (2T <m) & W€ L,y
Also:

Kt _ o k K Kk LK
L™ =L U Lk (Ligakga)” Ly

Hiermit folgt die Regularitat von Likjl aus der Induktionsvoraussetzung wegen

Abschluss von REG gegen Vereinigung, Verkettung und Iteration.



AQUIVALENZSATZ FUR RLIN



RECHTSLINEAR vs. LINKSLINEAR

Aus der Aquivalenz RLIN = REG ergibt sich leicht eine weitere Charakteri-
sierung der rechtslinearen Sprachen:

SATZ. RLIN = LLIN

BEWEISIDEE. Man zeigt folgendes:

(1) Die Klasse der regularen Sprachen ist gegen Spiegelbilder abgeschlossen, d.h. flr
regulares L C S ist LR = {wR:w e 2} ebenfalls regular. Man zeigt dies durch eine einfache
Induktion nach dem Aufbau der regularen Ausdriicke.

(2) Unter Verwendung der Chomsky-Normalform fiir die rechtslinearen Grammatiken und
die entsprechende, symmetrische Chomsky-Normalform flr die linkslinearen Grammati-
ken beobachtet man, dass

Lc RLIN & LR LLIN
gilt.



AQUIVALENZSATZ FUR DIE RECHTSLINEAREN SPRACHEN

Insgesamt erhalten wir also folgende aquivalenten Charakterisierungen
der rechtslinearen Sprachen:

RLIN = LLIN = DEA = NEA = REG

Diese Aquivalenzen sind effektiv, d.h. aus der gegebenen Darstellung einer
Sprache eines Typs kann man effektiv Darstellungen der Sprache von den

anderen Typen erhalten.

Weitere - z.T. rein algebraische - Charakterisierungen von RLIN werden in
der Vorlesung Formale Sprachen betrachtet.



ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN VON RLIN



Die Klasse der regularen Sprachen hat sehr starke Abschlusseigenschatf-
ten. Z.B. ist RLIN abgeschlossen gegen

1) Vereinigung

Durchschnitt

Komplement

4) Verkettung

5) lIteration

(6) Homomorphe Bilder

w N
N— N

(
(
(
(
(

(1), (4) und (5) folgen unmittelbar aus RLIN = REG und der Definition der regularen Spra-
chen; (3) ergibt sich aus RLIN = DEA, da man durch Vertauschen der End- und Nichtend-
zustande eines vollstandigen det. endl. Automaten M einen Automaten M’ erhalt, der das
Komplement der von M erkannten Sprache erkennt; (2) folgt aus (1) und (3) mit den DeM-
organschen Regeln. (6) zeigt man wie bei den kontextfreien Sprachen (unter Verwendung
der Chomsky-Normalform von RLIN).

Dabei gelten die Abschlusseigenschaften effektiv. Z.B. lasst sich aus rechtlinearen Gram-
matiken G; und G, flr Sprachen L1 und L, effektiv eine Grammatik G fur die Vereinigung
L1 UL> gewinnen.



UBERSICHT ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN

Wir konnen hiermit unsere Tabelle tber die Abschlusseigenschaften der
Sprachen der (erweiterten) Chomsky-Hierarchie vervollstandigen:

U | N | Komplement | Verkettung | Iteration | hom. Bild
CH |+ |+ — + + +
REK | 4+ | + + + + —
KS | +]|+ + + + —
KF |+ | — — + + +
LIN | 4+ | — — — — +
RLIN | + | + + + + +




ENTSCHEIDBARKEITSFRAGEN FUR RLIN



Da der Ubergang von einer rechtslinearen Grammatik zu einem &quiva-
lenten nd. oder det. endlichen Automaten oder zu einem aquivalenten re-
gularen Ausdruck effektiv ist, sind die Entscheidbarkeitsfragen fur

rechtslineare Grammatiken

det. endliche Automaten

nd. endliche Automaten

regulare Ausdriicke

aquivalent.

Im Gegensatz zu den machtigeren Sprachklassen sind hier die Ublichen
Entscheidungsprobleme alle I6sbar, d.h. entscheidbar.



DAS WORTPROBLEM FUR RLIN IST ENTSCHEIDBAR
GEGEBEN: Rechtlineare Grammatik G= (N,T,P,S undwe T*
FRAGE: Giltwe L(G)?

LOSUNG: Konvertiere G in einen aquivalenten DEA M und simuliere
M bei Eingabe w. Gebe JA aus, falls M akzeptiert. Sonst: NEIN.

ZEITKOMPLEXITAT: |w| (=linear) fiir G fest.



DAS LEERHEITS-, ENDLICHKEITS- UND UNENDLICHKEITSPROBLEM
FUR RLIN IST ENTSCHEIDBAR

Diese Fragen lassen sich wie im kontextfreien Fall mit Hilfe des Pum-
pinglemmas auf das Wortproblem zurickfihren.

Da im rechtslinearen Fall die Konstante p im Pumpinglemma linear be-
schrankt ist, sind die (naiven) Verfahren hier jedoch schneller (aber im-
mer noch exponentiell). Durch Verfeinerungen kann man diese Verfahren
in Polynomial-Zeit-Verfahren tberflhren.

DAS TOTALITATSPROBLEM FUR RLIN IST ENTSCHEIDBAR

Da RLIN effektiv gegen Komplemet abgeschlossen ist, kann man das To-
talitatsproblem auf das Leerheitsproblem reduzieren.



DAS AQUIVALENZPROBLEM FUR RLIN IST ENTSCHEIDBAR
GEGEBEN: Rechtlineare Grammatiken G und G»
FRAGE: Gilt L(G1) =L(Gy)?

LOSUNG: Wegen der Effektivitat der Abschlusseigenschaften
von RLIN konnen wir aus Gq und G, eine rechtslineare Grammatik
G konstruieren, die

L(G1)AL(G2) = [L(G1) \L(G2)]U|L(G2) \L(G1)]

= [L(G1)NL(G2)]U[L(G2) NL(Gy)]

erzeugt. Es gilt dann aber L(G1) = L(G») genau dann, wenn L(G) leer
ISst. Letzteres konnen wir aber entscheiden.



UBERSICHT UNENTSCHEIDBARE PROBLEME

Wir konnen hiermit unsere Tabelle Gber die Abschlusseigenschaften der
Sprachen der (erweiterten) Chomsky-Hierarchie vervollstandigen:

Wortp. | Leerheit | Endlichkeit | Unendlichkeit | Totalitat | Aquivalenz
CH U U U U U U
KS E U U U U U
KF E E E E U U
RLIN E E E E E E

U = unentscheidbar, E = entscheidbar




